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Это  цифровая  коиия  книги,  хранящейся  для  потомков  на  библиотечных  полках,  прежде  чем  ее  отсканировали  сотрудники 

компании  Соо^1е  в  рамках  ироекта,  цель  которого  -  сделать  книги  со  всего  мира  доступными  через  Интернет. 

Прошло  достаточно  много  времени  для  того,  чтобы  срок  действия  авторских  ирав  на  эту  книгу  истек,  и  она  иерешла  в  свободный 

доступ.  Книга  переходит  в  свободный  доступ,  если  на  нее  не  были  поданы  авторские  ирава  или  срок  действия  авторских  ирав 

истек.  Переход  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  осуществляется  ио-разному.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ, 

это  наш  ключ  к  прошлому,  к  богатствам  истории  и  культуры,  а  также  к  знаниям,  которые  часто  трудно  найти. 

В  зтом  файле  сохранятся  все  пометки,  примечания  и  другие  записи,  существующие  в  оригинальном  издании,  как  ттаиомиттапис 

о  том  долгом  пути,  который  книга  прошла  от  издателя  до  библиотеки  и  в  конечном  итоге  до  Вас. 

Правила  использовапия 

Компания  Соо§1о  гордится  том,  что  сотрудничает  с  библиотеками,  чтобы  иоровссти  книги,  исрсшодн1ио  в  свободный  доступ,  в 
цифровой  формат  и  сделать  их  широкодоступными.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ,  принадлежат  обществу,  а  мы  лишь 
хранители  этого  достояния.  Тем  не  менее,  эти  книги  достаточно  дорого  стоят,  поэтому,  чтобы  и  в  дальнейшем  предоставлять 
этот  ресурс,  мы  иредириняли  некоторые  действия,  иредотвраш^1юпще  коммерческое  использование  книг,  в  том  числе  установив 
технические  ограничения  на  автоматические  запросы. 
Мы  такж:е  иросим  Вас  о  следующем. 

•  Не  исиользуйте  файлы  в  коммерческих  целях. 

Мы  разработали  программу  Поиск  книг  Ооо§1е  для  всех  иа'шзователей,  иоэтому  исиользуйте  эти  файлы  только  в  личных, 
некоммерческих  целях. 

•  Но  отправляйте  автоматические  запросы. 

Не  отправляйте  в  систему  Соо§1е  автоматп^1еские  запросы  любого  вида.  Если  Вы  занимаетесь  изучением  систем  матнинного 
перевода,  оптического  распознавания  символов  или  других  областей,  где  доступ  к  болыному  количеству  текста  может 
оказаться  полезным,  свяжитесь  с  нами.  Для  этих  целей  мы  рекомендуем  использовать  материалы,  перешедшие  в  свободный 
доступ. 

•  Не  удаляйте  атрибуты  Соо§1е. 

В  каждом  файле  есть  "водяной  знак"  Соо§1е.  Он  иозволяет  пользователям  узнать  об  этом  проекте  и  иомо1ает  им  найти 
дополнительные  материалы  ири  помощи  программы  Поиск  книг  Сооё1с.  Не  удаляйте  его. 

•  Делайте  это  законно. 

Независимо  от  того,  что  Вы  исиользуйте,  не  забудьте  проверить  :1ак01Н10Сть  своих  действий,  за  которые  Вы  несете  полную 
ответственность.  Не  думайте,  что  если  книга  иерешла  в  свободный  доступ  в  США,  то  ее  на  этом  основании  могут 
исиользовать  читатели  из  других  стран.  Условия  для  перехода  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  различны, 
иоэтому  нет  единых  правил,  иозволяюшдх  определить,  можно  ли  в  определенном  случае  исиользовать  определенную 
книгу.  Не  думайте,  что  если  книга  появилась  в  Поиске  книг  Соо§1е,  то  ее  можно  исиатьзовать  как  у10дно  и  1де  угодно. 
Наказание  за  нарушение  авторских  ирав  может  быть  очень  серьезным. 

О  программе  Поиск  кпиг  Сооё1е 

Миссия  Соо§1е  состоит  в  том,  чтобы  организовать  мировую  информацию  и  сделать  ее  всесторонне  доступной  и  полезной. 
Пр01-рамма  Поиск  книг  Соо§1е  иомохает  пользователям  найти  книги  со  всего  мира,  а  авторам  и  издателям  -  новых  читателей. 
Полиотекстовый  поиск  ио  этой  книге  молено  выполнить  иа  ст]>аиице [ЬЪЪр ;  //Ьоокв . §оо§1е .  сош/ 1 
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(112)  нараграфа  21-го Ю" 
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ЧАСТЬ  КИНЕТИЧЕСКАЯ. 


МЕХАНИКА  МАТЕРЬЯЛЬНЫХЪ  ТОЧЕКЪ  И  СИСГЕМЪ, 

ИЗЪ  НИХЪ  СОСТАВЛЕННЫХЪ. 


\ 


Кинетика*)  ии*етг  ц'Ьлью  изучен1е  яавнс-имогти  между  кине- 
«атй1ески11ъ  состодв1ё]1ъ  матерш,  обладающей  цредполагаЁНЫив 
свийгтвами,  и  прячинали.  обусловливающияя  это  состоян1е. 

Шдъ  слопаии:  «кинеиатическое  С1->столн1е  матвр1и>  тлв  зд'Ьсь 
иодраэуи'Ьваемъ  видъ  двихен!»  на1ер1В  движущейся,  ила  положе- 
Е1е  в  строение  иатор1и  ио1:о)П11[е8ся.  I 

Предпололев1я  о  гвойствахъ,  которня  мы  представляеиъ  себ* 
прнсущвни  матер)»,  рождаются  въ  насъ  путекъ  ааиеден1я,  ияъ  зна- 
шя   явлен]б   природы,    почерааемнхъ  изъ  ваблюден]^  и  овытовъ. 

Т'Ьмъ  же  путенъ  и  язъ  т^хъ  же  источниковъ  мн  составляевъ 
себ'Ь  пред  ста  влрн1е  о  свпйствахъ  причинъ  такахъ  кинеиатическихъ 
С0СТ0ЯВ1Й  материи,  которая  не  обгяспяются  единствепно  только 
дппущенвыян  уже  гвойствами  ея;  так1я  причива  мы  назнваеиъ 
дЪятеляив  или  силами. 

Составл»'вныя  предаоложев1Я  о  свойствахъ  матер1И  и  д'Ьятелей 
называются  гипотсзаяи;  основываясь  на  нихъ,  Бинетика,  вутехъ 
жатЁиат  в  ческой  дедуЕ[(1и,  показываетъ,  въ  каноиъ  Еивсиатическомъ 
состоян1а  будутъ  находиться  данныя  матерьяльяыя  Т'Ьла  при  д-Ьй- 
етв1и  на  нихъ  данныхъ  деятелей,  или  обратно,  исррд-Ьляетъ,  при 
Д'Ы1ств1и  какихъ  деятелей  данная  т*ла  иогутъ  находиться  въ 
даяномъ  канематнческовъ  состоян1и. 


•)  Термннъ  „кинетика"  ироисходнть  отъ'  сюва  хЬ1)а:;,\  оаначающаго 
11рои8веден1е  дяижеЕ1я,  между  т'Ьмъ  какъ  териипъ  „Еинематяаа"  ироиа- 
водится  отъ  слова  х^чч^ею,  оанач&юшаго  состояН1е  движеЕ1я. 


—    4    — 

Щль  атихъ  внводовъ  кинетики  есть  объясиеше  набдюдеиннхъ 
фактовъ  на  основанш  сдЪланннхъ  гипотезъ,  и  предсказан1е  фак- 
товъ  незаи^Ьченннхъ  или  не  наблюдавпшхся. 

Каждая  удача  въ  объяснен1и  или  въ  предсказанш  фактовъ 
увеличиваетъ  вероятность  одной  или  н^^сколькихъ  изъ  сдФланныхъ 
гипотезъ. 

Т±  изъ  гипотезъ  кинетики,  которня  относятся  ко  всякой  иа- 
терш  или  ко  всякииъ  дЪятеляиъ  и  въ  несоин^Ьнности  которнхъ 
иы  уб^Ьждаеися  по  и:Ьр:Ь  ббльшаго  ознакоилешя  съ  явлен1яии^ 
принимаются  за  основный  истинн  природы,  которымъ  подчинены 
вс4Ь  явлешя  физическаго  шра;  эти  гипотезы  называются  основными 
^  началами  или  основными  принципами  механики. 

Изложеше  сущности  т:Ьхъ  основныхъ  началъ  и  опред^Ьлешй^ 
на  которыхъ  основывается  механика  свободнаго  т%ла,  движущагося. 
поступательно;  составляетъ  содерагаше  первой  главы. 


ГЛАВА  I. 


Юсновные  принципы  механики  и  опред^лен1я,  относящ1яся  нъ 

свободному  матерьяльному  тЬлу,  движущемуся  поступательно 

и  къ  которому  силы  приложены  однородно, 

§  I.  Начало  инсрцш  яатсрЫ.  Салы. 

Инерщя  есть  свойство  иатерхи,  всегда  и  неотъемлемо  прису- 
щее ей. 

Существоваше  этого  свойства  въ  1атер!а  мы  принимаемъ,  какъ 
одкнъ  изъ  основныхъ  прикципоаъ  механиЕи,  который  яы  форму- 
ллруекъ  сл'Ьдующинъ  образоиъ: 

Т     ОСНОВВОЕ      Н1ЧАЛ0      Л:      ВСЙКЛЯ      ТОЧКА      ЩАТЕРЬЯЛЬНЛГО      Т-ЬЛА      И*ЁТЪ 
''■'  СТРЕИЖЕН!!!    С01Р1аНТЬ   ВЕЗЪ  НЗНМКаШ   ВЕЛИЯИНУ 

И     Н1ПР1ВЛЁН1Е      СВОЕЙ      СКОРОСТИ      АБСО.'Ш 
ДВЕЖЕНШ. 


Всякое  состояте  яатерьяльваго  т'Ьла,  при  котороиъ  ни  одна 
изъ  точсБЪ  его  не  изи'^няетъ  своей  скорости  ни  по  величин'^,  ни 
ло  ааправлешю,  возможно  по  свойству  ииерцш  натер1а  и  объяс- 
няется атамъ  свойствомъ;  следовательно: 

по  свойству  ииерп:!и  т'Ьло  иожетъ  находиться  въ  абсолютЕоиъ 
аоЕо4; 

по  свойству  иаерц1И  оно  иожетъ  совершать  абсолютное  посту- 
цатеиное  двилен1е,  при  котороиъ  всЬ  точйи  его  движутся  равно- 
и  пряхоливейно; 
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кром4  того,  мы^глимо  ещ«  безчнсленвое  множество  другихъ  двн- 
хе111Й  катерьлльааго  тЪла,  при  которыхъ  ни  одна  точка  т'Ьла  не 
изи*паетъ  ни  величины,  ни  направлрн1я  абсолютной  скорости  (то 
есть  не  ии'Ьетъ  ускорешя),  скороств  же  различннхъ  точекъ  раз- 
личны и  различно  направлены;  всЪ  так1я  движения  иатерьял1>ниго 
т'Ьла,  хотя  и  Возможны  но  свой<'.Т11у  анерц1и  матерш,  но  необходимо 
Сопровождаются  деформациями  ого;  мы  же,  въ  настоящей  глав*, 
будсиъ  говорить  тольЕо  о  таЕихъ  состояшяхъ  матерьяльнаго  т4ла, 
при  которыхъ  оно  не  деформируется,  а  потону  въ  разсмотр^нхе 
движений,  Сопровождающихся  дефорнащяйи,  не  войденъ. 
'  Всякое  такое  движен1е  катерьальваго  т*ла,  при  ноторомъ  хотя 
одна  точка  т4ла  ии'Ьетъ  ускорен1е,  или  взм^няетъ  свою  скорость,, 
не  ножетъ  Оыть  объяснено  свойствомъ  инерц1и  натер1и;  изм'Ёнеже 
скорости  или  полвлеВ1е  ускоред1Я  мы  приписываемъ  особымъ  срн- 
чиналъ,  которыа  ни  вазываемъ  силами. 

Что  такое  силы,  въ  чеиъ  заключаетса  сущность  ихъ— мы  не 
аяаеиъ;  мы  мохетг  знать  только  д'Ёйств1в,  иии  ироя:1водимыд  и 
состояш1я  въ  томъ,  что  он*  сообщаютъ  абсолютный  ускорения 
точкамъ  иатерк  а  изм'Ьняютъ  величины  и  направлен1я  нхъ  ско- 
ростей; если  мы  зая4чаемъ,  что  какая-либо  точка  иатерш  полу- 
чаетъ  абсолютное  ускорен1е,  или  измЪияетъ  свою  абсолютную  ско- 
рость, то  заключаеиъ,  что  на  эту  точку  д-Ьйствуютъ  Н'Ькоторыя  силы. 

Ни  одна  точка  матерьяльнаго  тФла  не  кожетъ  получить  аб- 
солютнаго  уекорешя  и  не  можетъ  изменять  своей  скорости,  пока 
на  нее  но  стаяетъ  действовать  какая-либо  сила. 

Стремлея1е  точекъ  матер1и  сохранить  им*ющ1яся  скорости  ска- 
зывается и  во  время  Д4ЙСТВ1Я  на  вихъ  снлъ;  каждая  точка  матерш 
измЬяяетъ  свою  скорость  не  вдругъ,  но  постепенно,  даже  при  такяхъ 
силахъ,  которыя  производятъ  вавбоЛ'Ье  быстрое  изм11нен1е  скоростей. 

По  прекрашенш  д*йств1я  силы,  точка  матер1и  сохраняетъ  ту 
скорость,  которую  она  им'кла  въ  момевтъ  прекращев1я  дМств1Я  силы. 

Изъ  сказавяаго  въ  настолщемъ  параграф*  сд'Ьдуетъ,  что  ма- 
шерьяльное  ттьло,  ни  на  одну  точку  котораю  не  дпйсшвуютг 
егми,  &ми  не  деф<^мир1/ется^  та  пребываешь  по  инер-^ 


«ш  либо  въ  абсолктнпмъ  попогь,  либо  въ  абсолютномг  посму- 
пательномь  движети,  при  которомъ  всгь  точки  ею  движутся 
равномерно  и  прямолинейно. 

Мы  будемъ  вазнвать  матерья^ьн^)е  т-Ьло  саободнымг,  если  оно 
иохетъ  двигаться  пезету пательво  по  инерцж  пи  вшвизмохнакъ 
направлешлиъ  и  съ  каЕинв  бы  то  ни  было  сЕоростлля. 

Матерьяльное  т'Ьло  ножетъ  быть  свободно  во  всеиъ  неограаи- 
ченномъ  пространств*,  или  внутри  н^Еоторой  части  его,  на  пре- 
д*лахъ  которой  оно  встр'Ьчаетъ  друг1я  иатерьяльвыя  т4ла  или 
вообще  кашя-либо  1(реаятств!я,  11*шаюш!я  его  поступательнояу 
ДВИЖ0Н1Ю  по  иверцш  въ  нЪЕОторнхъ  н;1нравлен1ях'ь. 

§  2.  1И1.СТ0  прн.10жеп1)1 1'клы  Силы,  одвородно-прило- 
жевиыя  къ  тЪлу;  ихъ  величины  8  11а11равлсв1я. 

Всякая  сила,  Д'Ьйствующая  на  какое-либо  иатерьяльное  т1Ьло, 
ЕМ^егь  въ  немъ  н-Ькоторое  лтсто  приложенга;  подъ  этииъ  ивенежъ 
нн  подразуи'Ьваемъ  тЬ  части  объема  т'Ьла,  вс*  точки  которыхъ  поду- 
чаютъ  ускорешя  непосредственно  отъ  той  силы,  о  которой  идетър'Ьчь. 

Ускорения,  получаеяыя  разныяи  точками  и^ста  приложешн  силн, 
■огутъ  быть  неодинаковы;  ето  можетъ  зависать,  какъ  отъ  свойствъ 
силы,  такъ  и  отъ  тЪхъ  обстоя  тел  ьствъ,  въ  которыхъ  находятся 
иатерьяльное  Т'Ьло. 

Въ  настоящей  глав*  мы  будеиъ  говорить  только  о  такихъ  си- 
лахъ,  каждая  иаъ  которыхъ  прилагается  сразу  ко  вс4мъ  точкаиъ 
своб1>днаго  матерьяльнаго  т4ла  и  Притойъ  сопбщаетъ  имъ  аспмг 
одинаковыя  и  параллельныя  ускоренгя;  всякую  такую  силу  иы 
будемъ  называть  овнорпОно-приложенною  л'г  т^ьлу  или  просто 
однородною  силою. 

Прии^роиъ  одаородныхъ  силъ  можетъ  служить  сила  тяжести 
всякаго  т*ла,  сообщающая,  какъ  известно,  всЬмъ  точкамъ  т*ла 
равныя  и  параллельпыя  между  собою  усЕорен1Я. 

Такую   однородную   силу,  которая  сообщаетъ  вс4яъ  точкамъ 
свободвап;   Т'Ьла   ускорения   всегда   одной  и  тоб  же  величины  и 
всегда  параллельно  неиз«*явону  направлению  въ  пространств*, 
будеиъ  вызывать  постоянною  однородною  силою;  ^з.заьтааг 
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к  стояЕныл  однородвыл  силы,  пралагаенЕ1я  еъ  одвону  и  тону  хе 
натер ьяльному  т^лу,  иогутъ  различаться  велячивами  в  ваправле- 
Н1ЯИИ  сообщаемыхъ  иии  усБорон1Я. 

Непостоянными  или  переманными  однородными  силами 
яы  будемъ  называть  так1я,  которая,  хотя  и  сообщаютъ  вс4«ъ 
точваиъ  свободЕаго  т^ла  взаюсно-равныя  в  параллельвыя  усБирен!я, 
но  величины  этихъ  ускорен!^  и  направленхя  ихъ  изн'Ьняются  съ 
твчен1е11ъ  времени. 

Всякая  постоянная  или  непостоянная  однородная  сила,  будучи 
приложена  къ  свободному  матерьяльнону  т'!&лу,  находившемуся  въ 
абсолютвомъ  поксЬ,  или  въ  абсолютконъ  лоетупательномъ  двнже- 
Еш  по  инорц1и,  необходимо  сообщитъ  атоиу  тФлу  некоторое  посту- 
пательное движение  *). 


*)  Весьма  легко  доказать,  что,  П1)и  сказаниыхъ  услов1нхъ,  Л1гн1я,  соеди- 
Ъяюща»  Еагтя  дб'ё  точки  Т'к1а,  сокрапнтъ  свою  длину  и  валравле8!е  во 
все  время  двнжен1л  т'Ьла. 

Пусть  ):„  1р„  ),  ш  г,,  5],  Ь'  суть  координаты  двухъ  какихъ-лггОо  точекъ 
тЬла  вг  моиентъ  /,-  а,.  Й1,  с,  и  л,,  6„  с, — коордниаты  ихъ  въ  момекть  (ц,  въ 
который  начала  д11йствовать  ла  т'Ьло  однороднав  саля. 

Такъ  вакъ,  в!.  кажшч  номентъ  д'1'.3ств1л  одвородноЗ  силы,  7сш>реи1Я 
вс4хъ  точекъ  т'Каа  равны  и  иараллельны,  го: 

^_^,    ^_^.     ^_^ 

ар      /11* '    (И>      /И* '    йс  ~~  «и^ 

Помиожнвъ  9Т1Т  равенства  на  /И  я  яатегрнруя  нхъ  въ  Щйд^лахъ  отъ 
{,  до  ^,  иы  волучЕНъ: 

):'.-?'.=():и-(г'.)о;  Ч',-11'.  =  (Ч'Л -(>>',).;  з',-а\=(!'Л-{)'.)о; 

^д*  ():'})о-  (У'Ло'  (З'а)в1 1т' Л'  (Ц'Оо!  (|'|)о  означаютьпроэквдн «а оси коордннагь 
СБОростсй  обЬнхъ  точекъ  въ  моменть  /„;  такъ  какъ  въ  этотъ  моменгь  всЬ 
ЮЧБи  тЬла,  по  предположен1Ю,  ва^ють  скоростп  равныя  и  паралледьныя,  то: 

Поиножлвт.  :пи  равенства  на  (Л  п  интегрируя  1гхъ  къ  нред-Ь-чакь  отъ 
(„  до  ',  мы  получимъ: 

Г,  — ):,  =  а,  — а,;  ц,  — ч,  =6^  —  Ь,;  5,  — »|  =  1,  — с,. 

Эти  равенства  п  выражаютъ,  'ПО  ли111я,  соединяющая  об*  точки,  сохра- 
■няеть  свою  длину  и  палравле111е;  а  это  ножетъ  (тп,  только  пря  поступа- 
тельноиъ  движенш  т'кла. 


Въ  настоящей  глав*  мы  будемъ  говорить  только  о  т'Ьхъ  случаяхъ. 

въ  коюрыхъ  1а.терьялр.ныя  т^-ча.  подвержевяыя  д'Ьйс!ТВ]ю  однород- 
НЫ1Ъ  силъ,  находлтия  въ  аикиЪ  или  въ  поступательвовъ  дввхенш; 
говоря  зд4сь  объ  ус11ореа!И  или  о  скорости  одной  взъ  точекъ  Т'Ьла,, 
кн  южемъ  подразум'бвать  произвольную  точку  его,  такъ  какъ  вс4 
ТОЧЕН  Т'Ьла,  двяжущагося  поступательно,  им'Ьютъ  въ  одинъ  и  тотъ  хе 
хоиеатъ  времени  одинаковыд  усБорен1я  и  одинавовыя  скорости;  въ 
виду  этого,  для  сокращен]я  р'Ьчи,  вм*сто  того,  чтобы  говорить: 
«скорость  и  ускорев1е  н-Ькоторой  точки  т^^ла,  движущаяся  иоступа- 
тельно>,  мы  будемъ  выражаться  короче:  ( скорость  и  усаоретет4ла». 
Положииъ,  что  въ  нашеиъ  распоряже81И  имеется  я'Ьскодьео 
однородных!  сялъ: 

^й  2-й, 


."*   1-й, 


л;;  3-й, . . 


Боторнд,  по  нашей  вол1,  иогутъ  быть  приложены  къ  одиоиу  и 
тову  же  свободному  матерьяльному  т*лу  А,  находящемуся,  до 
прилохенк  Еъ  вону  силъ,  въ  побоФ,  или  въ  поступательяонъ 
двихен[и  Но  иверц1Я.  Предполагается,  что  нохемъ  приложить  вах- 
дую  изъ  этихъ  свлъ  порознь,  отдельно  отъ  прочнхъ,  и  что  иохенъ 
также,  если  понадобится,  приложить  несколько  изъ  этихъ  силъ 
одновревенно  къ  тому  же  т-Ьлу  Л. 

Прилагая  къ  т'Ьлу  Л  каждую  изъ  этихъ  силъ  отдельно  отъ  про- 
чихъ  и  наблюдая  поступательное  движен1е,  совершаемое  этииъ  т*- 
домъ,  мы  вожевъ,  по  виду  движения  которой-либо  изъ  точекъ  его, 
определить  во  всяю'й  мовентъ  движев1я  величину  и  направлеше 
ускореа1Я,  сообщаемаго  этою  однородною  силою  всЬмъ  точкамъ  т*ла. 

Изъ  такихъ  наблюден1й,  ооложииъ,  окажется,  что  силы  ^&  1-й, 

ЛЕ  2-Я.  №  3-й сообщаютъ  т'Ьлу  Л  ускореюя  неодйнаЕовой 

величины  и  неодинаковаго  ваправлен1я;  притомъ  въ  числи  этихъ 
млъ  могутъ  оказаться  какъ  яостоянння,  такъ  и  перем'Ьнвыя  одно- 
родныя  силы. 

Вядя  такое  различ1е  въ  колнчественномъ  отношешн  между  д'Ьй- 
СТВ1ЯИИ  этихъ  силъ  на  одно  и  то  хе  т*ло,  мы  вправ'Ь  заключить,  что 
сущеетвуетъ  Н'Ькоторое  количественное  различ1е  и  въ  саныхъ  силахъ. 


I 
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Такъ  Еакъ  вы  но  знаемъ  гущества  силъ,  а  тольео  ихъ  д*йствш, 
го  иалъ  приходится  составлать  себ*  количр^твенное  представление 
о  сялахъ  по  производимымъ  ими  д4йств1ямъ,  то  есть  по  т4иъ  уско- 
ренхямъ,  которыя  он*  сообщнютъ  свободному  матерьяльному  тйлу. 

Мы  аредставляемъ  себ*,  что  однородао-пралижснвня  ко  врякоиу 
т*лу  силы  яя'Ьютъ,  подобно  ускорек1ямъ,  величины  и  направления. 

Значея1я  этнхъ   понят1й   иы    выразимъ  сл-Ьдушщими  опреД'Ь- 

ЛвН1ЯНЯ. 

Опредълён^е  и:   Подъ  напгавлёвшеъ  силы,  однородно-приложЕяной  къ 

ИАКОМУ-ЛИБО  ГЪЛУ,  мы  ПОДРАЗУМИВАЕИЪ  то  НАПР1- 
ВЛЕН1Е,  и»)  КОТОРОМУ  ОНА  СООБЩАЕТЪ  УСКОРЕНШ  ВСЪИЪ 
ТОЧКАМЪ  ЭТОГО  Т*ЛА,  КОГДА  ОНО  СВОЕОДВО.  ПОСТОЯН- 
НАЯ ОВЛА  ННЪЕТЪ  ВЕИЗК'БННОЕ  ВАОРАВЛЕНИ;  ВЪ  ПРО- 
СТ РА  ВОТ  В'В. 
0ПРЕД4ЛЕП1Е  Ь:  СИЛАМЪ,  ОДНОРОДНО-ПРИЛОЖЕПНЫЯЪ  КЪ  ОДНОМУ  И  ТОМУ 
1.в.^г, ».,■.. *..г..*я-.жЕ    Т*ЛУ,    МЫ    ПРИВИСЫВАЕЖЪ  ВЕЛИЧИНЫ,  ПРОПОРЦЮНАЛЬ- 

!л»д   ''"""""""^'''^^ыя  вЕЛйчинАмъ  ти^ъ  з'окорешЙ,  который  овъ  нороань 

/«•Л47.^^лп«--".  СООБЩАЕОТЪ  ЭТОИУ  ТЬ.ТУ,  КОГДА  ОЯО  СВОКОДВО.  ПОСТОЯН- 
НОЙ сил*,  ОДНОРОДНО-ЕРИЛОЖЕННОЙ  КЪ  ГИЛУ,  МЫ  ПРН- 
ПИСЫВаЕМЪ    ПОСТОЯННУЮ    ВЕЛИЧИНУ. 

По  2-иу  опред'Ьлев1ю  Ь  численное  отношение  между  велячи- 
нани  двухъ  постоянннхъ  или  непостоянныхъ  силъ,  однородно-нри- 
лагаемыхъ  къ  одному  и  тояу  же  т4лу,  равняется  чясленаоиу  отно- 
шен1ю  между  величивами  ускорений,  сообщаеныхъ  ими  этому  тйлу, 
ЕОгда  оно  свободно. 

Пусть  силы  ^*  1-й  и  №  2-й  суть  силы  постоянный;  первая 
сообщаетъ  т'Ьлу  Л  ускорен1е  VI  по  опред'Ьленному  направлешю, 
вторая— усЕорен1е  «а  по  иному  направлен110;  на  основаЕ1и  выше- 
скаяавнаго  иы  заключимъ,  что: 


(Величина  силы  Л?  1)  ' 


(Величина  силы  Л;  2)  =  ^'  {Велич.  силы  №  1) .  .  .  (2) 
Относительно  непост'.шняыхъ  однородныхъ  силъ  намъ  придется 
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заключить,  что  он'Ь  ии'Ьютъ  величины  н  направлев1я,  ваи'Ьнлющ1яся 
еъ  течешемъ  вреиени;  но,  въ  кахлыб  опрел'Ълениыб  моиентъ  вре- 
нени,  всякая  олнородно-црилага.еная  къ  т'Ълу  А  сила  ин'Ьетъ 
опред'Ьлеаное  направлев]е,  совиадающее  съ  направлен'1еиъ  ускоре- 
нШ,  сообщаоиыхъ  ею  въ  этотъ  иоментъ  вг11лъ  точкаиъ  итого  сво- 
бодяаго  гЬла,  и  определенную  величину,  численное  отвотеа'ш  ко- 
торой БЪ  велйчия'Ё  силы  >'  1  равно: 


гд'Ь  V  есть  величина  ускореа1я,  сообщаемаго  сказанною  силою 
тЬлу  Л  въ  разсиатриваемый  коаентъ  вреиени. 

Такимъ  обралогь  ны  составляемъ  себ4  вредставлеа1е  объ  отно- 
сительной величивй  различвыхъ  силъ,  иднородно-врилагаемыхъ  къ 
одноиу  и  тому  же  тФлу;  иы  иожемъ  сказать,  что  изм^ряеиъ  вели- 
чявв  втйхъ  силъ  величиною  одной  нзъ  пихъ,  подобно  тону,  какъ 
ма  изм^рлемъ  длани — единицею  длины,  скорости — единицею  ско- 
рости и  ускорев1Я— единицею  ускоренп!. 

Величина  каждой  одкородвоб  силы,  прилагаемой  къ  тйлу  А, 
выразится  у  насъ  ииенованнняъ  числомъ  въ  величив*  той  изъ  нихъ, 
которую  мы  примеиъ  за  единицу  этихъ  силъ;  такъ,  ваприк'Ьръ, 
инеиованвыя  числа: 

^'  (Велич.  силы  .V:;  1-й);   ;;:'  (Велич.   силы  Л;   1-й) 

вврахаютъ  величавы  силъ  ^%  2-й  и  ^ё  3-й  въ  величиа^Ь  силы 
й  1-И;  звакъ: — (Велич.  силы  .'^  1-й)  есть  сииволъ,  озвачающ1Й 
величину  силы  однородно-приложенной  къ  т*лу  А  и  сообщающей 
еяу  ускорев1е  у„  отношен1я  же: 


суть  отвлеченная  числя. 

Для  болФе  краткаго  обозначен1Я  величинъ  и  паправ-ИнШ  раз- 
лвчннхъ  си.1ъ  мы  ириненъ  буквенныя  обозваченЗл;  а  именно,  ве- 
личины силъ  одаородно-прилагаемыхъ  къ  т4лу  А  мы  обозначпмъ 
йдующимъ  обраяолъ: 


/'1^  будетъ  означать  величину  силы  ^^  1-й  сообщ.  т4лу  А  уск. 
Р^Л        ,  ,  ,  „    Л2-в     ,         ,    А    . 

РЪл       .  ,  .         ,    лез-й     .        ,    А    , 


Надо  ии4ть  въ  виду,  что  эти  символы  озпачаютъ  именован- 
ныл  числа,  единицею  наименования  которыхъ  служитх  величина, 
изображаемая  однимъ  из1  этнхъ  же  символовъ,  числевныя  же  отно- 
шен1я  между  величинами,  изображаемыми  этими  символами,  суть 
отвлечевныя  числа  или  дроби: 


1\_ 


.  (3) 


Напра8лен1я  силъ  условимся  обозначать  т'Ьмя  же  самыми  зна- 
ками, какъ  и  величины  силъ,  подобно  тому,  какъ  мы  обозначаемъ 
одного  и  тою  же  буквою  величину  и  направлев1е  ускорен1я;  поэтому: 

соз  {Р1^,Х),  СОЙ  (М^,3),  соя  {-РЧ^,^ 

будутъ  означать  косинусы  угловъ,  соетавляемыхъ  съ  осями  коорди- 
аатъ  ааправлен1емъ  силы  Л;  1,  однородно-приложенной  ЕЪ  т'Ёлу  ^. 
Величины  однородныхъ  силъ:  ^ЙЛ:  и,  {н-^-Х),  (л-]- 2),  .  .  ., 
прилагающихся  къ  другому  т4лу  В  и  сообщающихъ  ему  ускорен]я 
*».  ''(в+1)»  *(п+2).  ■  ■  .  ■  выраяаится,  яа  основашя  опред'ЬлеЕ1я  Ь, 
въ  величине  одний  изъ  этихъ  же  силъ.  Означнмъ  величины  и  наира- 

влвН1Я  икъ  символами;  ЧРп^,  К?(-|-1)д.  (.Р'/)-г2)р ;  каждый 

изъ  этихъ  сннволовъ,  когда  онъ  есть  знакъ  величина  силы,  предста- 
вляетъ  некоторое  именованное  число,  единицей  наииенован1л  кото- 
раго  служитъ  величина,  изображаемая  однинъ  изъ  этихъ  же  сим- 
воловъ (наприм4ръ,  ^'?1^=велач.  силы  Л:  п);  численный  же  от- 
ношешя   между  величинами  этихъ  силъ  суть  отвлечевныя  дроби: 


-Р>*8 


.  (3  ьы) 


§  3  Начало  параллелограмма  гилъ.  однородво-прнло- 
ж«1Г11ыхъ  къ  тЪлу.  Силы  (-огтавлян1Щ1я  и  равнод'Ьйствую' 
щая   Равиов-6с1е  силъ. 

Въ  предъвдущенъ  параграфе,  говоря  о  Д'&[|ств1и  на  свободное 
т4ло  силъ  однородно-приложеяввхъ  къ  нему,  ны  предиолагали, 
что  Еахдая  изъ  няхг  кохетъ  быть  првлохева  къ  тЩ  или  отнята 
оп  него  по  нашеиу  желан1ю;  при  такоиъ  услов1и  иы  иохеиъ  под- 
вергать  Т'ЬЛО   ДМСТВ1Ю    яажДиВ    изъ   ОДВОрОДВЫХЪ  СЯЛЪ  въ  ОТД'ЪЛЬ' 

нооти.  Однако  встречаются  так1я  одяородныя  силы  какъ  наприм'Ьръ 

силы  ТЯЖеСТВ,  КОТОрыЯ  ПОСТОЯВНО  приложены   къ  Т'Ьлу  и  ОТЪ  ВЛ1ЯВ1Л 

Боторыхъ  ИЫ  не  въ  состояв)и  освободить  т'Ъло;  въ  такихъ  слу- 
\  чалхъ  орндетса  нер'ЬдЕО  разсиатривать  движев1е  тФла  при  дФЙ- 
I  етв1и   двухъ   или  н'Ьскольвихъ  однородныгъ  силъ,  одновреиенно- 

приложенвыхъ  БЪ  т'Ьлу. 

Одновреяенное  д4вств1е  н4сколькяхъ  одковреиевао-приложен- 
к  ныкъ  къ  т'Ьлу  силъ  определяется  сл^Ьдующииъ  осаовныиъ  прив- 
I  ципомъ  иеханвки: 


[  О,  Оивоввов  а«я*ло  В:  Уокогёви;,  шобщаёное  каждой  точии  своподнаго 

/Уа1.,.    .-.    .  ...  ...  .      т^ЛА    ЯЪСКОЛЬКНМЦ  0Д!10ВРБ1БНВ1>-ПРВЛ0Ж1{[1ИЫ1И  КЪ 

А"'  ■" ""  ВЕ1Г     ОДВОРОДНЫИИ     СНЛАИИ,     ЕСТЬ    ГШВЕТРИЧЕСКАЯ 

егОА  *),  СОСТаВЛЕНВАЯ  ВВЪ  ТЫЪ  САИИЪ  УОКОРЕ- 
В1б,  КОТОРЫЯ  СООЦЩАЮТ'Е,  эти  силы,  ЛРВЛОЯЕЕВВЫЯ 
ВЪ    ТФЛУ    ВОРОЗВЬ. 


Иначе  говоря,  8Т0  начало  утверждает!,  что  каждая  изъ 
одЕОВременно-приложеаныхъ  однородаыгь  силъ  сообщаетъ  т*лу 
ускорешб  тоб  же  величины  и  того  же  направлен1я,  какъ  бы  она 
действовала  отдельно,  и  что  вс%  так1я  ускорев1я,  сообщаеныя 
одновременно  одному  телу,  слагаются  геометрически  въ  одно  уско- 


*|  Въ  §  32  кнвеиатвческоЛ  част»  .поИ  квигн  обтаЯСВЁво  было  зйачев1'в 

геонетричесцаго  сложея1я;  кром11  того  въ  той  части  намт.  случалось  аеодно- 

1фатво  говорить  об')'  :)Тонъ  Д'Ъйств|н,  какъ  въ  пркм'Ьвевш  къ  скоростаиъ, 

1  такъ  и  въ  пран*иеЕ1и  къ  уекореи^амъ;  поэтому  мн  зд4сь  предполагаемъ, 

1-ч«0  окыслъ  этого  териива  совершевно  лонятевъ  читатели. 
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реше,  дМствительно  принимаемое  свободн&шъ  тФломъ;  конечно, 
всЬ  точки  т'Ьла  получаютъ  равныя  и  параллельння  геометриче- 
ски-сложныя  ускорбН1я,  такъ  какъ  всЬ  прилогенння  къ  т'Ьлу  силы 
предполагаются  однородными. 

Ускорен1е,  сообщаемое  свободному  тФлу  несколькими  однород- 
ными силами,  приложенными  къ  нему  одновременно,  можетъ  быть 
сообщено  ему  одною  однородною  силою,  которая  называется  равно- 
дгьйствуюгцею  этихъ  силъ;  эти  же  силы,  по  отношешю  къ  ихъ 
равнод'Ьйствующей,  называются  составляющими  силами. 

I 

Основываясь  на  начал*]^  В,  мы  можемъ  выработать  правило  для  опре- 
д1^лев1я  величины  и  направлетя  равнодМствующей  по  велитивамъ  и  на- 
правлев1ямъ  составляющихъ  силт». 

Предположимъ,  что  къ  т'кку  Л  одновременно  приложены  однородаыя 


силы: 


№  2,    №  3,  ....  №  Л, 


о  велнчинахъ  и  направлешяхъ  которыхъ  мы  говорили  въ  предъидущемъ 
параграф*;  если  т'Ьло  А  свободно,  то,  по  началу  В^  оно  получить  такое 
ускореше  г?,  проэкщи  котораго  на  оси  координатъ  будутъ  равны  проэкщямъ 
на  нихъ  ускорев1Й  ^2,  ^з,  .  .  .  .  V^^,  то  есть: 


V  (со8  (г)Х) = г),  С08  (г) Д) + *з  С08  {<)^Х)  + . . .  +  *^  соз  (Ь^^Х)  ^ 

V  С08  (*У)=»г),  С08  («^аУ)  +  *8  С08  (*,У)  +  .  .  •+*А;  ^^^(г'^^.З^) 
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V  С08  {Ь2)=Ь^  С08  {Ь^2)  +  г)з  соз  (Ь^2)  + . . .  4-*^  со8  {Ь^2) 


..(4) 


Ускорен1я  г^2,  г;,,  .  .  .  .  г'^  суть  т*  самыя,  которыя  сообщаются  свобод- 
ному д-Ьлу  А  силами  №  2,  №  3,  ....  №  ^  въ  отдельности;  поэтому: 


^^1 


иаправлешя.ихъ  совпадають  съ  ваправлетяии  этихъ  сил. 


С08(|;Д): 
С08(»,У) 

С08  {Ь/^У 


С08  (Р2^,Х),   С08  (*зХ)  =  Г08  {РЬ^,Х), ' 
:С08(2?^^,У),    С08(*зУ)  =  С08(2?'3^,У), 

С08  (2^2^,^,  сов  (*з2)=соз  {^^^.,2), 


;...(в) 


ы^довагелыю,  можпо  нредставкть  равеястви  (4)  с.т+.душихихъ  образомъ; 
I>С05(«)  =  ;^(^З^С08(К^.X)+...^-Д•^С05(Дд,^')) 

*есм («50  =  ^^_-(^^2^соз(И ^,У)  +  ...+  Рк^таЦг^, У))  . (?) 
^тв(^г)  =  ^^^{1^•2^с«!^Р-2А^)  +  ■■■+^^к^со^{1•\^,г)) 

Усио1ре111е  *■  можетъ  быть  сообщепо  своСюдноиу  1-1-ь1у  А  иднои  одно- 
родно-прнлоиениою  къ  нему  силою,  щ1Н1»авл11Н1е  которой  совиадаетъ  ст. 
ааи1Iав^1еII^емъ  V  и  величина  ЕотороП  равна: 


Рл  =  ^^'^л:. 


.(8) 


эта  1;11ла  I'^_  н  есть  равнод+.йствующал  состамнющнх-ь  однородныхъ  силъ: 

Тавъ  какъ,  по  нашеы)'  Л1аиоиоло1кё1|1|о,  :шакъ  1'^  сл^жвтъ  для  оболаа,- 
чеа1й  ве  только  величвны  сллы,  но  още  и  ен  направлсв1а,  то: 


(9) 


Ю8(!)У)  =  ™8(^'^,У) 

На  основан1п  (8^  и  (9),  изъ  равеЕСТк11  (7)  сл*дують  равенства. 
Р^^с<п^^_^X)  =  ^'2 ^С08(К^,Х)  +  ИдС05(г«^,Х)  + . . 

I■лаю^Р^^У)=Р2^^^:т^Р■2^^,п+Р^^^ю4РЗ^,^)  + .  ■ 

^'^С0!(^■^2)  =  ^'2^С08(К^,2)  +  РЬ^,№4РЗ^,2}  + .  . 
■ .  -Ь  Ркл1:о5{Рк,А2) 


В1арвжаю1ц1и  велвчаву  и   иа1|равле||1е  раввод^цствующей  въ  величипахъ 
а  направлея1яхъ  составлпюо^яхъ  сялъ. 


(10) 


[  Величины  и  аап11авлен1я  сплъ,  однородно-ирнлагаемыхъ  кь  т'Ьлу,  мояно 

,  изображать  длинаки,  откладываемыми  по  на1!]1авлев1Я111'Ь  сидъ  отъ  (сако!!- 
лнбо  одяоИ  п  той  же  точки  тЬла;  каждал  длина  должна  Сыть  во  столько 
разъ  6о1'Ье  единицы  длвны,   во  сколько  разъ  величина  изображаемое  ею 

р  силы:  бол^е  величины   той  силн,  которую  мы  ярвинлн  за  единицу  силЪ| 

I  прнлагоеныхъ  къ  утому  тЬлу. 

I  ИзоСражая  силы  длинами,  1>[ы  ножеиъ  поступать  съ  виии  вакъ  съ  уско- 
ренЁими,  то  есть  проэктировать  ихъ  на  направлеи1я  плв  на  плоскости  и 
вроивводить  надъ'НИни  геометрически  сложетя  и  вычитанй. 

I         Про9кще»   тии   1^^  на  ось  -У  мы  называемъ  силу,  им*Ю1Цу1о  вели- 

[  чину:  -Г^  С08  (^'^Х),  и  иаиравлеиную  параллельно  положительной  иди 
отрицательное   осп   X,  смотря  потому,  им^егъ  ли  со»  положительную  щи 

[  отрицательную  величину. 

I  11]10эк11[я  силы  1'_А  на  ось  X  изображается  проэкшсв>  на  ту  же  ось 
длины,  представляющей  эту  силу. 

Каждое  изъ  равеиствъ  (101  вмражаетъ,   что   проэкидл   на  одну   изъ 

'  осей  коордивать  равнод'Ёйствующей  Е^  равна  суим'Ь  проекц1й  составляю- 
щихъ  силъ:  га,^.  -/''3^,,  ....  1-''к^. 

Изъ  этого  сл'Ьдуетъ,  что  длины,  изображающ1Я  силы  Р^,  ^2^,  Р^Ал- 
.■  ЕкА  им^ютъ  такЕя  величины  и  направления,  что  изъ  лин1в,  раввыхъ  и 
параллельныхъ  имъ,  можно  составить  заиЕнутыЗ  иногоугольникъ. 

Следовательно,  длина,  иаобраакаютая  равнодгьйствг/ющдю  РА'<  ^^^'' 
*еометричсс11ая  сумма  д.шнъ,  иэоИражаюишхъ  составляюуыя  аиъ»:  1'^2А\ 

Л^Л ЛТСА- 

Если  къ  'гЬлу  одновременно  ирнложены  только  дв^  однородный  силы, 
то  раввод'Ёбствующая  нхъ  изобразится  дагональю  параллелограмма,  сто- 
роны |;ото1!аго  изображаютъ  величины  и  направлен1Я  приложенныхъ  къ 
гЬлу  снлъ, 

Построев1е  длины,  изображающее  равно Д'ЁЙству  юлу ю  н^^сколькнхъ 
силъ,  можно  сд'кЕать  посл1!довательыыиъ  образомъ:  сначала  построить,  по 
правилу  параллелогражма,  равиод'Ьйс^гвуьшую  двухъ  изъ  прмлоа^енныхъ 
къ  гЬлу  силъ,  зат4м1,,  на  полученной  длин*  и  на  длнн'Ь,  изображающей 
третью  силу,  иостронэь  новый  параллслограммъ,  д1агонал.  котораго  изобра- 
зить равнод'Ьйствующую  трехъ  силъ,  и  т.  д.;  такпмъ  образомъ  01фед'Ьлен1е 
величины  и  направления  равно д-кйствующей  п'^сколькихъ  однородно-прило- 
женныхъ  къ  т^лу  силъ  сводится  на  посл'Ёдовательное  примЪиенЕе  правила 
параллелограмма;  всл-Ьдс1В1е  зтого  оспоиное  начало  В  называютъ  началомъ 
параллемпрамма  силъ. 


ал  |>а8В0д'Ьйствующая  одиородкыН'  силъ,  олновременно  при- 
яоюяныхъ  къ  одноиу  и  тому  хе  т'Ьлу,  равна  нулю,  то  тогда  тЪли 
не  нолучаетъ  отъ  сововупиаго  Д'Ьйств1я  ихъ  никакого  ускорен1я; 
въ  таквхъ  мучалхъ  говорятъ,  что  силы  взаимнО'У'равновпгии- 
ваются  или  находятся  вз  раеновтсш. 

Свободное  матерьяльное  т^ло,  къ  которому  одновременно  при- 
ложено н^скольЕо  однородныхъ  взаинно-уравновЪпшвающнхсд  овлъ, 
если  не  деформируется,  то  нрцбываетъ  по  инер1;1в  либо  въ  абсояют- 
номъ  поко'Ь,  либо  въ  абсолютномъ  поступательномъ  движен1И,  прн 
которомъ  вс^  точки  его  движутся   равБоиЪрно  и  прямолинейно. 


Раваов'Ьс1е   однородпьгхт.   свлъ:    Р1.^,   РЗ^, 
приложевнмхъ  въ  г'к1}  Л,  вырахается  в 


■  ^РАл  одновремепво 
равенства  Ш1: 


I 


^'1со^и'•1^,X1+-га^со8(^•'2  4,Х)+.  ..+^^)^со8(^>  ,,,Х)=0 

воторыл  иогутъ  бнгь  зан'Ёисны  свиводическииъ  равевствомъ: 

^А+Р^А  +  Р^А+-  ■  ■  ■  +  УРА=*> (12) 

Е:  внрахающикъ,  что  гео»етр|[чесиая  сумма  ддинъ,  кзобрашающп^ъ  уравно- 
I  вЪшивающ1яся  спш,  равна  нулю. 

Тозво  тз1иве  равпог'Ёс!е  олвородвихъ  силъ  №  п,  ^6  г,  ^  з,  .  .  .  ^ё  $1 
I  о^рмвременно  ириложснаыхъ  къ  свободному  т'Ьлу  В,  выражается  сд'Ьдуо- 
I  иняъ  синлолкческвмъ  равсвствонъ: 

Тпл^^^^^^У^^^^  ..  ..  +  ^^д=0 (13) 

§  4.  Силы  в.1а11Я11олЪй1-тв1я.!  Начало  равенства  одно- 
родиыхъ  я  протпкоположвыхъ  1'илъ  взаимнод^Г|гтв1а. 
Отиошен!»  между  величинами  одноридиыхъ  гилъ.  ирило- 
асенныхъ  въ  различныяъ  тЪлапъ. 

На  основан!!!  началъ  я  определен! й,  приведенныхъ  въ  предыду- 
лщхъ  оараграфахъ,  мы  изн'Ёряснъ  яисленння  отношен1я  хехду  вели* 
танами  однородныхъ  силъ,  нрилагаеиыхъ  къ  одному  и  тому  хе  т'Ьд^. 


ило- 

аели*        ^^1 
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Теперь  на  приведеиъ  начало,  на  основавш  котораги  »ы 
раехъ  отношеш'я  неxд]^  величинами  однородвыхъ  силъ,  прилохеН' 
ныхъ  къ  разныиъ  т^ланъ;  это  начало  относится  къ  снламъ  взаимно- 
д*Йств1я  между  телами  и  опред4ляетъ  понят1е  о  равныхъ  одно- 
родннхъ  силахъ,  приложонныхъ  къ  двумъ  развынъ  тйламь. 

Изучен1е  свойктвъ  т*хъ  силъ,  д'6Йав1еиъ  которыхъ  объясняются 
лвден1Я  природы,  показало,  что  величина  в  нацравлеше  всякой 
силы,  приложенной  къ  какому-либо  матерьяльвому  т*лу  А,  на- 
ходятся въ  ооред1)ленной  зависимости  отъ  положенш,  занинаеиаго 
по  отношен1ю  къ  т'блу  А  к'Ькоторымъ  тЬлоиъ  Л,  въ  которомъ 
какъ  будто  бы  заключается  источвикъ  силы,  приложенной  къ  А; 
одновррненно  съ  силою,  приложенною  къ  А  а  ия'Ьющею  свояиъ 
источникомъ  гбло  -В,  наблюдается  сила,  приложенная  къ  В  и 
вм'Ъющая  своинъ  источникоиъ  тФло  А. 

Эти  одновремрнныя  силы,  д11йсгвующ1Я  между  телами,  назы- 
ваются силами  взаимнодпйствгя  между  ними. 
;7*  <  Вс*  силы  природы  суть  силы  взаиинод4йств1Я  между  телами. 

Между  т'Ьлами  коннчныхъ  разн'Ьровъ,  находящимися  въ  ко- 
нечныхъ  разст1)ян1яхъ  одно  отъ  другого,  силы  взаимнод*йетв1я 
бываютъ  по  большей  части  силами  неоднородно-приложенными  къ 
т'Ьлаиъ;  ч*мъ  меньше  размЬры  т4лъ  и  чЬмъ  больше  разстояВ1я 
между  ними,  т'Ьмъ  ближе  подходятъ  эти  силы  къ  однородности. 

Представимъ  себ*,  что  нм'Ьемъ  так1я  Т'Ьла,  между  которыми 
взаимно  действ!  я  суть  силы  однородныя,  такъ  что  къ  т'Ьлу  А  при- 
ложена одвороднал  сила,  величина  и  нанравлеше  которой  зави<'ятъ 
отъ  относятнльнаго  положен1я  т^ла  Б  по  отношеИ1Ю  къ  т^лу  А, 
в  въ  то  же  время  къ  т'Ьлу  В  прил<»жека  однородная  сила,  вели- 
чина и  направлеше  которой  зависятъ  отъ  положеюя  тМа  Л  по 
отношен1Ю  къ  т'блу  В. 

Так1Я  силы  взаиинодййств{я  между  двумя  т'Ьлами  мы  вр_ед- 
нолагаеиъ  равными  между  собою,  если  направлен1Я  ихъ  прямо- 
противоположны;  это  предположеше  составляетъ  сущность  одвого 
изъ  началъ  некавяки,  которое  мы  выразинъ  такъ: 


3  иэи'Ь-    ^^1 

иложен-  ^ 
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иоваоБ  а4Ч1до  С.  Коли  взаинеюдъйствш  неждт  двгия  тыапв  суть 

•♦''■"'I'''   КНЛЫ   ОДЯОГОДВО-ОРИЛОЖКВОЫЯ   къ   нииъ   и   ПРЯЮ- 

протввополояныя    0ДВ1    другий,    то    ;1ти    силы 

Г1ВНЫ    00    ВЕЛВЧИНЗ. 

Принявъ  это  начало,  иы  можеиъ  оаред'Ьлить  численння  отвоше- 
я1я  иежлу  величивани  иакихъ-либо  одвородаыхъ  силъ,  приложеа- 
янхъ  къ  гЬлинъ  А  ъ  в,  если  БзаймнолМств1я  мехду  этииа  т'Ьлаяа 
суть  силы  однородные  в  пряЁОПротивоположныя  хотя  бы  при  нФичто- 
ромъ  одномъ  только  опред^леннилъ  отаосительноиъ  аоложев1и  ихъ. 

Положимъ,  что  эти  силы  вааимнод'Ьйств1я  сообщаютъ:  т4лу  А 
ускорен1е  ЬВ^  н  тФлу  -В  усЕ1)реи1е  ^А^. 

Пусть  ^"1x1  -^2  4 озаачаютъ,  по  прежнему,  величины 

,  одБородныхъ  рилг,  нралагаеиыхъ  къ  т'Ьлу  Л  и  сообщающихъ  сну 

ускорев1я  у^,  с^, ;  величины  этихъ  силъ  могутъ  быть  сравнены, 

I  на  осаовши  опред'Ьлен1Я  ^,  съ  величиною  силы,  сообщающей  тЪлу  А 
усворев1е  ЬВ  ^,  означииъ  черезъ  ^Вд  величину  этой  силы;  буденъ 
т1:Ёть  равенства: 

Е1А~    К   '    Ри~^    '">    ' '"■' 

Пусть,  далйе,   ^'м^^,  1\п-\-\)1}, озяачаюгъ  веланянн 

силъ  однородно-прялагаемыхъ  въ  тйлу  В  и  сообщающяхъ  ему  уско- 

\  рен1я  у„,  «',„_|_1„ ;  означямъ  черезъ  \А^  величину  силы,  сооб- 

*  щающей  Тиму  же  т'Ьлу  ускорен1е  И-Л.^;  подобно  тому,  кагеъ  и  для 
.  тФда  Л.  буденъ  ин'Ьть  равенства: 


Изъ  рлдовъ  равенствъ  (14)   и  (15),   нрипявъ  по  внииая1в, 
I  что,  ва  основанш  нача.1а  С: 

иолучннъ  сл'Ьдующ1Я  выражев!я  чиаенныхъ  01ношев1б  между 
I  величинами  однородныхъ  силъ,  приложе[1ныхъ  къ  т'Ьланъ  Б  и  Д^ 


Отсюда  ввдно,  что  чисАеиное  о'т'ношен1е  между  величинами 
двухъ  одяородиыхг  смлг,  одиа  изъ  хоторынг  приложена  кг  тплу 
В,  а  друюя  кг  тплу  А,  получается  чрезъ  умножете  чисден- 
ыаго  ст«ошетн  между  величинами  ускоремй,  сосСщаемыхг 
этими   силами,   на  постоянную  для  зтой  пары  ттьлъ  дробь: 

(17) 


которая  представляетъ  отношение  между  ускоренгями,  сооб-  > 
щаемыми  тгьламъ  А\  и  В  силами  взаимнодгьйствгя  мсокд^  1 
ними,  однородными  и  пропшеоположными,  а  потому  и  рав~  \ 
ними  между  собою. 

§  5.  Раввыл  однородныя  силы  и  силы,  гообщаю1ц1я 
равБЫЯ  ускорен!»  различнымъ  т'!Ьлаиъ. 

Дв*  однородныя  силы,  приложеоныя  къ  одному  Е  тому  хе 
т4лу,  имЬютъ  равныя  величины,  если  равны  ускорения,  сообщае- 
иыя  иии  этому  т'Ьлу. 

Дв*  жо  однородныя  силы,  приложенная  къ  разнымъ  т^ланъ 
и  сообщающ1й  имъ  одинаковыя  ускорешя,  вообще  говоря,  не  равны 
между  собою;  тъ  равевствъ  (10)  видно,  что  отношен1е  между 
величинами  (т^  и  О^  сидъ,  сообщающихъ  т4ланъ  Б  ж  А  уско- 
рев1е  V,  равно  дроби  (17). 

&4    в^в 

Для  того,  чтобы  величина  Ф  д  однородной  силы,  приложенной  къ 
»4лу  В  и  сообщающей  ему  усЕорен!е  V^д,  равнялась  величин*  Ф^ 
однородной  силы,  лриложенЕой  къ  тклу  А  и  сообщающей  ему  уско- 


реЯ1е  V^^,  необходимо,  чтобы  величина  Ф^  была  во  стольк','  разъ 
бол'Ьь  величины  ^Л^,  во  сколько  разъ  Ф^  бол4е  ^В^\  для  этого 
усворешя   Г^  и  Гд  должны  удовлетворять  стЬдующему  равенству: 


-1± 


которое  можно  представить  такъ: 


(19) 


Сл'Ьдоватсльво:  двгь  силы,  одна  изъ  которыхь  однородно^ 
приложена  къ  -пыьлу  А,  а  дрг/юя  ка  шгьлу  В,  имгьютг  равныя 
величины,  если  отношенге  между  ускорен'шми,  сообщаемыми 
ими  тгьламъ  Л  и  В,  равняется  дроби  (17)^ 

Крок*  того  зам11тииъ,  что  дробь  (17),  Еоторую  ни  означииъ 

черезъ  !^(-ВЛ),  можетъ  бить  продг.тавлеаа:  1)  какъ  отш>шен10  между 

усЕоретями,   сообщаемыми  т'Ьтмъ  А  ъ  В  какими-либо  раввыии 

}  >ежду  собою  однородными  силами,  приложенными  къ  втимъ  Т'Ьламъ, 

■  2)  какъ  отношеЕ1е  между  величинами  одяороданхъ  силъ,  прило- 

|^жеЕныхъ  къ  т^ламъ  В  и  А  ъ  сообщающихъ  ияъ  равныя  ускорения. 


^{ВА) 


Мв' 


(20) 


§  6.  Величина  силы  одно родцо-пр пложен иой  къ  т1&лу, 
[  |авна  суни11  величипъ  одпородныхъ  гилъ,  приложеваьиъ 
КО  &е1Е1Яъ  частяяъ  т'кла. 

Пусть  ни'Ьомъ  н1)1;оторов  т'Ь.то  К. 

Положимъ,  что  для   сообщея1я  ему  ускоренна  Ь  надо  прило- 
^]йЛ|  къ  ному  однородную  силу,  яи'Ьющую  величину  О^. 


*)  Шрадокъ  (йлм-ЬщйН^н  Йуот.  В  а  А  йъ  символ!.  'АВА)  елйдупт!!!: 
гсвачал»  1Юс;таЕ1е|{ъ  знакъ  того  тЬла,  тсБорен1е  которага  ваходнтся  въ  зна- 
Г'КенатыЪ;  зд-Ьсь  это— гЬю  Ь,  усворсше  котораго:  ЬА^  ша   ^р. 
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Если  отд4лииъ  отъ  т^ла  некоторую  часть  а,  то,  для  сообщен!» 
вто]В  части  ускорев!^  той  же  велвчикы  Ь,  надо  будегь  однородв» 
Орнлохать  о  неб  силу,  ии'Ьющую  пеличнну  Сг^^,  невыпую  бг^. 

Разд^ливъ  т4ло  К  ва  части:  а,  Ь,с, /<  и  опред'Ьлим'ь 

величины  Сту,  6^,  (г^, (?;,  одвородныхъ  силъ,  сообщающихъ- 

втнмъ  частакъ  ускореше  той  хе  величины  Ь. 

Естественно  допустить,  что  когда  век  части  а,Ь,с, А  со- 
браны вмкст*,  образуя  т1^ло  К,  которое  подверяево  сил*  0^,  сооб- 
щающей ему  усЕорен1е  V,  то  тогда  еъ  части  а  однородно  прилохена 
по  тону  хе  направлен]ю  сила  (?„,  къ  части  Ь^тла.  Щ,  къ  частя 

с — сила  Сг,., къ  частя  Л— сила  6^;,  и  что  величина  силы  (?^^- 

равнлется  суми*  величинъ  силъ,  прилохенныхъ  къ  частаиъ  а^Ъ,с, ...  к. 

Какъ  ни  естественно  это  допущетс,  но  оно  но  вытекаетъ  изъ 
приведенныхъ  выше  началъ  и  опрвд'Ьлен1й;  а  потому  мы  долхны  по- 
ставить себ'к  на  видъ,  что,  д'Ёлая  его,  мы  вводвиъ  сл'Ьдующее  начало: 


IV    Основное  НАчио  В.    Вблвчнва.  одвородвоВ  силы,  сообЩАЮЩЕй  т«лг 

Н=,  =  ~--     .,■•.. г.  .. ',■       КАКОЕ-ЛИБО     УСЕМРЁНШ,     РАВНЯЕТСЯ     СТИИ     ВЕЛВ- 

)е-1  мвУья'-и<Г1^'*"'(^.™'''Ь    ОДНОРОДВНХЪ    СНЛЪ    того    ЖЕ    НАПРАВЛеВШ, 

СООВЩАЮЩНХЪ    то    ЖЕ    С110Е    1СК0РЕН1Е    ЧАСТЯМЪ 

ТФЛА,  вэятынг  въ  отдельности. 


На  основании  этого  начала: 


..+0. 


(21) 


гд*  (гд-,  (гд,  О^у  &,., в^^  суть  величины  однородныхъ  сидъ 

одного  и  того  хе  направлешл,  сообщающихъ  т'Ълу  К  и  частяиъ 

его:  в,  Ъ,  с, Л,  взятынъ  въ  отдельности,  ускорение  Ь. 

Изъ  этого  сл4дуетъ,  что: 
НКА)=у-(аЛ)Л-\^{ЬА)  +  НсЛ)^.  . .  .  +  КМ (ЗЗу 


I 


потому  что 


НКЛ)= 


Чж. 


Ка^)= 


КМ  =7 


'^ТИ^Ъ- 
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пФ  (?_4   ^^'^^^  в^^^ичина  одаородаоЯ  силы,   сообщающей  т'Ьлу  л1 
усвореше  ^. 

§  7   Масса  т1>.1а. 

Если  для  двухъ  каяихъ-лнбо  т4лъ  А  я  В  отношете  НВА) 
ие  равно  едииид'Ь,  то  это  означаетъ,  что  сиоообвость  этя1ъ  т'к|ъ 
къ  воеприняттю  дМств1я  одвородиыхъ  силъ  неодицаЕОВа;  раввыл 
силы  сообщаютъ  ймъ  не  равныя  ускорен!Я  и  для  сообщен1й  ишъ 
равныхъ  ускореи1Ё  должно  приложить  аъ  нииъ  неодииаковыл  силв. 

Съ  другой  сторонн  мы  знаенъ,  что  натерьяльное  т'Ъло,  на- 
ходящееся БЪ  цоступательномъ  движеши,  ииЬетъ,  по  свойству 
перП1и.  стремдете  сохранять  величину  и  направлен1е  своей  ско- 
рости абсолютнаго  движен1я;  такое  стрсилен1е  иы  будеиъ  иа^цвать 
инертностью  т'Ъла. 

Инертность  т^ла  есть  свойство  противоположное  способности 
его  восприиииать  Д'Ъйств1е  однородншъ  силъ:  ч^нъ  больше  ииерт- 
яость  т^ла,  Т'Ьиъ  меньше  вншеупоия путая  способность,  и  обратно. 

Следовательно,  инертность  двухъ  т^лъ  Ла  В  неодикавова,  если 
1^ВА)  не  равно  единиц*;  большею  инертностью  обладаетъ  то  изъ 
атжхъ  двухъ  тФлъ,  которое  получаетъ  мевьшее  ускорен1е  при  той 
хе  величнн'Ь  нриложенной  силы  и  которое  требуетъ  большей  сила 
для  сооб1цен!я  еиу  ускорения,  одкнаковаго  съ  другихъ  т'Ълоиъ. 

Поэтому,  отношете  иежду  величинами  инертностей  т4лъ  В  и  А 
додагаютъ  равныиъ  дроби  Н^А),  то  есть  равннмъ  отношенш  вели- 
чинъ  (тд  и  Сгд  однородныхъ  силъ,  сообщающихъ  равныя  ускорен1я 
этимъ  т^лаиъ,  или  отпошешю  величииъ  У^  и  У^  ускорений,  еооб- 
щаемыхъ  т'Ёлаиъ  А  и  В  одиородныни  силаии,  равными  иежду 
собою. 

Ч'Ьнъ  больше  инертность  тФла,  т4мъ  больше  въ  немъ  того,  что 
обладаетъ  свойетвонъ  яяерши,  то  есть  матер1и;  повгону,  по  вели- 
чин* инертности  т*ла  судятъ  о  количеств*  заключающейся  въ 
венъ  111атер1И,  полагая,  что  }^{ВА)  есть  отношен1е  количества  ма- 
тер!и  т*ла  В  къ  количеству  натер1и  т*ла  А. 

Количество  матер1в  т4ла  называется  массою  его. 


I  веиъ  И! 

1^^     тер!и  т 

^К       .  Ко^ 


[-г 


( 
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ОПРЕД-БЛЕНШ   С.    ОТНОШЕНШ   МАССЪ   ДВУХЪ   ТУВЛЪ   ОБРАТНО  ПРОПОРЦЮНАЛЬНО 

ОТВОШБНШ  УСК0РБН1д,  СООБЩАЕМЫХЪ  ЭТИИЪ  ТЪЛкЖЪ  ОДНО- 
РОДНЫМИ И  ПРЯМОПРОТИВОПОЛОЖНЫМИ  СИЛАМИ  ВЗАИМНО- 
ДЪЙСТВШ  МЕЖДУ  ними,  или  ВООБЩЕ  КАКИМИ  БЫ  ТО  НИ 
БЫЛО  РАВНЫМИ  МЕЖДУ  СОБОЮ  СИЛАМИ,  ОДНОРОДНО-ПРИЛО- 
ЖЕННЫМИ  КЪ   ЭТИМЪ   Т1МАМЪ. 

ВМФСТЪ  СЪ  Т%МЪ  ОТНОШЁШЕ  МАССЪ  ДВУХЪ  ТЪЛЪ  РАВНО 
ОТНОШЕНШ  ВЕЛИЧИНЪ  ОДНОРОДНЫКЪ  СИЛЪ,  СООБЩАЮЩИХЪ 
РАВНЫЯ   УСКОРЕШЯ   ЭТИМЪ   ТЪЛАМЪ. 

^=кад=^=^,..... (23) 

гдЪ  т^  и  т^^  огначаютъ  массы  т1(лъ  В  и  А. 

Означимъ  черезъ  т^,  т^,  т^,  ш^,.....  т^  массы  т'Ьла  ^К' и 

частей  его:  а^Ъ^с, к]  на  основаши  посл*дняго  опред*Лешя, 

равенство  (22)  можетъ  быть  представлено  подъ  ел'Ьдующимъ  видомъ: 

т^^т^      !!!?4-— 4-  4-— 

И  отсюда  сл*дуетъ:  , 


ТО  есть:  масса  шгьш  равна  суммгь  массъ  всгьхь  частей  его;  это 
\  даетъ  иамг  право  говорить^  что  масса  тгьла^  понятге  о  ко- 
торой составляется^  на  основати  опредгьленгя  с,  по  величингь 
инертности  тгьла^  есть  количество  мат^рги^  заключающейся 
въ  ттьлть. 

ПослЪ  сказаннаго  въ  послФднихъ  параграфахъ,  численное 
отношеше  между  величинами  Р^^  и  ^?'^  однородныхъ  силъ,  при- 
ложенныхъ  Бъ  тЪламъ  В  к  Л  и  сообщающихъ  имъ  усБорен1я  V^^ 
и  г;^^,  выразится  такъ: 


^^а~^а^'а' 


(25) 


то  есть:  численное  отлюшенге  между  величинами  двухъ  одно- 
родныхъ   силъ,  одна  изъ  которыхъ  приложена  кь  тп^лу  Д  а 


[  ^рушя  кв  тплу  А,  чюлучаешся  чрезъ  умножеше  численнаю 
\  отмошекгя  между  величинами  ускорений,  сообщаемыхъ  этими 
}  силами,  на  численное  отношеше  массъ  тляъ. 

§  8.  Единица  массы.  Единица  всличопы  силы. 

Изъ  ф(.'рмулы  (25)  видно,  что  для  изм'Ьретя  велвчпнъ  силъ 
надо  изм'Ёрать  ;с1сорев!я  и  иассы. 

Изгйреше  кассы  Еа^ого  либо  т'Ьла  и)|4етъ  п,4лью  определить, 
^  въ  какомъ  численаомъ  отношен1и  находится  масса  т4ла  къ  сдв- 
||лвай  жассн. 

Въ  научеыхъ  изсл4дован1яхъ  чаще  всего  употребляются  фрав- 

дузскк  единици  яассн:  &илогра«иъ,  гриинъ,  яиллнграниъ.  Кило- 

*ра1нъ    есть  иасса,  равная  яасс^;  алатвноваго  цилиндра,  хравя- 

щагосл  ]ьЪ  государственпоиъ  арки&'!Ё  Фравцтп  и  изв^стнаго  подъ 

Евтненъ:  1е  кПо§1-аште  рго^оире  еп  р1а1;!11е  дез  АгсЫуез;  при 

Рвзготовлен1а  его  имЬлось  вг  виду  сделать  массу  его  равною  массф 

Еуйнческаго    деаиметра    чистой    воды,    имеющей    температуру  4^ 

О^ельш  и  находящейся  подъ  нормальннмъ  *)  атмосфернымъ  давле- 

шеиъ;  но,   по  наблюден1Я11Ъ   Кунфера  и  изсл'Ьдован1ямъ  \У.  Н. 

№М111ег'а,  паса  Еубичесааго  дециметра  воды  при  вышесказаяпыхъ 

ргемдератур'Ь  и  давлен1а  равна  1000013  миллиграимовг,  то  есть 

Гва  \Ь  ииллигранховъ  болФе  пассы  килограмма. 

Руссюй  фувгъ  есть  масса  25,018ЙЗ  кубическяхъ  дюйиовъводн, 
имеющей  температуру  13,5**  Реомюра;  русекШ  фувтъ  =  ■4-09-,И>^  V*^'^ 
граммовъ  и  килогракмъ  =  3^114-2022  фунта.    -:,''^.  ;.--^ -'- 

ДНГЛ1ЙСК1Й  иеVг  **)  81апйаг|1  роипД,  заключающей  7000  гра- 
■,Й0ВЪ  =  453,&92ба  граияовъ  и  Енлограимъ=:2, 2046212  п.  51. 
РрОипЛ  =  15432,34874  грааовъ. 

Изм4рен]е  массъ  делается  при  помощи  приборовъ,  назначеше 
[  Йо'горнхъ  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  убедиться  въ  1)авопств'Ь  массъ 


*}  Поа1.  вормаяьвыиъ  атмос^'ернымъ  давлен(еиъ  подразуи^ваетсл  зд^сь 
дав1ев1е,  ироязводимоь'  атмосферою  на  широтЬ  Парика  и  на  уровв*  моря. 
шпа,  6а1юметр1.  сто[1тъ  на  760  миллииетрахъ  ртутиаго  столба,  приведениаго 
Р*!^  0^  Дельзш. 

"•)  Съ  1855  Г01а. 


двухъ  тЬлъ  по  равенству  величинъ  силъ  тялести,  приложеннахт. 
Бъ  этииъ  т'бланъ;  употреб8те1ьн'Ьйш1Й  в  точвМшШ  орвборъ  этого 
рода— рычажные  раваоцлечаые  в4сн. 

СлФдуетъ  заи*тить,  что  теор1я  вс^хъ  такяхъ  приборовъ  осно- 
вывается, нежд;  прочииъ,  на  начале  равенства  я  противопо-юж- 
ности   силъ  взаиинод'Ъйств1я   между  нал'Ьбшвми  частицами  тЪлъ. 

Крон'Ь  В'Ьсовъ  надо  им'бть  еще  и  разновЪсь,  изъ  гир1>  кото- 
раго  можно  составить  кассу  БакоЗ  угодно  величины,  заключаю- 
щейся въ  пред-Ьлахъ  прочности  и  чувствительности  вфсовъ. 

Самое  изм'Ьреа1е  данной  массы  заключается  въ  опред'Ьлеюи 
суммы  нассъ  гарь,  уравнов'Ьшввающихъ  эту  массу  на  в'Ъсахъ. 

ТаЕниъ  образомъ  мы  опред^ляеиъ  чистенное  отношен!е  между 
данною  массою  т  и  единицею  массы;  поэтому  т  выражается  ииено- 
ваннымъ  число мъ,  напри  и* ръ: 

масса  кубическ.  сантиметра  ртути,  им'Ьющей  температуру  О**  по 
Цельз1ю  = 

13,59б18.(граи».)=0,01359б18  (килогр.); 

масса  земли=6,14Л0".  (грамм. )=6, 14. 10".  (килогр.) 

За  единицу  величинъ  силъ  принимается  величина  силы,  од- 
нородно-приложенной кг  т>ъАу,  масса  котораю  равна  единицгь 
массы,  и  сообщающей  ему  у скореше,  равное  единицгь  у скоретй. 

Положивъ  въ  рлвевств*  (25):  т_^  =  (ед.  масс),  б^  =  (ед. 
усЕор.),  мы  получимъ: 

^В       _        ***Д                  '"'В  (26) 

(ед.  силы)      (ед,  ма<:сы)  (ед.  ускорен.) ' ' 

ТО  есть:  отвлеченное  число,  показывающее,  во  сколько  разъ  вели- 
чина силы,  однородно-приложенной  къ  г4лу  Б  и  сообщающей  ему 
ускореше  Ь^,  болйе  единицы  силы,  равняется  ироизведенш  двухъ 
другяхъ  отвлечевныхъ  чиселъ,  одно  изъ  которнхъ  внражаетъ  отно- 
шеше  между  массою  тФла  н  единицею  массы,  а  другое  есть  отно- 
шеше  ускоретя  Ь^  къ  единиц*  ускорешя. 

Если  же  мы  првиеиъ,  что  единица  силы  равна  произведешю 
изъ  единицы  массы  на  единицу  усБорен1я: 


I 


{ед.  силы)={ед.  ■ассы).(ед.  ускорен.), (27) 

то  тогда,  вместо  равенства  (26),буде11Ъ  ви-Ьть  следующее  равенство: 

Рв  =  шв^в (28) 

которое  ии'Ьетъ  тогь  же  саяыЁ  смыслъ,  что  и  равенство  (26), 
но  вырахаетъ  велвчину  сизы  ииеновавныиъ  числонъ  въ  величине 
едииицы  силы. 

Единица  силы,  или,  в^рн'Ье,  единица  величииъ  силъ,  есть  еди- 
ница слохвая,  величина  ЕОТороВ  опред'Ьллетса  величинами  единицъ 
длина,  вреиеви  и  иассы;  синволъ  ей  величины — сл'Ьдующ^б: 


(ед.  силы)^^''^-';^'^""'^"^-^"""^ 
\^Л'   •■"-■и/  ^дд_  времени)" 


лт 


Ш  иредлохен!ю  образовавшейся  при  Британскояъ  Обществе 
поощрена  ваукъ  особой  кониисс^и  для  выбора  и  наиненовад^я  еди- 
вицъ  величинъ,  встр'Ьчающихсл  въ  хагекатическоб  физике  *), 
привита  састеиа  слохныхъ  едииицъ,  основанная  на  сл^дующихъ 
цростыхъ  единицакъ:     •-■        ■    -г-^' 

величина  единица  длины:  сантииетръ, 
величина  единицы  времени:  секунда  средняго  врежени, 
величина  единицы  массы:  гранмъ. 
Единицу  силы,  основанвую  на  этихг  единицахъ  длины,  вре~ 
Н6ЯИ  и  иассы,  предложено  называть:  йупашу  (отъ  гречесиаго  слова: 
Ибуа}!.!^),  или,  сокращенно:  Луае;  иы  будемъ  называть  ее  диною. 
Дина  есть  величина  силы,  которая,  будучи  однородно  ярило- 
жева   ЕЪ   покоющемуса    грамму,   заставлиетъ    каждую    точку  его 
ироЯти  0,5  сантиметра  въ  первую  секунду,    .^.л^,^^~,-  _-// 


Дина: 


_  (граиип.) .  (сантиметр!.) 
(секунда)'; 


(30) 


*)  ОотШее  Гог  1Ье  8е1ес11ои  апй  Nотепс1а^иге  о1'  Вупашса!  апй  Е1ес1г1- 
I   са1  ШНб;  эта  1Ю11ит;с!я  образовалась  въ  1674  году  нзъ  сл^дующихъ  лицъ; 
I  V.  ТЬот?оп,  РгоГеза.  Гоя^ег,  Л.  С.  МахиеП,  6.  ^.  31опеу,  Пеегашв  ЛепКп, 
Вг.  81етепз,  Мг,  Р.  Вгаш'^еИ,  РгоСевз,  ЕуегеИ. 


1-&'9' 
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Въ  житейской  практик'Ь  выражаютъ  величины  сияъ  9Ъ  кнло- 
грамиахЪ;  пудакъ,  фунтахъ  и  проч.,  причемъ  подъ  дтими  иие- 
наии  понимаютъ  вЪса  этихъ  иассъ;  конечно,  выражаясь  такимъ 
образомъ,  не  даютъ  точнаго  понят1я  о  величин*  силъ,  тавъ  какъ 
в^съ  одной  и  той  же  массы  различенъ  въ  разныхъ  м'Ьстахъ  земли; 
тавъ,  в'Ьсъ  одного  килограмма  подъ  широтою  X  и  на  высот'6  к 
сантиметровъ  надъ  уровнемъ  океана  равенъ: 

^  1000.(граммъ.).5'*)= 

(   =(980,6056—2,5028  со8  2Х  —  0,000003/^) .  1000  .  (динам.) 

Дина  есть  сила  довольно  малой  величины  (такъ  что,  напр.,  в'Ьсъ 
одного  килограмма  на  экватор'Ь  равняется  980605  динамъ  слишкомъ)^ 
по9том^  К0МИСС1Я  предложила  употребленге  придаточныхъ  словъ: 

1сг^\^9^1гп^^^''-^  ^^^^       Ьес1:о         кПо  те§а 

для  обозначешя:  10         100         1000         1000000  единицъ; 

цаприм'Ьръ,  килодина  и  мегадина  суть  тысяча  и  миллшнъ   динъ; 
в-Ёсъ  килограмма  на  экватор'Ь  почти  равенъ  одной  мегадин*. 
Для  выражев1я  долей  единицы: 

.0,1  0,01  0,001  0,000001 

предложены  териинн: 

йес1  сеии  щЦЦ  шюго. 

В*съ  русскаго  фунта  въ  С-Иетербург*  (гд4  ^'=981, 85): 

4,02  .  10*  (дин.). 
В4съ  англ1йскаго  новаго  фунта  (полагая  5'=^81г^^)- 

4,45.  10*  (дин.). 

:   §  9.  Средняя  плотность  т^ла.  Плотность  вещества  въ 
какой-либо  точк1^  т1^ла. 

Величина  отношен1я  между  массою  тЪла  и  величиною  его  объема 
называется  среднею  плотностью  тгьла. 


*)  Величина  д  приведена  на  отр.  236  кинематяч.  частя,  въ  выноске. 
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Величина   едивацц    плотиоитц  ввражаетга  сл'Ьд^пщаяъ  С2В- 

волоиъ: 

/  ,       (ед.  насси! 

(еданица  плотности)  = '-  дшны)^' 

Средняя  плотность  т'Ьла  равна  еднвнц^  плотности,  если  яасса 
его  во  столько  рааъ  бол'Ьв  единицы  массы,  во  сколько  разъ  объеяъ 
его  бол'Ьв  единицы  объема. 

Если  псякан,  даже  саяая  нельчайшая,  часть  х4ла  им'Ьетъ  ту 
хе  самую  среднюю  плотность,  какъ  и  ц*лов  гЬло,  то  такое  тФло 
н&зывается  пньммъ  однородной  плотности;  ЕбЛичину  средней 
плотности  такого  т*ла  назнваютъ  плотностью  его. 

Плотность  воды  при  4"С-'=1,000013^-^;^„- 

Когда  плотность  а  однородяаго  вещества  известна,  то  масса 
объема   V  этого  вещества  определится  чрезъ  умнижен1е   V  на  о. 

Для  вещества  неоднородной  плотпости,  средняя  плотность  части 
т^да  будетъ  ин'Ьть  различную  величину,  смотря  по  величин'^  взя- 
той части. 

Положииъ,  что  мы  береиъ  все  бол-Ье  и  бол^е  умевьшающ1яся 
части  т^ла,  заключающая  въ  себе  одну  и  ту  же  точку  его:  т; 
пусть  Ли*  есть  масса,  \0 — объеиъ  Н'Ькоторой  такой  части. 

По  я-Ьр*  уменьшеп!Я  1т,  средняя  плотность: 


'МЛ 


приближается  къ  в'Ькотороиу  пределу,  который  называется  плот- 
ностью вещества  въ  точмь  т. 

Следовательно,  плотность  матсрш  въ  точкгь  ш  тпла  есть 
ередняд  плотность  безконечно  малаго  обгеля  с/0,  заключающаго 
точку  т  внутри  себя  или  на  своей  поверхности: 

а=^, (31) 

гд*  с/т  есть  масса  объема  йО,  а  э  плотность  яатер1я  въ  точк11  т. 
Для    т^ла    неоднородной    плотности    о   есть   |[>ункц1Я    иоординатъ 
,  точки  ш. 


Масса  всего  т4ла  выразится  интегралоиъ: 


М 


-III-' 


Л 


взятымъ  ио  всеиу  г.'бъев1у  Т'Ьда. 

§  10.  Количество  движения  т11ла.  двнжущагося  посту' 

оательво. 

Прой311едеа1е  азъ  скорости  гЁла,  движущагося  постуаательно^ 
на  его  массу,  называется  количествомъ  движешя  (^иа11^^^а8  тоЬив. 
^иап^^^ё  йе  тоиуетеп!.  Ветее§ип§з§г588е.  ТЬе  тошец1ит)  этого 
тФла;  оно  иам'&рлется  сл'Ёдующею  единицею: 

,  ,      \ед.  массы)  {ед-  длины) 

(единица  иолич.  Двид.)=        „.^^  ,,„„,„„, — -■ 

Подобно  однородной  сил*,  кол1гчество  движен1я  иожетъ  быть 
изображено  длиною,  отложенною  огь  какой-либо  точки  т4ла  во 
направлен!»  скорости;  эта  ддана  должна  быть  во  столько  разъ 
болЬе  единицы  длины,  во  сколько  разъ  количество  движен1я 
т4ла  бол*е  единицы  колнчествъ  движения. 

Подъ  измтънетемъ  количества  ёвиженгя  т'Ьла  въ  течен1е 
промежутка  времени  огь  момента  I  до  другого  моиента  ^1  ны  бу- 
демъ  подразумевать  геометрическую  разность  между  количествами 
движен1я  т1\  и  тг^  т^ла  въ  аоиентн  ^1  и  ^,  то  есть  такое  ко- 
личество движен1я,  которое  нужно  геоиетрически  сложить  съ  тг? 

для    того,    чтобы    получить    ЯК'!. 

Тогда  форкул-Ь  (28)  можно  дать  следующее  толковав!е: 
Величина  силы,   однородно-нриложенной  къ  т4лу,  движуще- 
муся поступательно,  изм'Ьряется  отношеа]емъ  азм^пек^я  количества 
движен1Я  т*ла  въ  течен1е  безконечно-малаго  промежутка  времени 
къ  величвн'Ь  самаго  промежутка. 

§  И.  Основные  проиципы  въ  томъ  ьщ%,  въ  к<акомъ 
онн  приведены  Пыотонояъ. 

Честь  открытии  начала  ннирцьп  п  начала  п ара! лелло грамма  снлъ  въ 
прнм'^Ёнеш»   Еъ  движевй),  про  извод  и  ион  у  снлаии,  лрадисываюп)  Галилею 
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I  (1564—1642).  Еогоры!!  вмскнзалъ  ;чтц  пачала  и  11рн111и1иъ  игь  еь  объпсне- 
1  движен1и  брошенаыхъ  тяжелыхъ  ткйъ'вь  сиоемъ  сочиненш:  ^^8еог5^ 
г  е  |11тоа1гтоп1  та1е[П1ь11сЬе  1а1йГ110  &  |1ае  пиоуе  ххеаъе,  иаданыонъ  впер- 
вне  въ  ЛеЙаен'Ё  въ  1638  году. 

Повидямому,  можетъ  11окават1,1:я  страннынъ,  что  начало  ияерш'и  '^ыло 
I  отврыто  сравнительно  недавно,  между  тЬмъ,  какъ  дошедшая  до  наст,  сочя- 
1  нен1я  Архимеда*),  отвосявд1яся  къ  учеиЬо  о  равновЬс1и  силъ,  свидетель- 
I  ств^втъ  о  высокомъ  состояши  статики  еще  у  древнихт,;  такая  отсталость 
Ъ;чея!н  о  движушемъ  дМстеш  силъ  объисняетоя  долгнмъ  иреобладашеиъ 
'  философ!!!  Арвстотелл,  по  учеВ1ю  котораго  саное  совершенное  л  начальное 
ДВ11Хсв1е  ест),  круговое. 

иэложен1е  осноеяыхъ  началъ  иеханяки  въ  томъ  вид+.,  ю.  какомъ  они 

Лвяются  1г  до  сихъ  поръ,  б»ло  сделано  Исаакомь  Ньютиномт.  (1Й42 — 
Е173Т}  яь  его  кинг-Ё:  РЬЦо^орЬЫе  паСигаЦ^  рг1пс1р1а  та1Ьета);1са,  изданно)! 
Ввъ  первмИ  раз'ь  въ  1687  году,  то  есть  49  д*тъ  спустя  поел*  иерваго  пада- 
[  1)15С0г»1.  Ньютонъ  высказываеть  осиоввыя  начала  въ  вид^  трсхъ  „эако- 
1'В0ВЪ  движен)»"  (Ах1ота1а,  31Уе  Ье^Сб  Мо(а8),  но  предпосылаетъ  ииъ  Н'Ь- 
I сколько  опред'Ълен!!!  (Ое1]пШопеа)  и  крои'Ё  того  прнсоедвнистъ  къ  нииъ 
Кдр1П1^&чав!а  (СогоНапа).  Мы  яриведенъ  йд'ёсь  эти  ^законы  движев1я''  п  Н'Ё- 
горыя  изъ  опред'Ьлен!^  въ  тоиъ  вид-Ь,  какъ  онв  нои'Ьщеии  въ  Р1шс1р1а, 
1.В0  въ  иномъ  порядк*. 

Въ  первомъ  0[|ред4лен1и  Ньютоаъ  даетъ  110нят1е  о  водичеств*  натер1и 
.къ  о  произведен1н  плотности  тЬла  на  его  о&ьемъ;  второе  опред*- 
|дев1е  следующее: 

ВейшНо  П.  ^иап^^^аз  то111з  ев1  теавига  е^и6I^вIп  огГа  ех  уе1ос11:а1е 
^еС  чпап111а[е  та1епае  С01цш1с1ш1. 

(Количество  лввжеи1я  паи'Ьряется  г-овокупно  скоростью  и  количеством!. 
I  натер»)). 

Начало  ияерЕПп  выражается  первниъ  из'ь  „закоиовъ  дввжвии*  сов- 
^Я^стио  съ  оиред*лсн1еиъ  Ш-мъ. 

Ьех.  I.   Согрпй   отпе   регееуегаге  т  51а[и  зио  чшенсвпЙ!  «е!  тоуешИ 


I  Архняедт.  жилъ  въ  Ш  В'Ьк*  до  Р.  X,  (родился  в-Ьронтио  около  287  г., 
I  умеръ  въ  212  г.  до  Р.  Х.1:  нзъ  сочинен!»  его  до  насъ  дошли  сл^ду^щк: 

1)  Объ  опредЬлен1п  цевтровъ  инерпди  т'Ьлъ  разнаго  впда:  'Е^с17сЁв^иV  {«вор- 

2)  Теор1я  рычага:  Ле  Ае^и^роп(1е^аи^^Ьи8. 

3)  Гиростати1:а:  (1е  ш  ^аае  уеЬапШг  ш  а^иа,  возстановдеаное  Соштеп- 
КДш'ОНЪ  въ  1565  I. 


Т-Ц- 
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Л  г  г{  .1  г 
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ишЬгт11;ег  111  (11гес1ат,  пгз!  ^аа^епи8  Ши(1  а  ушЪаз  1трге8б1$  со^1аг  8<;а* 
(;ат  зашп  ши^аге. 

(Каждое  ткю  пребываетъ  въ  своемъ  состоянш  покоя  или  равнон^р- 
'         наго  прямолинейиаго  движенхя,  если  дМствующ1я  на  него  силы  не  при- 
нуждаютъ  его  изм']^ип1Ь  такое  состояше). 

Въ  опред-Ьленш  Ш-мъ  говорится,  что  т-Ьло,  предоставленное  себ*,  им-Ьеть 
стремлвн1е  къ  сохраненхю  своего  состоян1я  покоя  иди  равном'1Ьрнаго  прямо- 
линейиаго движен1я  всл^дств1е  свойства  присущаго  матер1и  и  называемаго: 
1пегиа  та!;епае. 

Сил*  дается  следующее  опред'Ьленхе: 

Бейшио  IV.  У1з  хтргезза  ез!  ас110  1п  согриз  ехегс11а,  а(1  тиип(1ит 
езиз  зШит  уе1  дшезсепй!  уе1  тоуепсИ  иш&гт11вг  т  Шгес^шп. 

(Приложенная  сила  есть  производимое  на  ткю  принужден1е  къ  пз- 
м^нешю  его  состоян1я  покоя  или  равном'^Ьрнаго  прямолинейиаго  дви- 
жен1я^* 

Второй  яЗаконъ  движенхя"  говорить  о  величин*  д-Ьйствхя,  производи- 
маго  сплою,  причемъ  предполагается,  что  представлешя  о  величин*  силы 
и  о  направленхп  ея  понятны  сами  по  себ*;  „законъ"  этотъ  выраженъ  въ 
очень  сжатой  форм*: 

Ьех.  II.  Мии1;1опет  то1;и8  ргорогиопа1ет  еззе  у1  то1пс1  хгаргеззае,  е1; 
йег!  зесипйшп  1шеат  гес1ат  дна  У13  Ша  1трпт11иг. 

(Изм*нен1е  движешя  пропорцюнально  приложенной  движущей  сил*  и 
происходить  по  той  прямой  ЛИН1И,  по  которой  д*йствуетъ  сила). 

Эту  фразу  сл*дуеть  понимать  такь: 

Изм*нен1е  количества  движешя  (см.  §  10)  пропорцюнально  величин* 
приложенной  движущей  силы  и  направлено  вдоль  по  ней. 

Начало  параллеллограмма  силь  высказано  въ  сл*дующемъ  прим*- 
чаши: 

Сого11аг1ит  I.  Согриз  ухгхЪиз  соп^ш1С^^8  (11адопа1ет  рага11е1о8Г9.тт1  ео(1ет 
1етроге  дезсгхЪеге,  ^ио  1а^ега  зерага^хз. 

(При  совокупномъ  д*йств1и  двухь  силъ  т*ло  описываетъ  д1агоиаль  па- 
раллеллограмма въ  течеше  того  же  времени,  какъ  и  стороны  параллелло- 
грамма при  д*йств1и  силь  порознь). 

Трет1й  „законь" — сл*дующ1й: 
.»?«.<   V\^  •      Ьех.  III.   АсМош  соп1гапат  зетрег  е!;  аедиа1ет  еззе  геас^юпет:  зхуе 
».•<-'    согрогит  йиогит  асИопез  1п  зе  тиШо  зетрег  еззе  аедиа1ез  е!  1п  раг1;ез 
соп^гапаз  (11п§1. 

(Всякому  д*йств1ю  соотв*тствуетъ  противод*йств1е,  равное  и  противо- 
положное; то  есть  д*йств1я  двухъ  т*лъ  одно  на  другое  всегда  равны  и  на- 
правлены противоположно). 


» 
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§  12.  Говоря  о  яатерьяльвомъ  т*л4,  додверяенаомъ  Д'ЬВств!» 
"днородно-иралояевныхъ  къ  нему  силъ  в  находящейся,  либо  въ 
абмлютномъ  поступательноаъ  движен1и,  либо  въ  абсо.1готвомг  ппко"!!, 
хы  не  ии'Ёли  надобности  упоминать  ни  о  форн^  т1за,  ни  объ  его 
рази^рахъ,  ни  о  плотности  вещества  его;  въ  разсуждеа1яхъ,  яри- 
ведсвныхъ  въ  §§  1 — 9,  говорилось  только  о  движеши  и  уско- 
р«ши  которой-либо  взъ  точекъ  т'Ьла  и  объ  рго  масс'Ь. 

Раснред-блен^е  массы  вокругъ  той  точки  поступательно-движу- 
щагося  Т'Ьла,  на  движвН1е  которой  вы  обращаемъ  вниман1е,  можетъ 
бать  какое  угодно;  мы  иожомъ  даже  вообразить  себ4,  что  вся 
касса  гЬла  сосредоточена  въ  этой  точк*. 

Масса,  еоеродоточенвая  въ  одной  геометрической  точк*,  есть 
воображаемнй  нредхетъ,  известный  ппдъ  именемъ  матерьяльной 
точки  и  им4ющ1Й  существенное  знач(!Н1е  въ  аналитической  жеха- 
ннв4,  какъ  будетъ  объяснено  въ  кояц*  следующей  главы. 


I 


ГЛАВА  II. 
рОсновкыя  начала  механики  свободныхъматерьяльныхъ  точекъ. 
§  13.  1Натсрья.1ьпая  тояка. 

Матерьяльнан  точка  есть  масса,  котщ^ю  мы  воображаемъ 
еебп  сосреОоточенною  еъ  одной  /еометрической  подвижной  точтъ. 

Матерьлльная  точка  вполн'Ь  свободна,  если  она  можетъ  ин'Ьть 
какую  угодно  скорость  по  как^.'му  угодно  направлен1го  и  притоиъ 
скорость  ея  не  зависятъ  отъ  скоростей  какихъ-либо  другнхъ  ма- 
терьадьныкъ  точекъ. 

§  и.  Освовиыл  иача.1а  въ  прии'Бненш  къ  евободяой 
матерьяльной  точкЬ. 

Основнид  начала,  изложениыя  въ  предыдущей  глав^,  нринЪ- 
яяются  къ  матерьяльной  точк'Ь  въ  сл'Ьдующемъ  вид*: 


!Г-\»-|. 
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Основное  начало  1-е.  Всякая  матерьяльная  точка,  по  свойству  инбр- 

ЩИ  КАТЕРга,  СТРЕМИТСЯ  СОХРАНИТЬ  ТУ  АБСОЛЮТНУЮ 

(Начало  инерщи  ма-  скорость,  которую  она  имъетъ. 

терьяльной  точки)  Пока  на  нее  не  д-вйствуютъ  никакш  силы, 

ОНА  действительно  сохраняетъ  свою  абсолют- 
ную скорость;  если  последняя  равна  нулю,  то 
точка   остаЕтся  въ  АБСолютномъ   покое;   если 

эта  скорость  не  РАВНа  НУЛЮ,  то  ТОЧКА  СОВЕР- 
ШАЕТЪ  АБСОЛЮТНОЕ  ДВИЖЕН1Е  ПО  ПРЯНОЙ  ЛИНШ 
РАВНОМЕРНО. 

Каждой  щл%  д'Ьйствующей  на  матерьяльную  точку,  мы  при- 
писываемъ: 

а)  мгьсто  приложенгя,  которое  есть  сама  иатерьяльная  точка^ 

б)  Н!аправленге, 

в)  величину^  изм'Ьряемую  въ  единицахъ  силы  (см.  §  8,  (29)); 
представлеше  о  силЪ  приложенной  къ  матерьяльной  точк'Ь  соста- 
вляется ИЗЪ   совокупности   ЭТИХЪ   ТреХЪ   П0НЯТ1Й. 

Основное   начало  2-е.   Ускорбнш,   сообщаемое   свободной   матерьяль- 

.)    е   -  .     .  3  (   л  ной      точке      СИЛОЮ,      ПРИЛОЖЕННОЮ      КЪ     НЕЙ, 

ИМЕёТЪ  НАПРАВЛЕН1Е  ЭТОЙ  СИЛЫ  И  РАВНО  ВЕЛИ- 
ЧИНЕ СИЛЫ,  ДЕЛЕННОЙ  НА  МАССУ  МАТЕРЬЯЛЬНОЙ 
ТОЧКИ. 

Основное  начало  3-е.   Ускорбнш,    сообщаемое   свободной  матерьяль- 
ной  ТОЧКЕ  несколькими  одновременно  прило- 
(Начало  параллелло-  женными  къ  ней  силами,  есть  геометрическая 

грамма  силъ)  сумма,   составленная  изъ   техъ  самыхъ  уско- 

РЕН1Й,  который  сооБщаютъ  эти  силы,  прило- 
женный къ   МАТЕРЬЯЛЬНОЙ  ТОЧКЕ  ПОРОЗНЬ. 

Эти  три  начала  необходимы  и  достаточны  для  того,  чтобы, 
основываясь  на  нихъ,  изложить  механику  свободныхъ  матерьяльныхъ 
точевъ;  первое  начало  опред'Ьлябтъ  свойство,  которое  мы  припи- 
сываемъ  матерьяльной  точк'Ь;  два  посл'Ьдн1я  начала  опред^Ьляютъ 
д'Ьйствхе,  производимое  на  матерьяльную  точку  силами,  приложен- 
ными къ  ней. 


^Л       §  15.  ЦЪль  введен1я  понят1я  о  натерьяльной  точеЪ 
^■«ъ  кехавнку. 

^Н        Въ  кощЬ  предыдущей  главн  было  высказано,  что,  разсиатриваж 

^"  двйжен1е  матерьяльяой  тички,  мы  сютримъ  на  нее,  какъ  ка  предста- 
вительатгу  поступательна  го  двнжешя  н'Ькотораго  т4яа,  масса  ното- 
раго,  равная  яассЪ  иатерьяльвой  точка,  распределена  всакимъ  бы  то 
нн  было  об{)азо|(ъ  вокругъ  той  точки,  движен1е  которой  хы  разсиат> 
рЕваеяъ;  приэтикъ  силы,  которып  иы  предцолагаемъ  прнлоасенныяи 
въ  катерьяльной  точк*,  долввы  быть  вря.10жеан  къ  т'Ьлу  лдяородпо. 
Понятно,  что  только  для  этого  не  стоило  бы  вводить  въ  меха- 

|шгку  нонят1е  о  иатерьяльной  точк'ё,  ослн  бы  иб  их'блось  въ  виду 
дать  ей  болЪе  обширной  и  существенной  роли. 
Наиболее   важныл  пл4дств1Я  проиотекаютъ  изъ  того  обстоя- 
тельства,   что   мтерьяльная   точка,    подобно    геокетрнческой,    не 
•ВиЪетъ  разя'Ьровъ. 
Поэтому,   говоря  о  иатерьяльаой  точк*,  мы  изб'Вгаеяъ  необ- 
ходимости входить  въ  каш-лнбо  разсужде8!Я  01'Носите.тьао  вра- 
адательнаго  движения  массы,  сосредоточенной  въ  точк*;  мы  дагве 
яе   яолемъ   говорить   о    вращательноиъ  движен1и  точки,  то  есть 
?того,  что  не  ав'Ьетъ  рази^ронъ. 
По  той  же  причин'Ъ  терминъ:    <однородно-нралохенная  сила* 
теряетъ  заачен1е,  если  р4чь  идетъ  о  сил*,  приложенной  къ  ма- 

»терьялы1ой  точа*. 
ЯазначеЯ1е  матерьяльной  точка  въ  механик*  состоитъ  въ  тояъ, 
чтобы  зая4нять  собою  так1я  т'Ьла  или  части  т^ла,  размерами  кото- 
рнхъ  иы  пренебрегаеиъ  сравните.1ьно  съ  длинами,  разснатрнвае- 
мнии  въ  вопрос*. 
^^  Тавъ,    аанраи'Ьръ,    въ   т*хъ    вопросахъ,    въ  которыхъ  т*ла 

^^И  разсматриваются  какъ  собран1я  частицъ  и  въ  которыхъ  н*гь 
^н  яадобвоста  принимать  въ  разсчетъ  форму  и  размеры  частнг^ъ, 
■  каждую  частицу  иы  воображаемъ  себ*  зан^ненвою  иатерьлльною 
точкою,  масса  которой  равна  иассЬ  частицы. 

Точао  также,  въ  т*хъ  вопросахъ  небесной  механики,  въ  ко- 
торыхъ н^тъ  надобности  принимать  въ  разсчетъ  ы^а.щ.адйлчжа.-ь.'ъ 


ЛВйХйн!9  ГгВ'Ётилъ  В1'Кртгъ  ихъ  осей  и  яожно  пренебречь  раэмф-^ 
рани  т'Ьлъ  по  отношен!»  ко  взаяиаымъ  раястоян1лиъ  между  нвие, 
каждое  гв^тило  затеняется  матерьяльною  точкою,  масса  которой 
равна  масс*  светила. 

Мы  увидамъ  дал4е,  что  даже  тогда,  когда  матерьяльння  гЬла 
привинаютсл  рплошными,  намъ  приходится,  длл  р4шетя  какихъ- 
ибо  кинетичеокихъ  вопрооовъ  относительно  этихъ  т4лъ,  или  заменять 
каждое  т4ло  некоторою  системою  матерьялъннхъ  точекъ,  или  осно- 
вываться въ  нашихъ  разеужден1яхъ  на  результатахъ,  полученныхъ 
изъ  яеханика  системы  матерьяльныхъ  точекъ. 

По  этимъ  причинамъ  мы  прежде  всего  должны  изложить  меха- 
нику матерьяльныхъ  точекъ  и  системъ  матерьяльныхъ  точекъ, 
н  соетавляетъ  содержан1е  этой  книги. 


ГЛАВА  III. 

Механика  свободной  матерьялькой  точки, 

§  16.  ГавнодШ'твующая  нЪскольквхъ  силъ.  одновре- 
иенно-11])и.1лже1111ы\ъ  бъ  матерьлльнои  точе11.  Снлы,  вза- 
имно уравновЬшяваюиияся 

Механика  свободной  матерьяльной  точки  основывается  яа  трехъ 
ооновныхъ  началахъ,  внраженныхъ  въ  §  14-11^  предыдущей  главы. 

Все,  сказанное  въ  §  3  первой  главы  относительно  однород- 
ныхъ  силъ,  одновременно-приложенннхъ  къ  одному  и  тому  же 
иатерьяльному  т^лу,  применяется  къ  силаиъ,  одновременно-прило- 
хеннымъ  къ  одной  матерьяльной  точк^. 

Равнодгьйствующею  н'Ьсколькихъ  силъ,  одновременно-прило- 
хевнвхъ  къ  матерьяльной  точк*,  называется  такая  сила,  которая 
одна  сообщаетъ  точк*  то  же  самое  ускорев!е  (той  же  величины 
того  же  направлетя),  какое  сооСщаютъ  ей  одвовременно-прн- 
ложенныл  силы  всф  вн'ЁстЪ. 


'лли,  идновреяешм-приложенныя  аъ  ^аяой  маторьальаой  точк*, 
1Ьваютса  составляющими  шлаии. 

Если  ускорение,  сообщаокое  иатерьяльаоб  точк'Ь  еЪсколььшки 
рда*.1ВремекЕ&-1:риложенными  еъ  ней  силами,  равно  нулю,  то  црн- 
южениыя  сила  называютъ  взаимно-уравновпшивающимися,  аш 
силами  находятимися  вь  равновгьет. 

Если  силы,  [гриложеиныя  къ  матерьяльиой  точи'Ь,  находятся 
аъ  равновЫи  въ  течение  конечааго  ироиежутка  врпиени,  то,  въ 
тбчвк1и  этого  промежутка,  матерьяльдил  точиа  будетъ  находиться  въ 
поко'Ё,  ми  въ  равно и1^рно11ъ  прянI^^ИI1ейН(ШЪ  двихеаш  по  инер1;1и. 

Каждую  силу,  приложенную  въ  натерьяльний  точк1|,  ложно 
взобразить  длиною,  отложенною  но  ваправлон1ю  силы  отъ  точки 
11риложеа1Я  ся  и  заключающею  столько  едиввцъ  длины,  сколько 
въ  изображаемой  сид'Ь  заключается  единицъ  силы. 

Длины,  изображающая  разлвчвня  силы,  првлагаеныа  къ  одной 
я  той  же  иатерьяльной  точа*,  будутъ  пропорциональны  длинамъ, 
■зображающимъ  усвореяш,  соо6п;а«мыя  этими  силами  »тоЕ  точк'ё. 

Длина,  изображающая  равнодействующую  нтсколькихь  со- 

!  -сщавАяющихъ  силъ,  будешь  им1ьть  величину  и  направленге  1еоме- 

п^ической  суммы  длинъ,  изображающихг  составляющ'ш  силы. 

Пусть  Р  означаетъ  величину  какой-либо  силы,  приложенной 
БЪ  некоторой  матерьяльной  точк*;  углы,  составляемые  направле- 
н1енъ  ея  съ  положительными  направлен1яии  осей  коордннатъ  X,  У,  2, 
означииъ  черезъ  (Г,Х),  {Г,У),  {Р,2). 

Величины: 


^'сом(^',Х},  Ж^о&{.Р,У\  Рсоъ{1;2) 


называются  прожщями.  силы  Р  на  оси  копрдинатг  X,  У,  2;  он* 
изображаются  проэвщями  на  т*  же  оси  длины,  изображающей  силу  Р. 
Такъ  какъ  проэкщ'я  на  какое-либо  направлев1е  длины,  изобра- 
зсающей  равнод'&йствующую  силу,  равняется  суии'^  проэЕЦ1Й  длинъ, 
язображающихъ  составляющ1Я  силы,  то  отсюда  сл*дуетъ,  что  проэк- 
гыя  на  какое  либо  направлеше  равнодействующей  юьсколькихъ 


\И  -|^« 
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сосшавляющихъ  силь,  приложенньксь  къ  матерьяльной  точктьу. 
равна  суммгь  прожцгй  составляющихъ  силг  на  то  же  на- 
правленге. 

Пусть  1^1,  Р2,  РЗу . . .  .Рк  суть  величины  составляющихъ- 
силъ,  а  ^Р — величина  ихъ  равнодействующее;  про»кц1и  ихъ  на< 
оси  воординатъ  удовлетворяютъ  слФдующииъ  равенстваиъ: 


..  .+Ркш{Рк,Х) 

...+Рксо8{1'к,У) 

Т  С08  {Т'.г)  =  Ш  С08  (^'1,^)+-Р2  С08  {1^2,2)  + . . . 

.  ..+^'Асо8(1^,^) 


, . . .  (32> 


ч 


воторня  могутъ  быть  зажФнены  слФдующимъ  сииволическинъ  ра- 
венствонъ: 

^^=^^1  ^Р2  +  . .  .  .+М (33> 

^  Отсюда,  напримФръ  для  случая  трехъ  составляющихъ  силъ  Оу 

^'    Д  Ку  не  лежащихъ  въ  одной  плоскости,  слФдуетъ: 

:р^=а'+н'+к' +2НК  соз  (Н,к) + 2ка  со8  {к,а) + 

+2ансов{а,й), 

то  есть,  что  равнодействующая  представляется  д1агональю  парад- 
леллопипеда,   построеннаго  на  сторонахъ,   представляющихъ  со* 
ставляющ1я  силы. 
Если 

то: 

р=уа'+2анш{а,н)+н'; 


равнодИствующал  двухъ  составляющихъ  силъ  представляется  Д1аго-' 
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иалью  паралделлограмма,  построеннаго  на  сторонахъ,  изображаю- 
щихъ  г.оставлаю1Д1л  свлы. 

Если  О  направлена  по  оси  X,  И — по  оси  У,  К — по  оси  2, 
то  равнод'ЬОствуюш.ая  бул^тъ  представляться  Д1агона1ьи  аряю- 
угольнаго  параллеллопипеда,  построеннаго  на  втихъ  составляющихъ 
силахъ,  параллельныхъ  ослнъ  Боординатъ;  изъ  чего  сл^луетъ,  что 
провЕщи  Бакой-либо  силы  аа  оси  ораиоутольвыхъ  воордиаатъ 
суть  вм11ст'Ь  съ  т'Ьмъ  я  со*'тавляющ1я  этой  силы  по  ЭТИМЪ  ОСЯИЪ. 

Ддя  цоооугшьпыхъ  прялолпаеВиыхъ  коордиватъ  проэкщи  какоВ-лпбо 

I  1Ж1а  ва  эти  оси  не   равны  составляю щ ни ъ  ея  по  этинъ  осннъ;  пусть  О 

есть  составляющая  силы  !■'  по  оси  Х„  Л  — сосгаияю1цая  по  оса  У„  К  — 

состаиаюхцая   по  оси   2,;   проэЕтнруя  силу  Р  н  составляющ1я  ея  па  на- 

правлен1я  осс9  Х„  У„  2,,  получииъ  равенства: 


^•€08  (^',Х,)=в+Ясо8  (У.Х.)+-К:со8(2,Х,)  I 
^-соз  (Р,У,)=(?  С08  (Х.У,)+Я+^соз  (Л,У,)    . 
Гсоз(^',г.)=всо8(Х.2,)+^соа(УД)+К)1 


■(34) 


Для  равноепсгя  еилъ  Р1,  Р2,  ....  Тр^  приложеиныш  къ 
мат^яАьной  точк}ь,  необходимо,  чтобы  сумма  проэкцгй  этихъ 
ймг  к«  всякое  направлеше  равнялась  нулю;  а  для  этого  доста- 
точво,  чтобв  равнялись  нулю  сунны  проэЕц1й  ихъ  на  три  Еак!а- 
либо  ваправлен1я,  не  лежащ1я  въ  одной  плоскостн,  наприн1Ьръ  на 
оси  Боординатъ. 

Символ  и  чесЕИ^  9та  услов!я  ножно  изобразить  равенствоиъ: 


^'1+^'2+^'з+ ч->р=о . 


.(35) 


Прим'Ьчав^е.  Въ  послФдующихъ  параграфахъ  очень  часто 
придется  пользоваться  формулани,  заоючающииа  выражения  проэЕ- 
щй  силъ,  приложепныхъ  еъ  иатерьяльнынъ  точканъ,  на  Еоорди- 
н&тныя  оси  различннхь  коордиоатяыхъ  систенъ. 

По  большей  части  приходится  пользоваться  ортогональными 
Боордиаатныий  свстенаии,  то  есть  такини,  Еоордипатныя  лин1И 
Еоторыхъ  пересЁкаготся  взаимно-перпендивулярно;  таковы:  пряно- 
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линейная  система  координатъ  съ  пряиоугольннии  осями,  сферическая 
система  и  Бругово-цилиндричсская  система  координатъ. 

Для  краткости  формулъ  мы  условимся  обозначать  проэкц1И  силъ 
на  координатный  оси  тФми  же  буквами,  которыми  обозначаемъ  еамыл 
оси,  но  съ  надлежащими  значками;  наприм^Ьръ,  проэкцш  силъ  ^^1^ 
Р2, . . . .  Рк  на  оси  X,  У,  2!  мы  будемъ  обозначать  такъ: 

^1,   ЛС2, .  .  .  •  ^иС 
Ул.^     У ^ ч  •  •  •  •   V  К 

21^  22 ,  .  .  .  .  2ку 

а  проэкщи  на  т'Ь  же  оси  равнодМствующей  7^  этихъ  силъ  такъ: 

У=Рсо8{1',У)=У1-\-У2  + +  Ук 

2=1' со%{Р,2)  =  21-\- 22-{-.  .  .  .+2к. 

Проэкцш  какой-либо  силы  Ш  на  оси  Е,  Т,  2,  неизм-Ьино- 
связанныя  съ  какою-либо  неизменяемою  средою,  мы  будемъ  обоз- 
начать  такъ: 

Ек=1'ксо8(Жк,Е) 

Хк=1'к  сов  {Ш,Х) 

2А;=^?'Лсо8(^РА;,2). 

Проэкц1и  той  хе  силы  на  коордннатнвя  оси  л,  р,  у  сфери- 
чесБОй  ЯШ  кругово-цилиндричесБой  системы  Боординатъ  мы  буденъ 
обозначать  таБЪ: 

А]с=1'ксо8{Ща) 
Ш=Рксо&(Рк,^) 
Тк  =  Пе  С08  (Рк,^) . 


"Г" 


ЧРЧ 


41 


вслксй  иртогламьвоа  систен*  три  ьоордваат- 
ПЯ  ОСЕ  ВСЯЕОЙ  ТОЧКИ  взаимно-перпевдиЕулярни,  то  проэкщя  силв 
.  эти  оса  г.уть  вя'Ьст'Ь  съ  тЬмъ  и  составляю1Ц1Я  ел  цо  нииъ. 
Въ  косоугольной  1гряяолив<'йвйй  риотсм*  координатъ,  также 
|какъ  и  во  всякой  криволинейной  косоугольной  систем*,  подобнаго 
Г  равенства  ве  существуетъ;  означая  черваъ  X,  У,  2  направлеш'а 
осей  нрямолвнейной  косоугольной  свстены,  ны  будекъ  тогда  подъ 
звакани:  Хк,  Ук,  2к  аодразун'Бвать  сошавлятщЬя  по  &тцл1ъ 
осямь  силы  Т'к. 

%  17.  Дифф('реБЦ1альныя  уравнен1я  двнжен1я  гвобод- 
^иоё  матврьлльпоц  точки. 

На  основан1и  прпврдрнннхъ  въ  §  14  основвыхъ  яачалъ,  уско- 
I  рен10  свободной  матерьяльной  точки,  масса  которой  равна  т  и  къ 
I  которой  приложены  силы:  Р\,  Р2, . . . .  Рк,  должно  быть  равно 
I  велнчин'Ь  равнодействующей  этихъ  силъ,  д'Ьлеияой  на  массу  точки, 
I  в  должно  быть  направлено  по  равнодействующей;  это  вврахаетея 
I  оя4дуюЩ11Иа  равенствами; 

я)  въ  прямолинейныхъ  арямоугольныхъ  координатахъ: 

шр=У1+Г2-1-....-ЬУА:   , 

т'^'\  =  21 -\- 22 -\- .  .  . .  ^-гк] 


1  ВЪ  кругово-цилвндрическахъ  координатахъ: 


.  +  В1- 


»(<2>'"5=Г1+Г2  +  .  .  .  .+Гк 


.(37) 


И1 


-''/ 
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с)  въ  сфержческихъ  воординатахъ:  (т.Т  ,^^^   2Я^ 


.,у..Н-)-  •»(1?-'(Й)'-'™*»(«)")=А 


уп.*^^лс%^^^)^  ту 


^       -  — г8т?со8?^з^]  ^=В 


й1 


^М.У*.Се5(уг)^  р-^ 


4^япч|)_ 


г  8Ш  <р 


({« 


=г 


(38) 


Каждое  изъ  этихъ  равенствъ  внражаетъ,  что  проэкц1я  на 
одну  изъ  координатннхъ  осей  равно дМствующей  Т'  равняется, 
помноженной  на  массу,  проекц1и  уснорешя  на  ту  же  ось. 

д)  Въ  прянолинейныхъ  косоугольиыхъ  координатахъ  равенства: 


т 


,  —л,    ш  ^^3  —  у^    т  ^^3  — г> 


внражаютъ,  что  состалляющгя  по  осямъ  координатъ  силы  1"  равняи>тся, 
поиноженннмъ  на  кассу,  сйст(мляюVт]I^Iл  ускорен1я. 

е)  Проэвщя  равнод'Ьйствующей  на  бинормаль*)  традктор1И, 
описываемой  матерьяльною  точкою,  должна  быть  равна  нулю, 
проэЕцш  же  ея  на  направлен1е  скорости  и  на  направленхе  рад1уса 
кривизны  траэкторш  должны  быть  пропорщональны  соотв'Ьтствую- 
щимъ  проэкщямъ  ускорешя;  а  именно:  (н^.1  ^»>^;^,1'.Ъ   ' 


г 

0  =  1'ш{1Ъ) 


(39)  -  ^ 


Если  известно  движенхе  матерьяльной  точки,  то,  зная  массу  ея, 
мы  можемъ,  пользуясь  вышеприведенными  совокупностями  равенствъ, 


*)  Бинормаль  или  вторая  главная  нормаль  перпендикулярна  къ  пло- 
скости кривизны. 


опред'Ьлйть  для  веакаго  ноиента  двихевш  величину  н  ваправлев1е 
равнол11бствующей   силъ,  прилохенннхъ  къ  натерьяльной  точк11. 

На  этоиъ  осииван1и  могугь  быть  р11шенн,  иапрпм^ръ,  сл*Д5'юш.1е  во- 
просы. 

Прии'Ёръ  ЬП.  Тлаелал  матерьяльван,  точка  опвсываетъ  окружаость 
[|Яд!7са  Л,  ваходнщуюсл  въ  верти  11а.1ь пой  плоскости;  скорость  то1еи  по- 
сэ:аяова.  Опред'клять  ветчин]'  и  направлсте  той  силы,  которол,  слагаясь 
Сь  в-Ьсонъ  матерьяльной  точки,  заставляет!,  ее  совершать  такое  деижеше. 

Возьиемъ  центръ  окрухности  за  начало  координатъ,  ось  }'направииъ 
в^ггикально  ввизъ,  ось  X— горазовтально  вь  олосеости  круга. 

Двнжеа1е  точки  по  ОЕружаостп  раД1уса  Д  съ  постоянвою  скорости» 
а,  выражается  въ  прлиояинеВных-ь  аряноугольнихъ  коорданатахъ,  токъ- 


^  =  ^гС08(^(^;   у=Л31а(7;(); 


11роэкц1Я  СИЛЫ  тяжести  на  оси  X  и  У  суть: 
XI  =0:    У1=п 


I  проэклди  же  другой  силы  0Еред41Втся  нзъ  ураваошй  (36)  и  окажутся  иыЬю- 
\  щикк  сл4дующ1я  величины:  ,(1, 

Ч7-Л  я'         ,,„  а'  а'' (     7  оК'1     1" 

Х2  =  — ?Нд^а;;    У1  =  —  ш^^гУ — »»?  =  —  »»  д.  (^^/'1' V/'  ■" 

Изъ  этихъ   виражс1)1й  видио,   что  сила  Т^  постоянно  вааравлеиа  къ 
I  Т04к1   С,  находящейся   на   отрицательной  оси  У"  въ  раастояв^я  д  —^  огь 
ала  коорднпатъ;  величина  же  этов  силы  равна: 


^^2=1»^  же, 


'  гд4  МО  есть  р11Эстоян1е  между  матерьяльною  точкою  Ж  и  точкою  С 

Прин'Ёръ  2-й.  Матерьлльиая  точка  совершаетъ  сл^Ьдующее  дввлен1е: 


находясь  подъ  вл1яв1емъ  двухъ  снлъ:  1\,  напраб.1СвноЙ  къ  началу  коор- 
динап.,  и  Р2,  ваправлеиноЙ  по  касательной  къ  траавгор1и.  Требуется  опре- 
делить Е1ти  силы. 


^р^=^»>-- 


['[О  ста  1^2  ваправлоиа  противоположно  скорости. 
Сл4довате1ьыо,   первая   свла  есп.   прнтвжсиГе,  иропо11Ц1011альное  раз-  1 
I  Т01КЛ   отъ   начала   координагь,   вторая  же  сила  11ропор]иоиальна  | 
С1СО|>ости  точки  и  иаиравлона  противоположио  саористи. 

Величина  в  направлен1е  соы,  лридозсенвоЙ  т.  иатерьяльвой  1 
точЕ*,  логутъ  изм'Ьпяться: 

а)  съ  изиМеашъ  Еоложев1я  натерьяльно^  точен  въ  пространств^^,  ] 

I))  въ  той  же  точв4  проетрааства  съ  течеа1емъ  времени; 

с)  Ерои*  того,  они  могутъ  завясЬть  отъ  величины  и  напра- 
влвн!я  СЕорости  ааторьяльноЁ  точки. 

(Такъ,  напримЪръ,  сила  притяхен1а,  дМствующал  по  заводу! 
тягот4н1я  на  какую-либо  иатерьяльяую  точку  со  стороны  одно-' 
роднаго  шара,  им'Ьетъ  всличиву,  обратно  проаорц1ональную  квад-  | 
рату  разстоян1я  точки  до  центра  шара;  направлена  же  эта  сила  I 
къ  центру  шара.  Если  шаръ  сохраняетъ  неподвижное  положение  | 
въ  пространств*,  то  сила  притяжев1я  виъ  матерьяльной  точен 
будетъ  функщею  только  Еоордннатъ  точен. 

Еаи    же  центръ  шара  будетъ  совершать  какое-либо  движе- 
В1е  въ  про  стран  ств'Ь,   то  сила  притяжешя  его  въ  каждой  точкЪ  ] 
пространства  будетъ  изнсЬняться  съ  течон1еаъ  времени. 

11рии11рами  еилъ,  завасящихъ  отъ  скоростей,  могутъ  служить 
сопротв8лцн1я    жидкостей    и    газовъ  движен1ю  погруженпыхъ  въ  ] 
нихъ    т'Ьлъ:   так1Я    силы   называются    сопротивлениями   срединъ;  \ 
въ   ирии'Ьвен]и   къ  иатерьяльной  точе'!^,  сопротивлеи1е  среды  въ 
большинстве    случаевъ    принимаютъ    нротивопвлоднымъ  скорости 
точки  и  зависящииъ  отъ  скорости  точки  и  плотности  среды). 

Вообще   говоря,  силы,   приложенный  къ  матерьяльной  точк'Ь, 
суть  н'Ёкоторыя  функц1и  времени,  коордвнатъ  точки  и  скорости  ея. 

Поэтому  вторыя  части  равенотвъ  (36)  суть  п*которыя  функц1и 
времени,  координатъ  а;, «/,  2'  и  проэкщй  скорости  па  оси  координатъ; 


следовательно,   эти  р&вевсгва  суть  три  совокупныя  дифферев- 
\  п!альяыд  ^раваев1Я  второго  аорддва: 


Л'х       .    ( ,  Ах  Ли  (/г  \  1 

(1'г1        ,    I ,  Ах  Ли  (1г\ 

'"*?  =  *.('' ^>».^.  й-  /г  л) 

Л'а      .  / ,  (1х  г'»  <1г  \ 


.  ио) 


(Ф11  Ф)»  Фя  означаютъ  н^иоторыя  функц1и  велвчипг,  заключеиныкъ 

въ  скобкахъ) 

Эти  уравнен1я  называются  дг1фферепишльными  уравнен'шмн 

движенш  матерьяльной.  точки,  выраженными  еъ  прямоуголь' 
I  ныхз  коордг{натахъ. 

Если  вторыя  части  равснствъ  (37)  будутъ  выражены  въ  функ- 
|10яхъ  вроиепн,  кругово-цилиндрнческязъ  координатъ  Р,  <9,  г,  и 
(■нхъ  производныхъ  по  времени:  р',  О',  г',  то  будеиъ  нМ'Ьт!.  диф- 
1фереац1альныя  ураввен1я  движения  матерьяльной  точки  въ  кру- 
кгово-пвдивдрическихъ  коордиватахъ; 


4    1Ш    ц 


...ао 


■  гдЬ  вц  в,,  ва  означаютъ  пЬкоторыя  функц1и  велачвнъ,  ааою- 
^ченаыхъ  въ  скобкахъ. 

Подобнымъ  образомъ  будеиъ  ия'Ьть  дифференфальпыя  уравиен1я 
\  двияен1я  матерьяльпоВ  точки  въ  гферическихъ  координатахъ,  если 
вторыя    части   равенства  {;:58)  булутъ  выражены  функц!лми  сфе- 
рическихъ  координатъ  и  ихъ  производныхъ  но  вроневи. 

Если  вторыя  части  равевствъ  (39)  будутъ  выражены  фувцц!ями 
Ёаремени,  скорости  и  величиаъ,  опред'Ьляющихъ  положение  точки  въ 


пространств*,  то  эти  равенства  будутъ  представлять  собою  особн! 
видъ  дифференщальаыхъ  ураввешй  дпижеЕ1я  иатерълльвоЗ  точки. 
Вообще  дифференцтльныя  уравнены  движетя  свободной  ма- 
терьяльной  точки  логутъ  быть  представлснн  подъ  весьиа  различ- 
иаиъ  Вйдоиъ,  во  какъ  бы  ови  пя  были  представлены,  они  суть  ана- 
литическгя  выражения  тою,  что  ускореше  матерьяльной  точки 
импетъ  направлете  и  равно  дгьлентй  на  массу  величин/ь  ров - 
нод}ьйствующей  приложенныхъ  кг  точкгь  силъ,  выражаемыхг 
нгькоторылм  функшями  времени,  скорости  и  величинъ,  опре- 
дпАЯющихь  положенье  матерьяльной  точки  въ  прост2МНсп1вть. 

§  18.  Интегралы  диффер«ац1альвыхъ  уравнсп|Г1  двн- 
ЯЕен1я  свободной  иатерьнльц»)!  точкп;  число  110(;тояиныхъ 
произвольны хъ:  начальное  положение  н  начальна»  ско- 
рость матерьяльной  точки. 

Гь  Бели  известны  свлы,  прилохеннна  къ  латерьяльвой  точе'Ь 
давЕой  иассц,  въ  функц1а1ъ  вреиени,  скорости  и  величинъ,  опро- 
д4л8ющихъ  положен1е  точки  въ  пространств*,  к  требуется  опреде- 
лить движен1е,  совершаемое  латерьяльаою  точеою  иодъ  вл1лшеиъ 
этихъ  силъ,  то  надо  сначала  выбрать  систему  коордипатъ,  наиболее 
удобную  для  р%шешя  вопроа,  и  составить  диффйренц!альвно 
уравнеюл  двихев]Я  точки  въ  этихъ  Еоординатахъ.  «■ 

НанрямЬръ:  ^ 

Прпм^рт.  3-й.  Махерьяльиоя  точка  движется  въ  однородвой  сред*, 
оказывающей  сопротивление  движеаш,  проаорцюнальвое  первой  степени 
саорост»;  каждая  изъ  трсхъ  в^а1шно-11ерпевд[1[[удярнь1хъ  плосЕсостев  ко- 
ордпватъ  притягиваетъ  иатерьяльную  точку  ръ  силою,  цероадикулярною 
къ  П10СК0СТН  н  пропори  юн  а,1ьною  первой  степени  разетояшяотъ  пел.  Пусть 
2кт,  1т,  (^т,  пп  суть  ноэ|||фтцэвты:  соаротнвлешн  среды  п  притлкепхй 
пераендиЕудяранЕхъ  къ  плосвостянъ  УД  2Х,  ХУ.  Требуется  опред'Ьлнть 
двнхевге. 

Ди||)ферецц!альныл  ураввен1я  движетя,  съ  состав^ен^я  которнхъ  I 
чннаетсн  процессъ  р*шев1н  вопроса,  мы  ванншемъ  въ  этокъ  случае  I 
Прямоугольныхъ  пряна1инеПнахъ  лоордннатах'ь. 

Сонротивлете  движев1Ю,  равное  2^тг,  паиравлено  противополои^ 
скорости,  поэтому  проэцц1н  его  на  ось  X  равна:  —  2ткх'. 
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[1зъ  трсхъ  и|>Н1ажеи1Г1  одво  израиельно  оси  X  п  наира&теио  въ  от- 
1рИ№кТ&1Ь11^ю  сторону  ея,  если  Х>0;  лва  другЕя  иритяжевЫ  пероевди- 
I  К71ярвн  КЪ  ЦТОЙ  осв. 

Поэтому  0Д1Ш  иэъ  дифферепшадьиыхъ  ураввен1й  хвиженЫ  будетъ 
Ки^уюшес: 

тх'  = — 2ткх  —  т'/^:; 
9  л  два  друт1я: 

ту"  =  —  2п1к1/'  —  Жи«:  т/  =  —  2й; 


-чп^у; 


-  1тш1  —  шчг. 


Для  большей  определительности  изложения    мн  будеиъ  пред- 

1к10лагать,  что  дифференц!альвыя  ;равнен1я  составлевн  въ  пряю- 

^линейаахъ  прямоутольвыхъ  коордиаатахъ:  но  все,  что  будетъ  зд*сь 

сказано,  иожртъ  быть  прим^вево  съ  весьма  везначательвыни  изи'Ь- 

^яеншяи  ко  всякимъ  другимъ  коордянатамъ. 
Состявлеввня  дафференщальяыя  уравнен1л  должны  соаухить 
■Д1Я  опред'Ьлен1я  фувкц'1Й/",(0,/'з(0,  АС),  овред^ляющихъ  координаты 
двихущеКся  точки  для  вслкаг»  иоиента  опред'Ьляенаго  движешя. 
Эти  фувкши  должвы  удовлетворять  дифференщальнымъ  урав- 
нев1яиъ  для  всакаго  мояента  двих('Н1л,  обращая  ихъ  въ  тождества; 
то  есть  функция  времени,  заключающаяся  во  второй  части  кахдаго 
_изъ  тождествъ: 

"*/Г(о=ф1{^/1(о,  1Ж  т\  п'а),  т,  гло]   ' 
'»гЛ')=Ф.(''-л('),  т,  па),  ГгИ),  т,  л'а)) 
<Л')=Фа  ('/.(/),  т),  т\  л'(о.  /■>'(>!),  л'(«) 

должна  быть  тождественна  съ  функц1ею  вреиевв,  заключающеюся 
въ  первой  части  его. 

Для  овред15зен1я  функц]Й  /■,,  {'г,  (г  чы:  ножемъ  пользоваться 
шставленныии  дифференц1адьнынн  ;равнен1ями  и  вц'Ёяиравевствани, 
изъ  нихъ  иолучаеиыяи. 

Дяфференц1альпыя  урявнев1я  даютъ  наиъ  тольсо  вырахешя 
'аторыхъ  пр[>03водвыхъ  координатъ  въ  изв'Ъстныхъ  наиъ  фуНБп1я](Ъ 
[рочихъ  сема  величинъ  (вреиенн,  коордиаатъ  я  ихъ  первнхъ  произ- 
юдвых-ь). 


;11--<5 
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Взлвъ  отъ  диффереяц1альннхъ  уравнешй  производння  по  вре- 
мени и  зам^Ьнивъ  въ  лолученннхъ  равенетвахъ  вторыя  производння 
координатъ  ихъ  внражен1яни^  мы  получимъ  внражен1я  третьихъ 
производннхъ  координатъ  въ  фунвц1яхъ  т^Ьхъ  же  семи  величинъ: 

*,  ^,  У,  ^,  ^',  у\  ^'. 

Продолжая  тавимъ  же  образомъ  дал^^е^  мы  выразимъ  произ- 
водння какого  угодно  порядка  (внше  1-го)  отъ  координатъ  по 
времени  въ  изв'Ьстннхъ  намъ  функшяхъ  отъ  Ь^  ж,  у,  ^^  х ,  у  у  ^ . 
Пусть  и  есть  какой-либо^  моментъ  движешя;  д?о,  Уо,  ^о?  — 
координатн  матерьяльной  точки  и  ^о',  У^^  ;г^о'9~проакцш  да  оси 
координатъ  скорости  точки  въ  этотъ  моментъ;  какъ  сейчасъ  сказано^ 
производння  второго  и  внсшихъ  порядковъ  въ  этотъ  моментъ  вн- 
разятся  н^^которнми  извЪстннми  намъ  функц1ями  семи  величинъ  ^о,  ^о> 
У^^  ^0,  ^о',  9о\  ^о';  означимъ  величинн  этихъ  производннхъ  такъ: 


г/  "  "  '"  "'  '''  {гС\  Гп>  Ы\ 

-3^0  ,  2^0  ,  -зго  ,  Жо  ,  Уо  ,  ^0  , осГ,  Уь\  -г?о^  %  .  .  . . 

Функц1и  /1(^),  /^аС^),  /'зСО»  внражающ1Я  непрернвно  изм^няю- 
Щ1ЯСЯ  координатн  движущейся  точки,  должнн  бнть  непрернвннми 
функц1ями  времени;  поэтому  мн  можемъ  прим^^нить  къ  нимъ  Тай- 
лорово  разложеше  въ  рядъ  по  восходящимъ  степенямъ  разности 
(^ — *о);  означимъ  эту  разность  черезъ  &;  рядн  будутъ: 


X =Щ) = а^о + ^о'  & + л?о"  1:2 + ^о'"  з^ + 


иЬ'' 


О' 


У=Ш)=Уо'{  У^^^Уь1^+У^"1^+ 


•  •  •  • 


;....  (42) 


V  II 


НО  такъ  какъ  вторыя  и  внспия  производння:  Хо  ^  уо ,  ^о  ^  Хо  , . . . . 
суть  фуякцш  отъ  «о,  ооо,  Уо,  ^0,  Ьо,  Хо,  уо,  ^оу  то  эти  рядн  пред- 
ставляютъ  н4которыя  функщи  отъ  *,  ^о,  Л^о,  Уоу  ^0^  ^0?  Уо',  ^о' 


Х=1'г{1,   1о,  Хо,  Уо>  ^09  ООо^  Уо,  ^0, 

У=Ш^  к^  ^0,  2^0,  -е^о,  ^Го',  уо^  ^о\ 

ч 

з=Ш,  'о,  Хо,  Уо,  го,  Хо,  уо,  го,  . 


(43) 
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ТаБИиъ  образомъ  мы  ин'Ьенъ  возможность^  исходя  изъ  дифферен- 
т'альныхъ  уравнбН1й  двиген1Я,  получить  исбомыд  фунБЦ1и  въ  шл,1^ 
рядовъ,  заключающихъ  кром*  (,  еще  ^о?  ^о,  Уо,  ^о^  ^о'?  Уо',  ^о- 

Прим']^иимъ  этотъ  пр1емъ  къ  сл'1дующимъ  тремъ  прим'^рамъ: 
11рю11;ръ  4-й.  Сила,  приложенная  въ  матерьяльной  точб']Ь,  им^етъ  по- 
стоянную величину  и  направлеше,  такъ  что  проэвщи  ея  на  оси  координатъ 
равны  постоянныиъ  величинамъ  Л^  Б,  С. 

Дифференщальныя  уравнен1я  движен1я  въ  этомъ  случа']^  будутъ: 

тх  -=Л,  ту  =^?,  ш^  =С\ 

Производныя  третьяго  и  высшихъ  порядковъ  будутъ  равны  нулю,  а 
потому: 


^0 1^ — ад  "Г  ^~Т:2~ 


т 


Прим']Ьръ  5-й.  Силы,  приложенныя  къ  матерьяльноЙ  точк']Ь,  суть  при- 
тяжен1я  въ  плоскостямъ  координатъ,  ташя  же,  какъ  въ  прим'&р']Ь  3-мъ,  но 
воэффищенты  пропорщональности  суть:  тл^^  т-*}^^  тх,*. 

Дифференц1альныя  уравнешя  движешя  будутъ: 

тх  = — шж1Х\   ту  =  —  ш-х.^у^  шг  = — тхз^-гг. 

Чтобы  составить  вьфажен1е  для  х^  мы  составляемъ  сначала  выраже- 
н1я  для  производи ыхъ: 

/;  2  III  %    I 

X    =  —  X  1Ж  X     = XI  ж 

Х^'  =  —  XI  Ж  =  XI  Г  Х^^  =  —  ЖгХ    =  XI  ж 


рядъ,  выражающ1й  ж,  будетъ  сл-Ьдующхй: 

,  'о  2        »*  2      '     «'       ,         4     ^     *^*         I 

Х=^Хо-\-Х(^9  —  у.х  Хц^—у.гХ,,  2^  +  ^!  а?о  1,2.3.4   *" 


4^  ' 


»'^ 


+  XI  Л\)  1^2.3.4.5 


11-1^. 
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его  можно  представить  такъ: 


и,ьу  .  (х,о)* 


—^оух  12    ^1.2.3.4 

"^•лД^*"        1.2.3  "^1.2.3.4.5 


...)  + 


Легко  видеть,  что  рядъ,  помноженный  на  л?о,  равняется  сое  х^О,  а 
рядъ,  помноженный  на  (д?о':**1),  равняется  синусу  той  же  дуги,  следова- 
тельно: 

а^=Л7оС08х1»+^8ШХ1^> (45,  а) 


Такъ  же  найдемъ  выражен1я  для  у  и  г\ 


Уо 


У=Уа  С08  Х2&+^  81П  Х2», 


-гг  =  ;2Го  С08  Хз&4  -г-  81П  Хз^)  .  • 


(45,  Ь) 
(45,  < ) 


Чтобы  упростить  прим']Ьнев1е  этого  прхема  къ  дифференщальнымъ  урав- 
нен1ямъ  прим']^ра  3-го,  мы  преобразуемъ  ихъ  а11;дующимъ  образомъ. 

Сокративъ  т,  помножимъ  каждое  на  е^^; 
означимъ  черевъ  <р„  «р,,  «рл  сл-Ьдующхя  произведешя: 

Л/Г  Л/Г  Л/Г 

?1  =  хе   ,  92— уе  ,  Ь  =  ^е   , 
а  чрезъ  х^*,  -Лз',  х<»  сл-Ьдующгя  разносги 

х,2=х-А;\  х,'=\^-к\  •^=^-А'; 
тогда  дифференц1альныя  ураввешя  3-го  прим']^ра  примутъ  такой  видъ: 


Т1 -^1   Т1,      Г  2 


X  ^(й 

2    .2? 


?;= 


— ''зЧ, 


одинаковый  съ  видомъ  уравнен1Й  пятаго  прим']Ьра':  по  этому  нетрудно  полу- 
чить для  X,  у,  0  сл']&дующ1я  выражешя: 


X 


—т/ 


—ы/ 


2Т   ,    Уо-^^Уо. 


у=е  ''\уос^ф\/\^-к')  +  '^ 


г=е  %оС08(»^/V-А^)+^^8^а(&1/V-А;^)) 


(46) 
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Вм*сто  того,  чтаба  определять  фун1Е[11и  Д,  /■„  /",  путемъ 
\  •посл'Ьдовательнаго  дифференцирован1я  составленныхъ  дифферен- 
I  -Ц1альинхъ  уравнен1В,  яы  11ож(.'^ъ  идти  еъ  тов  хе  Ц'Ьдб  путцхъ 
пряно-иротивоаолохЕыаъ. 

Ож'бя  цырахен]я  вторыхъ  производныхъ  коордняатъ  въ  фунБ- 
[11Яхъ:  вреиевй,  БоордиЕШТЪ  и  ихъ  яервыхъ  ироизводаыхъ,  ни 
хохенъ  искать  вырахив[Я  аервыхъ  производвьссъ  К'юрдинатъ  въ 
функц!яхъ  врвнени  я ^ коордянатъ;  для  этого  вадоданныя  диффе- 
рвншальаыя  уравнен1я|1Г0Двер'гвуть  такияъ  ареобразоваН1лнъ,  чтобы, 
ви^сто  аихъ,  получились  три  равноснльныя  *)  ияъ  дифференщаль- 
аыя  уравнеа1я  такого  вида: 


''ъ_ 


■  да 


*)  Уравнен1я  (47)  равносшьвы  днфференц1алы1ы«ъ  уравнсшямь  двн- 
1женй1  натерьлаьноЗ  точки  въ  томъ  сяысл%  что,  е&ш  ны  р'Ьшинъ  псрвыл 
«тносительно  ^е",  у'\  г",  то  получнмъ  нослФдшя,  то  есть; 


I  л  йотой]',  е>.'л>1  въ  )-рапнсы1«хъ  (47)  заш'Ьнимъ  х",  у",  е'',  (^уишИаши  ф,,  ф,,  ф^, 

1д:Ьлеш1Иии  на  ы,  то  первый  части  атихъ  уравневШ  обратятся  въ  нудь  че- 
.  взаимное  сокрач],ен1е  вс^хъ  членовъ.    "  •"'■■■     ■  ■ 
*")  ^Зиакъ: 


17жнтъ  лля  обоэЕ1ачеи1я  полной  производиой  по  времени  оп  фунццш  ф(2, 
=1  *1  2,  х',  /,  и'У.  то  есть; 

Частныя   же   производныя  функ[и11  <с  по  входящилъ  въ  вее  лерея'Ьн- 
[  нт(г  велпчииамъ  ыы  будемъ  обо;шачать  номощш  аруглыхъ  д;  вапринЪръ: 


|-есть  цроязводная  1[0  I,  : 


1  заключающемуся  въ  функнй!  ^. 


Ти- 11;. 
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гд*  ?1,  ?2,  ^8  суть  н4которыя  функц1И  отъ  <,  ж,  /А  -г?,  ж,  5^,  ^; 
ивтегрирул  эти  уравнбН1Я,  мы  получииъ  равенства: 


?2(<,  X,  у,  г.  X,  У,-  1^1)  =С^ 


(48) 


?з(^   Д^,   у,   -«^^   ж',   у,   ^)  =  Сг 

который  должны  служить  для  выражен1я  ж',  у',  ^  въ  функщяхъ^ 
отъ  ^,  ж,  2^,  ^,  (71,  Са,  Сз. 

^  Величины  Ох,  Оз,  С^  суть  произвольяыя  постоянныя,  введен- 
ныя  тремя  произведенными  интегрированхями  и  незаключающхяся 
въ  дифференц1альныхъ  уравненкхъ. 

Каждое  изъ  равенствъ  вида  (48)  называется  первымъ  иные- 
граломъ  дифференцгальныхъ  уравненгй  движенгя. 

Если  изъ  (Трехъ  первыхъ  интеграл овъ.,  поел*  какихъ-лиоо 
преобразовашй,  могутъ  быть  получены  три  равносильный  имъ^ 
уравнешя  сл'Ьдующаго  вида: 

^=0.  #=0,  ^'=0 (49} 

гд*  01,  Фа,  Фз  суть  фуикфи  ОТЪ  I,  X,  у,  г,  с?!,  Са,  Сз,  то  изъ 
никъ,  посл^^  новнхъ  интегрирован1В,  получииъ  вторые  интегралы 
дифференщальныхъ  уравнен1й: 

Фг{1,  X,  у,  г,  Сг,  С^,  С8)=Г1 


Фа(^   X,  у,  г,    <7„    Са,   Сз)=Га 

Фз(<,  X,  у,  г,  с»,  Оа,  С78)=Гз, 


(50> 


гд*  Гх,  Гг,  Гз  суть  три  ПОСТОЯННЫЯ  произвольныя. 

Полученные  вторые  интегралы  должны  служить  для  выражен]я 
х^  у,  т  въ  функшяхъ  времени  и  шести  постоянныхъ  произвольныхъ: 

Д?=Ш  С,,  С,  С7з,  Гь  Г„  Гз) 


I  л  К'у.  •< 


с        •■! 


У=и*,    Си    Са,    С„   Гь   Га,   Гз) 

'2^=^з(^>     ^1?     ^2?     ^3)     11)     Аз»     Гз) 


,    ,.--.     7гй-р //■.-.»,"/   '. ,.  •  лТ/»  ^ /....  г   А  Ц  {'.;.'/ I ."-       ','*   г.  /<   , 


(51) 


/■ 


'■  ..  ''  ■/  ••';  •/.'    ^*^'.    *■'■-■■    км.  /,; 


'  '  / 


•  I  '. 


ВйрйЖен1Я  для  X,  у.  2    получатся,  или  неиосредстнеияо  и.л. 
Г№рааен1й  (о1 ),  ваявъ  производвыя по  времена  отъфункцШ'!'],'!';,'^'. 


х=''лИ\  !/'="лИ),  г'=-Ш, 


■  (52) 


или  изъ  пнриыхг  йвтегралонъ  (18),  если  р'Мить  вхъ  отвисительво 
X,  у,  г;  И  заменить  х,  у,  г  фупкфями  '!'„  'г'а,  "{"а;  выражения, 
яолучснвыя  т4мъ  н  другймъ  путемъ,  дилжан  быть  одинаковы, 
так-ь  какъ  функц1и  (51)  д^.мжвы  тождествевво  удовитиирлть  урав- 
веН1ямъ  (49)  или  равнчгильныиъ  ииъ  ИЕтеграламт.  (48). 

Внр!1Ж1'а1я  для  х,  у,  г",  получснаыя  чрвзъ  двуирмное  ,\иф- 
фврунциривлате  функций  •(■I,  '1'а,  '}»  п^  временя; 

х"='>."(/),  У'='>Лп,  /='^:и), .  (53) 

до,!ЖНЫ  быть  Т1ШД'1СТ немцы  с.ъ  иыри.ж('П1ЯЧи:  '',-  ''^ 

^"=  ,|,ФИ'.  'Л.  ■^.,  %,  ''й.  ''и,  ■>'=)  I 

?'=  ,1,Ф.('.'  ■'л.  'К.  'К,  'К',  'Ь',  'Х:,)  I» (54) 

г"=  „'ф.С    'Ь.  К  %.  ^й  'Ь',   '''Л  I 

питону  ЧТ"  функц1и  (Г)!)  должны  тож.1р.ствонно  удовлетворять  диф- 
фсренцшьиымъ  урав^а^лии  дввжен1н. 

И  такъ  ди*!*- 

Рав1'Н1'.тва  (48)  и  {Ь\)  д.мжии  (1нгь  гпранедливы  для  нси- 
вап)  момента  движеп1я;  прим'ЬЕнгя  ичг  иъ  тченту  (щ  чт-  который 
координаты  точки  суть  то,  /А>,  з^-,  а-  ироэвц1я  скорости  — я,,',  уД^в', 
ии  полушаг  следующую  завпсиноаь  млдт  зтияи  пост-^япными 
я  постояадтии  вроазвольными  С^  (\^  .  .  . .  Гд; 


?|('<»  :',..  у/о,  го,  а;,.,  з^о'.  г,,)  =  СЛ 
?,(^„  г.   '/о.  г.„  X,;,  V,  Ло')  =  б;1 


('М) 


1И-|г 
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^1(^0»  ООоу  Уб9  ^0»  ^1)  С'з,  Сз)  =  Г1 
ФгС^О?  ^09  УО}  ^0,  С']?  С'з,  (7з)  =  Г2 
Фз('о,    ^0?     Уо»     ^0)     С^!^     ^2>     С'з)  =  Гз 


(56) 


Отсюда  сл4дуетъ,  что  а?о,  Уо,  •  •  •  •  ^о  суть  фунвц1и  Фь  ^2, . 

•  •   •   .»     Тз     ОТЪ     4о>     ^1>     ^2>     ^3?     А  1>     ■»-2?     ^-з' 

Жо=Ш) 

Уо=Ф2(А))  [ (57> 


00  = 
I 


Уо  = 


го 


'^2  Но) 


(58) 


а  такъ  какъ  1^  есть  произвольно-выбранный  иоиентъ  движешя  и  0%^ 

0^9 Гз  суть  постоянныя  произвольныя,  то  и  Х^у  Уо9 Уо  >  V 

суть  величины  произвольныя. 

Следовательно,  фунщги  времени^  выражающгя  координаты 
движущейся  свободной  матерьяльной  точки  и  удовлетворяю- 
щгя  даннымъ  дифференцгальнымъ  уравненгямъ  движенгя,  заклю- 
чаютъ  въ  себть  шесть  посшоянныхъ  прошвольныхъ^  вслгьдствге 
чего  координаты  и  прожиги  скорости  точки  могутъ  быть 
выбраны  по  произволу  въ  одинъ  ивъ  моментовъ  движенгя. 

ФунЕщи  ^1,  1^2,  Фз  даютъ  т*  же  самыя  величины  для  коор- 
динатъ  Ху  у,  ;8г  въ  иоментъ  I,  как1я  даютъ  функщи  /!,  /'з,  Д  (43), 
если  только  удовлетворены  услов1я  (55),  (56)^  или  равносильны» 
имъ  (57),  (58);  въ  этомъ  можемъ  убедиться  сл-Ьдующимъ  образомъ. 

Разложимъ  функщи  Фх,  Фа?  ^8  въ  ряды  по  возрастающимъ 
степенямъ  разности  [Ь — <о)  =  &;  получимъ,  наприм'Ьръ  для  Фь 
сл'Ьдугощ1й  рядъ: 
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Ц1.)=х.=т-),  '{•1'ао)=з:.;=/';((о), 

'^1'('о}=-Ф.(/,.,  хо,  »о.  г!о>  хв,  у,1,  го')=А'('<.); 

также  убедимся,  что  '^'"(^о)— А"'0о)  и  такъ  дал-Ье:  поэтошу  преды- 
дущ|й  рддъ  есть  ни  что  иное,  какъ  разложен!е  первой  изъ  функщй 
(43)  по  восходящимъ  степеняиъ  развости  (/ — (о)^">  *  потому: 

Ш  С,  С,,  С'з,  Г„  Г„  П)=/'.(^  (о,  з:о,  уо.  -^0.  ^о'-  Уо,  ^о'), 

то  есть  фуякп1й  1'1,  ^^,  '{'з  обращаются  въ  функцш  /1,  /,,  /а, 
если  произвольныя  иоотоянвыя  (71,  С,,  .  .  .  .  Гз  будутъ  заи^вены 

величинами  /о,  з:,,,  г/,,, г,,'  при  посредств*  равенствъ  (55)  (56). 

Изъ  этого  видно,   что  оба  указанные  нами  пр1ема  даютъ  ре- 
зультаты тождественные. 

Прии'Ънцмъ  второе  [1р1еиъ  въ  дифферениДальньгаъ  ^ровнсааниъ  при- 
мера 4~го;  кы  легко  иайденъ,  что  первые  йвтегра.ты  суть: 


е  —  '<  =  Си  : 


-^/=С2,   г- 


I  вторые  цнтегралл: 


-~Г',1==1-,.  . 


-6У  =  Га. 


Составквъ  рпвепства  (55)  (50)  и  лсключивь  произволышя  постояв- 
ши изъ  подученянхъ  вторг^къ  иптегрпловъ,  мы  прнведемъ  чои'ЬднЗе  къ 
виду  (44). 

Ди((|фереац1ал1выя  уравнен1я   движен1я   свободной  матерьяль- 
I  ной   точки   иогутъ   быть   зам'Ьненн   совокупностью  шести  диффе- 
ренц1альныхъ  уравнен1Й  иерваго  порядка: 


.■/я'_ф,       (У_ 


(59) 


111-1г- 
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Каждое  изъ  равенствь  вида: 

?(«,  ж,  у,  г,  X,  у\  г)  =  С, 


I  I  I 


полная  производная  первой  части  котораго: 

обращается  въ  нуль  тождественно,  когда  вм4сто  производвыхъ  отъ  ж, 
У)  ^9  ^\  У  ч  ^  будутъ  подставлены  равныя  имъ  вторыя  части  уравнешй 
(")9),  называется  интеграломъ  этихъ  дифференц1альныхъ  уравнешй. 
Чтобы  найти  функо,1и  времени,  выражающ1я  ж,  у,  ^,  х  ^  у\  ^ 
и  тождественно  удовлетворяющ1Я  уравнен1ямъ  (59),  необходимо 
им-ЬтБ  шесть  такихъ  различныхъ  интеграловъ: 

ИЗЪ  полныхъ  производныхъ  которыхъ  по  времени: 

Ф=о.  ^=0.  Й'-о.  Ф=о.  ^=0,  §-0-  . . .  (в»Ьк) 

получатся  дифференщальныл  ураввен1я  (59),   если  шесть  уравне- 
Н1й  (60  Ь18)  будутъ  р-Ьшены  относительно  производныхъ: 

с}х     с1у     йи     <\х^     й(/     с12' 
сИ     (И     й1      д,Ь      сИ      (И 

Р'Ьшивъ  интегралы  (60)  относительно  о;,  у,  ...  .  0,  жи.  полу- 
чимъ  выражен1я  посл'Ьднихъ  въ  фунЕЦ1яхъ  Ь  и  шести  произволь- 

ныхъ    ПОСТОЯНННХЪ   Сх,    Сг,  .  .  .  С^. 

Е^яи  выражен1я  для  х^  у,  ^  суть: 

л;='\,  «/='1^2,  ^='Ь, (61) 

гд'Ь  вторыя  части  суть  фупац1и  отъ  ^,   (71,   Сг,  .  .  .  .  С^,  то  вы- 
ражошя  для  х\  у\  У  будутъ: 

^'='^,  у/='^,,   ^'='Кп. (61  Ы8) 


1['  '^» 
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такъ  какъ  уравнен ш: 


■^""^»    Ш~-^'   ~Ш~^ 

ДОЛЖНЫ  быть  удовлетворены  тождественно. 
^      Всякое  равенство  вида: 


1  • 


1^?1,  ?2, ....?б)=с; (62) 

есть  также  интегралъ  уравнен1й  (59);    въ   самомъ  д'Ьл'Ь  полная 
производная  первой  части  его: 

—  +.  .  .  .-1-; 


обращается  въ  нуль  тождественно  при  :т11'Ьщен1и  производныхъ  отъ 

х^у^ 2  вторыми  частями  уравнен1й  (59),  такъ  какъ  такое  зам4- 

щеше  обращаетъ  въ  нуль  полныя  производный  отъ  ?!,  ?2, . .  • .  ?б. 

Изъ  этого  слЬдуетъ,  что  если  совокупныя  дифференц1альныя 
уравнешя  (59)  имйтотъ  шесть  независимыхъ  интеграловъ,  то  они 
им'Ьютъ  еще  кром-Ь  того  безчисленное  множество  интеграловъ,  пред- 
ставляющихъ  собою  комбинащи  шести  порвыхъ. 

ВсякШ  новый  интеграл!.: 

'Н^?  ^,  у^  ^,  ^'т  у\  ^)=с 

швокупныхъ  дифференщальныхъ  уравн(ш1й  (59)  мпжетъ  быть  пред- 
ставленъ  подъ  видомъ  (62);  въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  подставивъ  въ  9  вместо 
ж, «/, ^'  ихъ  выражешя  (61)  и  (61  Ыз),  мы  обратимъ  ?  въ  не- 
которую функц1Ю  /*  отъ  1^  6\,  Оз, Се;  зам1)НИ}1ъ  С^,  Сз, Се 

черезъ  ?1,  ?2, %' 

?=/(^,  ?1,  ?25 .  .  •  •  ?б); 

« 

полная  производная  отъ  ?  или  отъ  /'  по  I   будетъ: 

(Ь ^/     :   ^/^  ^?1   1  \      '](_   (^г.  • 


^ 
^ 

{ 


и'ча^ 
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она  до1Жна  тождественно  обращаться  въ  нуль,  когда  производныя 
отъ  а;,  у,  ^, . . . .  /  будутъ  заменены  вторыми  частями  уравне- 
шй  (59);  но  тогда  обращаются  въ  нуль  также  и  полныя  произ- 
водныя функщй  ?1,  ?2 . .  •  •  ?в;  поэтому  должно  быть: 

значитъ: 

Произвольная  постоянная  С  есть  такая  же  функц1я  произ- 
вольныхъ  постоянныхъ  С1,  Са,  . . .  .  С^: 

Следовательно,  можно  сказать,  что  совокуппыя  дифферент 
цгальныя  уравненгя  (59)  имгьютъ  шесть  самостоятельныхг 
цнтеграЛовъ  съ  шестью  независимыми  произвольными  постоян- 
ными и  безчисленное  множество  интеграловъ,  представляющихъ 
комбинащи  первыхъ;  произвольный  постоянныя  посл'Ьднихъ  суть 
так1я  же  комбинацш  независимыхъ  нроизвольныхъ  посто^шныхъ. 

Бъ  этому  надо  еще  прибавить:  что  любые  шесть  интеграловъ  мо- 
гутъ  играть  роль  самостоятельныхъ,  если  изъ  нихъ,  нутемъ  полнаго 
дифференцировашя  по  времени,  могутъ  быть  получены  дифференц1аль' 
ныя  уравнешя  (59),  какъ  указано  относительно  интеграловъ  (60). 
^ .  Если  найдены  будутъ  шесть  самостоятельныхъ  интеграловъ  диф- 
ференщальныхъ  уравнешй  (59),  то,  исключивъ  изъ  пихъ  а?',  у\  У, 
мы  получимъ  вторые  интегралы  дифференщальныхъ  уравнешй  дви- 
жешя. 

Наприм']^ръ  шесть  самостоятельныхъ  интеграловъ  дифференщальныхъ 
уравнешй: 

их /     йу г     йа г 


ах' 


[=4:     ^=^,    ^  — ^ 


йЬ       т     сИ       ш     (И       т 
суть  три: 

Л, ^       I Бш ^       I       С 


^'-й*  =  Ог,  У-1Ь  =  С.,  ^'-2<=Сз, (63) 


I  ио^уч1!В1!ые  више,  и  три  Е]ов1ле: 


По  ис1!лючен11!  у,  у,  г'  нзь  (63)  и  (64),  иы  цолучнит.  вторые  инте- 
|гралы  дн4>Фе1)евц1а1ьа1;1хъ  уравветй  призсЬра  4-го  подъ  сл'Ьдующиш,  ви- 
1дом'в. 

Въ  н^которнлъ  воррисахъ  южно  по^учить  всё  шесть  сажо- 

■  стоятельвыхъ  интеграловъ,  но  трудно  исключить  изъ  нихъ  х\  у,  г\ 
Г  тогда  совокупность  шести  первыхъ  интеграловъ  представляетъ  со- 
бою р'Ьгаен1е  вопроса. 

Во  всякояъ  случа*  полное  р'Ьгаен!';  какого-либо  вопроса  о  дви- 
|хеши  свободной  иатерьяльной  точкя  заключаетъ  въ  себ*  шесть 
гвезавясяиыхъ    постоявпыхъ   пропзвольнихъ  или  величины  к^,  Хо, 

|У0)    'о,    ^■1,   Уо,    Ий- 

Момеатъ  (о  назнваютъ  начи.1}.нымъ  моментомъ  времени,  хотя 
Еовъ  иожс-тъ  быть  вэятъ  гд'Ь  угодно  на  протяжен!»  всего  времени, 
^аншаехаго  разсиатриваоиммъ  двихен]еиъ;  величины  х„,  у^,  ^о 
■иаааваются  координатаии  начальнаю  положены  иатерьяльной 
Гточн,   а  величины  Хи\  уо,  з,,'  —  проэкщяяи  на  оси  координатъ 

■  начальной  скорости  точки. 
Въ  т-Ьхъ  случаяхъ,  когда  будетъ  возможно  и  нужно  для  упро- 

'  шея1я  фориулъ,  будеиъ  считать   время   отъ  вачальнаго  воиента, 

полагая  *о=0;  тогда   начальный   координаты  будеиъ  обозначать 

I  йуквави  о,  6,  с,  а  проэкц1и  начальной  скорости  буквами  «,  Р.  1. 

%  19.  Случаи  ирянолпн^'Гжыхъ  двнжрн1й  иатерьяль- 
иой  точки. 

Начнемъ  съ  разснотр'Ьп1я  т'Ьхъ  случаевъ,  въ  которвхъ  сила, 
^1[рвложенная  къ  иатерьяльной  точк'б,  ингЁетъ  неизменное  направле- 
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ше  въ  пространств*  и  начальная  скорость  параллельна  тому  же 
направлен1ю;  тогда  матерьяльная  точка  совершаетъ  движен1е  по 
прямой,  параллельной  этому  направлешю. 

Въ  самомъ  д'Ьл*,  если  ось  X  сд'Ьлаемъ  параллельною  этому 
направленш  и  проведемъ  ее  черезъ  начальное  положен1е  мате- 
рьяльной  точки,  то  дифференщальныя  уравнен1я  движен1я  будутъ: 

первые  и  вторые  интегралы  посл'Ьднихъ  двухъ  уравнешй  очевидно 
будутъ  сл'Ьдующхе: 

у=о,  ^'=0, 

потому  что 

Уо=0  и  ^о'=0, 
и  дал'Ье: 

7/=0,  0=0, 
потому  что 

Уо=0,  ^0=0; 

{следовательно,  матерьяльная  точка  будетъ  совершать  свое  дви- 
жен1е  по  оси  X 

Въ  оставшемся  дифференц1альномъ  уравнешй  движен1я  точки 

^^1^=^ --(65) 

вторая  часть  X,  выражающая  величину  и  :^накъ  силы,  прило- 
женной къ  точк*,  мижетъ  быть  функцтею: 

а)  одной  изъ  величинъ  (^  х,  х  , 
Ь)  двухъ  изъ  нихъ, 
с)  всЬхъ  трехъ; 

можемъ  поэтому  различать  случаи  семи  родовъ: 

1)  Х=ф(^)  4)  Х=ф(а;.  х)  7)  Х=ф(^,  гс,  %). 

2)  Х=ф(а;)  5)  Х=ф(ж',  I) 

3)  Х=ф(а;')         6)  Х=ф(^,  а-;) 


1И-15. 
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Случаи  1'Ю  рода: 

Первый  интегралъ: 

тх-ф{1)=^С;   ф{1)=   1  фЦ)с11. 

^^ 
Второй  интегралъ: 

тх—Ру*)  —  а=Т]   РЦ)=    I  ф{1)сИ 


'/ 


Завасииость  между  произвольпнии  постоянными  и  начальными 
«    обстоятельствами  дпижен1я: 

Иевлючмвъ  С  и  Г  изъ  перваго  и  вторап»  интеграла,  мы 
получимъ: 

^'=^о+^/фЦ)сИ (66) 

x=xо+xо(^—^о)+^  /  си  1  ф{г)си (67)  ^•^'  ^^ 

*0  ^0 

Прим'Ьры:  а)  Падете  матерьяльной  точки  вертикально  сверху 
внизъ  подъ  вл1яшемъ  силы  тяжести,  принимаемой  постоянною 
(ось  X  направлена  вертикально,  сверху  внизъ). 

Ь)  Движеше  тяжелой  матерьяльной  точки,  брошенной  снизу 
вверхъ  вертикально: 

тх=тд,  ^о=0,  л^о^О,  Хо= — а,  гд*  а>0. 

Определить:  высоту  поднят1я,  время  подъема  и  дальнейшее 
движеше  после  поднят]я  на  наибольшую  высоту. 
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Прим'Ьръ  6-й. 

Х^=^ткШ  ^^1^,  ггб=0,  :г'о  =  0,  ^о=0. 

^  =  2^^-42.)  ^^^Т' 

точЕа  совершаетъ  колебательное  движете  около  центра,  движу- 
щагося  равномърно  со  скоростью  2^^- 

Случаи  З-го  рода. 

тх=ф{х). 

Это  дифференщальное  уравнеше  иожетъ  быть  зам'Ьпено  сово- 
купностью двухъ  дифференц1альныхъ  уравнен1й  нерваго  порядка: 

с1х'       X/    \     ^Л?  г 

которыя  могутъ  быть  представлены  такъ: 

шМ ^ ,, 

Первый  интегралъ  дифференщальнаго  уравнен1я  втораго  по- 
рядка получимъ,  интегрируя  двучленное  уравнен1е: 


I    1        ' 


тхс1х=ф{х)с1х. 


Этотъ  интегралъ — сл-Ьдующ!!: 

ш{хУ'-2ф(х)=С,  ф(х)=  I  ф{х)ах. 

Второй  интегралъ  даннаго  дифференщальнаго  уравнен]я  вто* 
раго  порядка  будетъ: 


•      «' 
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Зависимость  медду  произвольными  постоянными  и  начальными 
обстоятельствами  двихев1я: 

т(хоТ-2ф{хо)=С 

Поэтому: 

^  =  {  «У+1  А(^)йа;  )  , (68) 


т 

я?, 
а: 


"Ипк/ж 


1-1о=[- ""-^ г (6») 


Хл        I         '     '  \2 


т{ХоУ  +  2  I  ф{х)€1х 


^0 


Прин'Ьры  а  и  Ь:  . 

ПрпФръ  7-й.  Х=[^^а;,  то  есть  сила,  действующая  на  ма- 
терьддьную  точку,  есть  сила,  отталкивающая  ее  отъ  начала  ко- 
ординатъ  О,  и  величина  ея  пропорцюнальна  разстоян]Ю  отъ  О. 

Положимъ 

<о=0»  ^о=«?  л;'о=а. 


^х)ах=к\х''—а\  А:=^. 


2         Г  Х.4^\Л 7.2/^2  .24.       7.1_-!^ 

т 
а 

Если   начальная  скорость  а  настолько  велика,  что  ^р>0,  то 
а;|  не  обращается  въ  нуль,  а  потону  и  не  н'Ьняетъ  своего  знака  во 


\и-\^. 
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время  движен1я;  въ  этихъ  глучаяхъ  движете  совершается  безъ 
перем'Ьны  направлешя  въ  одну  и  ту  же  сторону  оси  X,  а  именно 
въ  положительную,   если  а>0,  и  въ  отрицательную,  если  а<0. 

Если  же  р<Оу  такъ  что  можно  положить:  р= — п^,  то  вы- 
ражен1е  для  х   будетъ: 


X 


:=:2]сух'^  —  П': 


оно  показываетъ,  что  наименьшая  величина,  которую  можетъ  им'Ьть 
х^^  есть  >г^  то  есть,  что  матерьяльная  точка  не  можетъ  прибли- 
зиться въ  началу  координатъ  на  разстоян1е,  меньшее  п;  когда  х 
будетъ  равно  1^щ  тогда  скорость  сделается  равною  нулю  и  поел* 
этого  направлен1е  движешя  перем'Ьнится. 

Дал*е: 

X 

''     и. 


Ух^-\-р 


а 


ИЛИ 


1о^ 


отсюда 


=Ы-  x+\/x'+р=[а  +  ^)е^\ 


>-ы 


1 


а  + 


к 


х—У  х^-\-р 

Х+У  Х'^р  ~     ^2 ^ 

к* 


а 


(70) 


ж— 1/ж-+^=(а  — |)е 


:-Ы 


(П) 


Сложивъ   равенства   (70)   и   (71),   мы  получимъ  следующее 
выражеше  движешя  точки: 


~  2  '   к  2 


(72) 


Эта  формула  можетъ  быть  представлена  въ  бол'Ье  сжатой  форм'Ь, 


10  въ  разли^гаокъ  вид'Ь,  снотрл  аото11;г,  каковы  знаки  всличнн-ь 
НЙ+а)  Я   [ак — а). 

а)  Еслв  эта  велвчивы  имЬютъ  идинаковие  знаки,  то,  оолижавъ: 


10Ж8въ  представить  выралише  для  х  такг: 


!^(/Чв-'");  в=<- 


Такая  зависимость  х  отъ  ^  изобразится  графически  кривою 
I  литею  такого  вида,  какъ  на  чертеже  1-въ,  если  язобрахать  I 
а1$цисса1и,  а  х  ординатаки.  Вся  кривая  находится,  или  ва  сто- 
[  рон^  положитсльныхъ,  или  да  сторон'Ё  отри1[ательныхъ  ординатъ; 
[  0N  изображаетъ  т,  т.-е.  момевтъ,  въ  который  точка  находится 
I  въ  кратчабшенъ  ра8стояв1и  отъ  начала  координагь. 

Ь)  Если  знаки  вншсупоиянутыхъ  вели'шаъ  различны,  то  поло- 
жи въ: 


■  ■ожевъ  представить  внражен1е  для  я  такъ: 


Такая  зависвмость  изобразится  кривою  такого  вида,  какъ  на 
чертеже  2'Нъ.  Двихев1е  совершается  со  скоростью,  не  ази'Ёнлющею 
своего  направ1ен1я;  въ  моиентъ  ОК=Э  точка  проходитъ  черезъ 
начало  коордиватъ. 

с)  Если 

ак—а  =  0, 
то  тогда 


—  ве- 
то есть  точка  асопптотичееБИ  удажяется  отъ  нашига  коордпатъ 
БЪ  безконечность. 

4)  Бели 
тогда 

то  есть  точка  ассимптоткчески  пркближается  къ  началу  коордижтъ. 
Прим'Ьръ  8-й. 

Х= — \^х^  <о=0,  Жо==а,  х'о=а; 

> 

то  есть  сила,  действующая  на  натерьяльную  точку,  есть  дрнтя- 
жен1е  къ  точк-Ь  О,  пряма  пропорщональное  разстояшю  отъ  нея. 

Въ  этомъ  случае 

такъ  какъ  скорость  должна  им'Ьть  во  всякоиъ  случа'Ь  дМстве- 
тельное  значеше,  то  а^  не  можетъ  быть  бол4е  д'^  и  когда  x=I^^^ 
скорость  обращается  въ  нуль. 

Дал-Ье 

X 

ИЛИ 

агс  8т  - — агс  ЯП -=ш<; 

откуда. 

-  =  8Ш(^ш<  +  аГС  8Ш  -1  =-  С08  <!>Л ^-- 8111  шГ ; 


1/;^с:т»^®^ 


сл'Ьдовательно 

а 

(О 


Ж=аС08а)<  +  --8Ш<!>< (73) 


Это  внражеше  могло  быть  получено  прямо  изъ  внражен1Я  (72) 
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черезъ  зим-Ьщен^е  величины  к  величиною  гш,  гд*  *=>^  —  1;  кров* 
того,  оно  согласуется  съ  вырахен1е11ъ  (45,  а),  уловлетворявщииъ 
тому  же  саяоиу  дифферевцхальноиу  ураваешю. 

Изъ  вырахеша  (73),  а  еще  лучше  изъ  ворахеш: 

x=^в^а^<а^+с)■,  с=агс8т^ 

видно,  что  точка  совершаетъ  пер1одвчесБое  колебательное  движе- 
ше  около  начала,  О,  отклоняясь  на  разстоян1я  +2  и  — }  по 
04^'Ь  стороны  его;  полный  цер1одъ  колебан!я  равенъ  2Т,  гд!: 


.  (73  Ы8) 


Случаи  3-го  рода: 
тх"=ф{х'). 

Это  дифферена1альвое  уравнение  2-го  порядка  можно  зан'Ь- 
нить  двуяя  дйффоренц!ал1>нш1и  уравнеа1лии  перваго  порядка,  ко- 
торая южно  представить  такъ: 


=^=й(. 


Въ  случаяхъ  этого  рода,  смотря  по  овстоятельствавъ,  иожно 
ропать  вопросъ  различными  сиособаии. 
А.  интегрировать  уравнение; 


■•♦7?;=* 


Если  ивтегралъ  его: 


(+С,  . 


-(Т« 


I  юхеть  быть  рЪшенъ  относительно  х ,  которое  выразится  в'Ькото- 
рою  функц1ею  '^  отъ  ((+С1),  то  второй  интегралъ  даннаго  даф- 
ференц1альваго  уравнен1Я  будетъ: 


/ 


Ц1+с,)(и=х+с,. 


(75) 
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В.  Интегрировать  уравдеше:^ 


•; 


Если  днтеградъ  его: 


можетъ  быть  р^шенъ  относительно  х^  которое  выразится  неко- 
торою функцхею  ^  отъ  (л:+ф,  то  второй  интегралъ  даннаго 
дифференц1альнаго  уравнен1я  будетъ: 

^(а?+а,)~*^"^1 (77) 

с.  Второй  интегралъ  можно  получить  или  разснатривать,  какъ 
результатъ  исключен1я  х  изъ  интеграловъ  (74)  и  (76). 

Прим4ръ  9-й. 

Х^=^тд  —  ткх. 

Если  положительная  ось  X  направлена  вертикально  сверху 
внизъ,  то  такимъ  образомъ  будетъ  выражаться  равнод'Ьйствующая 
изъ  в'Ьса  матерьяльной  точки  и  сопротивлен1я  воздуха,  если  при- 
нимать последнее  пропорцшнальннмъ  первой  степени  скорости. 

Въ  этомъ  прим'Ьр'Ь  можно,  кром'Ь  предндущихъ  прхемовъ, 
прим'Ьнить  сл'Ьдующ1й. 

Одинъ  изъ  первнхъ  интаграловъ  даннаго  дифференцхальнаго 
уравнешя  втораго  порядка: 

х-^д  —  Тех 

будт  слйдующШ:  \ 

х-^дЬ—^кх^С 

или 

X  —7л^=^дЬ — Цх  —  а). 

Другой  получится  по  формул*  (74)  *  будетъ: 


ы+Си 


Исиючввъ  х  изъ  эти1ъ  двухъ  интеграловъ,  мы  получвкъ 
реауитагь: 

'■+1'-К|-«)  (!-'=-*') (78) 

Эт&  формула  пригодна,  Еакъ  для  восходлщаго,  такъ  и  для 
исходящаго  дваи11я  жатерьяльной  точки;  первое  им1;етъ  м-Ьсго 
только  при  п<0  и  продолжается  только  до  моиевта: 


^^-М^-^] 


въ  который  скорость  обращается  въ  нуль  и  съ  котораго  начинается 
'  нисходящее  двихенье.    Во  всякоиъ  сл^чйЬ  скормть  съ  течен1е1ъ 
^емени  ассииптотически  пряблидаехся  въ  пределу   +|'*)- 

Прин^ръ  10,  Прянолинедкос  цвяжецЕе  тяжёлой  натерьяльвоП  точки 
[  м  сред^.  сопготнвлен1е  которой  »ропори,1011адьво  куЛу  скорости;  воэ||и|1н- 
I   К18Втъ  ео11ротивлеН1Я  (.'реды  оаначит.  черезъ  тдк^. 


=тд~ 


т/(1сх'У. 


Изъ  дифферешцЕиьнахь  уравненЦг 


Л' 


I  смтавииъ  сл'!)Д}ющее; 


•1  Изобразввъ  зависимость  (78)  графически,  получимт.  кривую,  изобра- 
I  кевнуж)  на  чертеж*  3-мъ;  випуилосгь  этой  кривой  постоянно  обращена  къ  оси 
гаСцвссъ;  она  им'Ьетт.  ассимптоту,  наклоненную  къ  оси  а6цнссъ  ппдъ  угломъ, 

Р:НЕгёнсъ  котораго  есть  у,  х  ия-Ьетт.  наименьшую  велпчпну  въ  точ1е*  М. 
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интегралъ  котораго  есть: 

2         ^    /2Ь;Ч-1\ 


^3 


лгс1ё{Ц^}-=дЩ-Ы)+Сг (79) 


Полагая  ^^=0у  Хо=:а,  л?(»'=а,  полуадмъ,  ддя  опред'Ьдешд  С,,  ра- 
венство: 

2  .     /2Ь+1\      ^  ,2 

71  ^гс1«  [-у^^) = 4  — й'Га. 

По  исключевхи  С^^  равенство  (79)  получитъ  сл^дующхй  видъ: 

€^(,_ф_а))=агс*в'-^-агс*в^  . , . .  (80) 

Для  получен1я  другаго  перваго  интеграла  мы  составимъ  сл'Ьдующее 
дифференщальное  уравненхе: 

интегралъ  котораго  -*  сл^^дуюпцй: 

^о§^^^.=  Щ(Ь+кх)  +  С,, . . .  , (8<) 

ИЛИ 

гкд{1+Цх-^а))=1оЕ'0Щ,-1о8'^Е^. ......  (82) 

Совокупность  первыхъ  интеграловъ  (79)  и  (81),  или  (80)  и  (82)  пред- 
ставляетъ  р'1^шен1е  задачи  о  движенхи  тяжелой  матерьяльноб  точки,  бро- 
шенной вертикально  вв^хъ  или  внизъ  и  движущейся  въ  сред*]^,  сопро- 
тивляющейся пропорцюнально  кубу  скорости;  въ  самомъ  Д'к!^^,  по  форму- 
ламъ  (80)  и  (82)  ыожемъ  вычислять  ^  я  х^  соотв^тствующ1я  различнымъ 
скоростями. 

Но  можно  исключить  х'  изъ  этихъ  интеграловъ  и  тогда  получимъ  вто^ 
рой  интегралъ  въ  вел'Ь  зависимости  между  величинами: 

^='Удк{1  —  к(х-а)),  '^=^-^{ь-\-Цх  —  а)), 

и  этотъ  же   интегралъ  можно   получить  черезъ  интегрированхе  уравнетя 
(80);  результатъ  будетъ  сл'Ьдуюпцй: 

С08  5-  ^±|^/3  8ш$=е-'1 (83) 


•V*""?? 
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Дда  оп11ед'!>ден1л  хонеЕТ»  <,  и  поаожешн  я',  11аи(>ольшаго  подмен»  на- 
!  терьяльяов   точки   при  отрип&тельной   начальной  скорости,  подожинъ  въ 
[  раинствахъ  (80)  и  (82)  х'^л  и  а=: — п,  гд*  «  озвачасп.  тюложнтельную 
ПЕорос11<;  иаъ  7ИХ1>  подринъ  сз^дующи  выражен])!: 

(85) 


-(I, 


>'=г^К"-'^^^^'-+»'Загс^| 


2-кп\' 


Прин'Ьръ    11-й.   Тяжелая   натерьяльная   точка  движется  вг 
еред*,  сопротивлете  которой  прппорц1ональн'*  квадрату  скорости. 
Въ  это1ъ  сл'Г'ча^  А'  варазится  неодиааБовыи'ь  образонъ  при  па- 
ден1ж  точки  сверху  внвзъ  и  при  подъем*  снизу  вверхъ: 
при  падеши  Х-=т(д — }с(хУ), 
при  подъем*  Х='т{д-\-к\х)'). 
Дифферевц1альЕЫя  ураввев!я  двихевЫ  будутъ: 
при  паденш  х=^д — {кх)*, 
при  подъев*  х=д-^{кхУ\ 

разница  между  вим  только  въ  знак*  у  Тс',  поэтому  мы  йудеиъ 
[  интегрировать  только  уравнеюе  для  падев1я  точки,  я  чтобы  пе- 
I  рейти  къ  подъему,   должны  будснъ  подставить  въ  результатъ  1к 

(гд*  г=|/ — 1)  вм-Ьсто  к. 
Интегрировать  уравнеше 

х~д  —  {кх)' 

'  южно  по  вслБоиу  взъ  указапвыхъ  способовъ;  по  способу  А  сна- 
чала получимъ  интегралъ; 


/.- 


=<+с„ 


оотииу  что  дробь,  стоящая  подъ  знакоиъ  интеграла,  иохегь  быть! 
разложена  сл^дующииъ  образомъ: 

Предыдущее  равенство,   нрн  полокенхя  ^о=0,  ж'=о,  даегь  ' 
'-+^-1+^>'      (эд| 

гд*,  для  Ераткости,  введены  обозвачеш: 

Р4шввъ  равенство  (86)  относительно  х,  цолумтся  уравнен1е: . 

которое   легко   интегрируется   и  даетъ  второй  интегралъ  диффе- 
реац1альваго  уравнев1л  двихешл: 

ИЛЙ 

а-=а  +  р  1оё  (со5 Ш  V д)  —  у=  г  81П {Ш  V д)\ . 
По  способу  В  иы  должны  начать  съ  интегрировашя  уравнен1я: 


продолжая  дальше,  иы  придемъ  къ  тоиу  же  самому  результату  (87).1 

Чтобы  полуяить  внражеше  для  Д11яжса1я  снизу  вверхъ,  ващ! 

ПОЛОЖИТЬ  скорость  я  отрицатмьаою  и  заи'Ьнать  к  черезъ  гк,  т 

выражение  (87)  прииетъ  сл'Ьдующ1й  видъ: 
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х^а—1,1аё{чт(ЫУд)-^^вЫ1аУ~д))  .....  (89) 

тавлено  я= — п. 

1ств()  (88)  врв  дввхе91И  еаиз;  ввер&ъ  зам'Ьндотсд  м'Ь- 
дующимъ. 

^Ш  р  +  {кпГ~^  ^^"' 

^Н  Наибольшая  высота  определится  изъ  аосл'Ьднлго  равенства,  оо- 
^Ндохивъ  въ  нснъ  а:'=0;  означнлъ высоту  поднлти  (а—х,)  черезъ к. 

Н  I  +  '^'^„'=^"' (91) 

^Н       Двихев1Ё,  совершаемое  натерьяльною  точкою  во  достихен1н  ею 
^НнаибольшеЯ  иысоты,  выразится  уравнеишии  (86)— (88),  если  под- 
^Нстави1ъ  ьъ  нихъ  (^— 'О,  ^  и  нуль  вместо  ^  а  и  а. 
^Н       Скорость  V,  съ  Еоторою  то9ва  возвратится  въ  положея!е  х-=а, 
^НопредФлвтся  изг  (^8): 

Н  1_  ^',,'=^а*^,-«)=е~2^-'л. ^92) 

^^■4Корость  эта  оказывается  меньшею  п;  въ  саюкъ  Д'Ьл'Ь,  изъ  (91) 
^^■)[  (92)  получимъ: 

■ 

^^Н  □рцш'Ъръ  12-^1.  ПрнноливебЕое  дввжеше  тяжелой  натерьяльиой  точки 

^^Н^хъ  сред^,  со1[рат1Шлеи1е  которой  вораяиетга  сунною  двухъ  чденовъ:  од- 
^^Ияого,  про11ора1»налыи1го  нервов  степени,  др^гаго,  ироиорщовальваго  второй 
^^Н  степеии  скорости. 

^^Н  Предполагаи  движение  точки  сверху  вн1[зп>,  наппшеиъ  днфферевшал!.- 
^^^Бвое  }раввев)е  движивш: 

^Н  тсс"-=т{д  —  2кх' —  (^)У, 

^^Ж  до  мы  иожеиъ  этон^  ЗФ'^вкеви)  придать  также  сл'])Ду10Щ|Г|  внд'ь: 

Н  ^-я+^.-  ''■е')' (.ва\ 
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гд$: 

Дифференщальное  же  уравненхе  (93)  отличается  отъ  перваго  изъ  диф- 
феревц1альнт'^  7равябн!й  предьосущаго  11р11М'!Ьра  только  воэффт^ентами  и 
8начен1емъ  зависимой  переменной,  во  не  видомъ;  а  потому  ссндя^емея  ва 
ре^у^ьтаты  11-го  примера. 

Въ  случаяхъ  4 — 7  нельзя  дать  общжхъ  лравилъ,  хотя  въ 
н'Ькоторыхъ  вада'тагь  можетъ  бнть  произведено  одно,  а  въ  дру- 
гихъ  и  два  интегрирован1я;  нв  приведемъ  зд^Ьсь  несколько  прП'Ь- 
ррвъ  танихъ  задачъ. 

Изъ  случаееь  4-го  рода: 

ПриагЬръ  1^й»  Мате|>ья1ьная  точЕа,  притягиваемая  къ  началу  коор- 

*  

динатъ  силою,  пропорщональною  разстоян1ю  отъ  него,  движется  по  оси  X 
въ  сред*]^,  сопротивлете  которой  лропорц1онально  скорости  точки. 

Этотъ  частный  случай  примера  3-го  мн  разсмотримъ  зд'к^ь  подробн']^е, 
ч^мъ  въ  §  18. 

Дифференц1альное  уравнен1е  движешя: 

тх  =  —  2ткх  —  т\х 

представимъ  такъ: 

эат^нъ  помножтъ  об^  части  равенства  на  е  въ  степени  Ы  и  овначимъ 
прои8веден1е  изъ  9  на  эту  степень  е  черевъ  %  тогда  днффвревцхальное 
Травнеше  получитъ  сл^дуюпцй  видъ: 

?"=(*'— X)?;  <9=хе^\ 

а  это  есть  дифференщальное  уравнен1е  примера  7-го  или  8-го,  смотря  по 
тому,  каковъ  знакъ  разности  (А;*— X). 

а)  Если  (А;*— X)  есть  величина  отрицательная,  то,  положввъ: 


А*— Х=» — О) 


3 
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прнм^нимъ  формулу  (73Х  хотораа  въ  этомъ  сдучаД  получцтъ  сд^дуюпЦй 
видъ: 

^= <р^  С08  (!><+—  81П  а><; 
НО,  таЕъ  какъ: 

то  искомое  внраген1е  дм  я?  будетъ  им'Ьть  сд']Ьдующ1й  видъ: 

х=е   **(аго8(*Кь=Л*)+  ^^пЫЦ^У^^).. . .  (94) 

Движен1е,  выражаемое  атимъ  уравяешемъ,  есть  коле6ател[ьное  съ 
уменьшающимися  размахами;  сумма,  заиюченнал  въ  большихъ  скобкахъ, 
изм1няется  пер10дичесви,  такъ  что  въ  моменты:  #,  ^-|-2Г,  ^+4Т,  Ь+бТ, 
и  т.  д.,  она  им'Ьет'ь  одну  и  ту  же  величину,  если  Т  есть  сл'Ьдуюпцй  проме- 
xуток^  времени: 

^=-РЙр--- (»^Ь1з) 

Въ  9ГИ  моментн  х  будетъ  им1ть  сл1»дующ1Я  величннй: 

Ае-^\  Ле-^К  в-2*^,  Ае-^.  е"**^,  Ае"'^.  .-«*^, . . . 

ТА^  А  есть  величина  упомянутой  суммы  въ  моментъ  Ь, 

Отсюда  видимъ,  что  величины  х  для  этихъ  моментовъ  уменьшаются 
м  геометрической  арогреосш,  отношен1е  которое  есть: 


в"""";    Т= 


КГ--Р 


Чертежъ  4-й  нзображаетъ  заковъ  и8М'Ьнен1я  х  съ  течешемъ  времени, 
выражаемый  формулою  (94). 

Ъ)  Когда  А;'=Х,  формула  (94)  приМ]етъ  сл'ЬдуюпЦй  вцдъ: 

а?=в"**(а+(аА+а)0, (95) 

потому  ЧТ01,  дри  А;'=Х: 


со8(^»/х-=:^)=1/^2^^=^ 


—  7в  — 

Идъ  форхулн  (95}  получишь  (^дующее  выражеахе  е]&0|юсти: 
изъ  вотораго  видно,  что  скорость  обращается  въ  нуль  при  ^=^1 


ж  при  ^  =  оо. 

. ;  л  >Въ  моле&1ъ  ^,  косфдината  х^  вырадается  тав;ь:. 

1 

Формулу  (95)  можно  преобразовать,  дъсл']^ующему  виду; 

х=Хге~''^ (1  ->г'Щ\  Ь—1—11 (95  Ыа) 

.  Ш,  чертех'б  5-иъ  проведена  кривая,  изображающая  законъ  изн^ие- 
н1я  X,  выражаемый  формулою  (д5)  или  (95  Ыз);  наивысшая  точка  М  соот- 

в']Ьтствуетъ  моменту  ^];:Л]^  ^:^^^^^-^^  то^ша  проходить  черезь  начало  косф- 

динатъ,  а.  при  ^=:^^+:=-^  кривая  им^^еФЬ  точку  перегиба. 

с)  Бели  (А;*-— X)  есть  величина  положительная,  то  выражен1е  (94)  по- 
лучить сл']&дуюпцй  ВИД1»:   ' 

х=е-^\аш{и\/^^'^^р^^&т(иУ1^^)^ .  •  (96) 


или: 

X 


—  (Д^+а)Г^У^  -'^ар+а)е—й* /д^  ^^^дЧ 


гй  |)«Л^>'^  — X  и  21=*+^  Л*— X  суть  дв4  положнтельння  вели- 
чины. 

Въ  т^хъ  вопрбсахъ,  вь  Которыхь  фунвщя  ф  (^,  я/)  им'!Ьеггъ  сл']^дующ1й 


видь: 


Ф(«У)=^Д^)+(^Т?(^), 


всегда  можно  найти  первый  интеграль  дифференщальнаго  урайнен1я  дви- 
жешя;  вь  самомь  д^']^^  это  уравнеше: 


-(х')'-Цх)=Цх), 


-2и'Г(,х)=2/{х),  1(=(а;')'; 


5  это  есть  о[)Ыкнойевяое  ^танеЙ1Iое  днфферекцтальноо  у1твнен1е  первого 
рлдка,  р1|шен|е  которого,  члкъ  изв'ктно,  еегь: 


(х')"=и=в'"''"(С+ 


^'Дх^х), 


(97)4 


»Лт. 


Прнм^ръ  Ы-й.  Матсрьлльнаи  точка  притягивается  къ  вачалу  коорди- 

кВтъ  сплою,  пршю  пролортяльиою  ра-'№толшю  птъ  него;  ллпжен1е  е^!  про* 

(ХОДИТЬ  №.  сред'^,  плотность  котороВ  обратно  пропора1ова.11.па  |>азотойН1ю 

начала  координагь;  эта  среда  оказываетъ  движеи!»   соаротаваев)в. 

Ю11орц1овальное  плагности  и  квадрату  скорости. 

Начальное   положр|11е  точки  иа  положительной  оси   X  въ  разстоянш 
\  ОТЪ   нач&ла   коордпаатъ,    оача.1ьная   скорость   равна   нулю,    011ред1аить 

&ь  этонъ  припер*  Да')=— |1'з;,  функц1я  же  ?  равва 

I  точка  наюлнтсл  ньь  положительной  оси  X  и  скорость  еа  наоравлева 
ъ  началу  коордиватъ. 

По  фориул'Ь  (97)  составямъ  равенство; 


(!')•= 


'О- г, 


иьныиъ  обстоятельствам  1.  двяжеии;  окажется: 


—  78  — 

По  извлеч[еши  корня  и  по  отд^ккенхи  перем']ЬнвнхЪ|  подучимъ  дкффбт 
ренщадьное  уравненхе: 


интеграгь  котораго: 

агс  СОВ  (^)     =  ^^1^''  1  —  к 

даетъ  нанъ  выражеше  двихевхя  точки: 


ж=а  (со8 1^1^  1  —  к) 


1-к 


Движен1е,  начавшееся  въ  монвцтъ  ^=0,  кончается  въ  моментъ  Т: 


въ  дтогь  мокевтъ  зочка  приходить  въ  вачам  хоордцватъ  и  скорость  ея 
обращается  въ  нудь=  Нав1больн1ав  скорость»  которую  им']^етъ  точка  во  время 
двиаЕвв1я,.  равна: . 

12(1— Я;)/' 

а\^.к 

1 

Дзг  случаееъ  У-го  рода: 

Прюг1ръ  16.  Матерьялъная  точка,  движущаяся  по  оси  X,  притяги- 
наёФсА  1^  10^^  Ю,  ко!горая,  )а  свбю  очередь,  движется  по  той  же  прлмой 
по  сл^ующеиу  закону: 

сила,  притягивающая  иатерьядьную  точку  къ  то^^  Ю,  пропорцюнальна 
разстоян1ю  отъ  нея,  притохъ  движеше  происходить  въ  неподвижной  сред*]^, 
оказывающей  оопротивде^е^  пронорщонадьвое  евороото. 

Очевидно,  дифференцхальное  уравнеше  движетя  будетъ  следующее: 


~ГГ- 


х" -\-2кт' +)л=9{1);  Т(0=Ц(«); 
интегрирован  10  его  ве  11|)едставитъ  штруднетй,  если  11зв1№тсяъ  кил'ь  ф^нк- 

11рП1г1ръ   16.  Задан1е  отлячается   отъ  задав1Л  предндущаго  примера 
ктЬжь,  что  к  я  >■  1'у''^  Фувкцш   вренонн,   удовлетворяют^   сл-Ьдующену 


!(()-*'№ -'^  =  »Л 


(99) 


гд-Ё  п  есть  везачива  [юстолннан. 
Полохивъ: 


^г=Ес~«*",    0(0: 


■/ 


Ш(и 


\  ж  оривлвъ  во  ин11!1зп1с  услов1е  (99),  мы  ирив^ленъ  двфферевщааьное  урав- 
«ше  къ  сд'кдующеиу: 

Прим'Ьръ  17.  Днфференщальаое  уравненде  двикеша:' 

»"+:1!№)  +  Л'(()  =  0, 

I  гд-Ь   /*  и    X   суть   дв'Ь    функиДн   вреиевв,    удовлетворающй    сл'Ёдующену 
I  ^словио: 


/  ,  1*_2,,. 


.  (100) 


-  величина  иостояалал . 
Полоаквъ  въ  дифферевц1а1ЬВ011'ь  уравыев1в:  цПпП     I(V    " 


гд1   1^  ^^^   Функидя  вррмевв,  удовлетворяющая  дифферен1цальвоиу  урав- 
Евя!Ю  перваго  порядка: 


♦'+'!'' +♦/■+*'= о,. 


.  (Ю1) 


Ь^НН  водучамъ,  для  оаред'Ьлен!а  I,  следующее  диффереищадьное  уравнен!е: 
'        Ч"+(2Ф+/)б''=0 ^№^^4 


й-*^1*' 


Днфференц1альнов  уравнение  (101),  па  освонпн1н  у('.^ов^^1  (10;)),  и 
быть   проведено   къ  тшшиу  виду,  при  которокъ  11е])е||1''ипыя  иогутъ  Й 
отделены  и  интегрирование  произледеао;  окажется,  что;     . 

^^=^п>.  +  \^1—п\о1ё(у\  —  п    I  ХЛЬ\; 

зат4иъ    проиитегрпруется   уравнен1е    (102)  и  найдется  сл*дуи>Щ1Й  р« 
тахъ: 


х=Сё~''^ш  {Г+е(/1  — п' 


/);  в=  (и 


Въ  тклъ  юпросахъ,  которые  требуютъ  внгегрнроваЦ1Л  днфференц1я: 
ваго  ураввев1в: 

а:"+ж'ДО-'-(я:Т9Ы=0 

всегда   иожеть    быть    найденъ    первый    интегра.п.;   въ  самонъ  Д'Ьл'Ь,  И 


■Р.      •' 


мм  приведс^мъ  дифференциальное  ураввеше  къ  сл'Ьдуюшеиу; 

5'  +  {/И=0; 


Х'^Ы';    +=  —    /  Т(1)А1:—    /  /-(О* 


1 


(Ш) 


§  20.  Вопросы  Обь  олред'6л«н1я  крнволнвейнаго  днн- 
жев1я  свободной  иатерьяльвой  точки,  въ  которыхъ  важ* 
ДОС  нзъ  диФФеренц[альиыхъ  уравнен!»  втораго  порядка 
интегрируется  отдельно. 

Переходя  еъ  задачанъ  и  вооросанъ,  отЕОсащвнся  еъ  Ериволи- 
аейныиъ  двнхешяиъ  матерьялъныхъ  точеЕЪ,  иш  прежде  всего  упоия- 
яемъ  о  т'Ьхъ  случалхъ,  въ  воторыхъ  опред*лешв  двикешя  по  каждой 
иаъ  координагь  иожетъ  быть  произведено  въ  отдельности,  то  есть, 
когда  каждое  нзъ  дифференц1альвнхъ  ураБнен1Й  втораго  порядка 
эакдючаетъ  время,  только  одну  изъ  координатъ  в  ел  проиэводныя. 


» 


Къ  числу  тавихъ  ел;чаевъ  принадлежать  т'Ь,  которые  при- 
|девы  въ  §  ]  8  оодъ  на^вашекъ  прия'Ьровъ  3-го,  4-го  и  5-го; 
таиъ  получены  ихъ  интегралы,  зл'Ьсь  остается  показать,  Еааовъ 
видъ  траэкторШ. 

Въ  прин'бр'Ь  4-мъ  сила  вм^етъ  невамЪнаоо  нанрй8лен1е  и 
Пост1»янную  величину: 


Расположимъ  оси  координнтъ  такигь  образомъ,  чтобы  ось  У 
была  параллельна  направлению  силы  Р,  чтобы  начало  координатъ 
совпадало  еъ  начальяынъ  положенкхъ  движущейся  точки,  чтобы 
.чальная  скорость  заключалась  въ  плоскости  ХУ  и  чтобы  эта 
}аорость  составляла  острый  уголъ  съ  осью  X;  тогда  дифферен- 
;1альныл  ураввев1а  движевЫ  будутъ: 


-=-Р,  »'й=0; 


(/;> 


1аачальныя  обстоятельства  движеН1я: 

а  — О,  4  =  0,  с=0,  Т=0; 
^овтожу  вторые  интегралы  будутъ  сл4дующ1е: 


:',  Л-Т+?'.  «-0;, 


■  (101) 


1д4оь  д  подставлено  виФсто  частнаго:  (Р:  т). 

Ураввея1Я  (104)  отличаются  отъ  уравветй,  приведенныхг  на 
рр.  7-Е  кинематический  частв  (ирим'Ьръ   3-й),    только  знакоиъ 
^ередъ  произведешемъ  ^1. 

Озяачивъ  черезъ  -оо  величину  начальной  скорости  и  черезъ 
К+ш) — уголъ,  составляелый  ею  съ  пол^.^жительною  осью  У,  ик 
1(9дучинъ  сл'Ьдующее  изв1!стнос  уравпеп1е  параболической  траэк- 
Юр111  тяжелой  матерьяльной  точки,  брошенной  въ  пустот*  Еодъ 

&ГЛ01Ъ   О)    КЪ    горизонту: 


И1-10. 


82   — 


Въ  првм^Ьр'Ь  5-мъ  мы  ограничвмся  указанхемъ  на  видь  траэкторш  въ 
томъ  сжуча*,  когда: 

Х1=Х2  =  Хз  =  Х; 

т.-е.  когда  на  точку  д'Ьйствуетъ  притяжен1е  къ  началу  координатъ  пропор- 
ц^она^[ьное  разстоян1ю  отъ  него. 

Въ  этомъ  сдуча'Ь  дифференц1альныя  уравпенк  движен1я  будутъ: 

> 

они  сохранять  тотъ  же  видъ,  если  мы  перем']^нимъ  направлен1я  прямо- 
угольннхъ  осей  какимъ  бы  то  ни  было  образомъ;  то  есть,  если  мы  отне- 
семъ  движущуюся  точку  къ  другимъ  неподвижнБШъ  прямоугольнымъ  осямъ 
г,  X,  Ъу  им^ющимъ  то  же  самое  начало,  то,  въ  новыхъ  координатахъ  €,  г),  С 
дифференд1альныя  уравнен1я  получать  тотъ  же  самый  видъ: 

^^,— —  XI;,    ^^3 Х1Г),    ^^,_  — хс. 

Возьмемъ  за  плоскость  2  X  ту  плоскость,  проходящую  черезь  на- 
чальное положеше  точки,  которая  заключаетъ  въ  себ*]^  направлен1е  на- 
чальной скорости;  тогда  Со  =  0,  Со'  =  0,  а  потому  выражев1я  (45)  будутъ 
сл-Ьдующхя: 

^  =  $оС08х&  +  — 8Шх& 
1Г|  =  Г1^С08х8  +  ^8Шх& 

С=0. 

Т1)аэктор1я,  заключающаяся  въ  плоскости  2  X,  есть  эллипсъ,  центрь 
котораго  находится  въ  начад-Ь  координатъ  (см.  въ  кинематической  части 
на  стр.  50  задачу  5-ю). 

Если  въ  нрим']&р^  3-мъ  возьмемъ  случай: 

то,  подобно  какъ  и  въ  предыдущемь  прим-Ьр-Ь,  уб-Ьдимся,  что  траэктор1я 
будетъ  кривая  плоская;  допустимъ  прямо,  что  траэкторхя  заключается  въ 
плоскости  X  Уу  тогда  выражешя  (46)  примутъ  сл-Ьдующхй  видь: 


%с03а/  +  а,ЗШа/),   11=^е    "(б  СОй  Е;  +  р191п  е^), 


^=у\—и\  71=- 


Ь  суть  «оордниаты  пачалнтго 
>.  скоросл!  на  0:;Н  КООрдННИГ!.. 

Чтобы  уяпнить  сиб*  дн1шен1е  т 
^  (^11  ^1)1  движущуюси  но  аакону! 


—  ирф.шши  начальной 


1  М,  представииъ  себ-Ь  другую  точку 


,  видно  11зъ  предщущаго  (а-го)  примера,  точка  N  будеть  оинеивать 
[  в'ЬЕОПриб  Э1ЛВ)1('Ъ,  ии-Ьюимй  цевтрг  вь  пачал!:  коордивптъ. 

Точка  М  будетт.  находиться  ва  раД1усЬ  вектор*  точки  Д  но  будоть 
I  лссннптотичеь'ки  ирнйлижатыя  къ  началу  коордпнатъ,  такъ  что,  если  чореаъ 
I  р  и  р,  оаначимт.  длипы  ралусовт.  векторовъ  ОМ  к  0N,  то  будеть: 

_     -ш, 

Гсл^дователшо,  точка  М  описываеть  воцругъ  начала  коордкиать  н'Ькотарую 
[соврадь  логариомическаго  характера  (черт.  6). 

Прии'Ьръ  18-8.  Движение  точки  при  д'Ьаств1и  силы  тяжести 
въ  сопротивляющейся  оред-Ь,  сопротивлен1е  которой  иропорцю- 
нально  исрвоб  степепи  скорости. 

Ось  2  расположймъ  вертака.1ЬН1)  снизу  вверхъ,  то  есть  про- 
тивоположно напраклен1ю  силы  тяжести.  Начало  Еоординатъ  со- 
ви'Ьстинъ  съ  начальиыиъ  полохептснъ  точки  и  ось  У  направияъ 
такъ,  чтобы  вачальная  скорость  заключалась  въ  плоскости  У2. 
I  *Гогда  начальння  обстоятельства  движеа1Я  будутъ: 

({,=0,   Я=0,   6  =  0,   С  =  0,   а  =  0.   |3  =  г)осоз9о,   7  =  ^0810  9и, 

тд*   «о   означаетъ   начальную  скорость;    Ва  —  начальный  уголъ, 
■составляемый  скоростью  съ  осью   У;   съ  осью  %  она  составлястъ 

,_згои  (|-а). 


—   84 


дифференц1альнихъ  уравненШ  движен)я: 


Иаъ  трехъ 


АР 


=—ш{1}+к^^ 


первое  даетъ,  ва  ог.новаа1и  начальныхъ  услов1Й,  результатъ  х=0^ 
выраяающ1й,  что  двихенте  происходитъ  въ  плоскости   У2. 

Третье  дифференщальное  уравнрн!е  отличается  отъ  диффереп- 
щальваго  уравпея]я  прим'Ьра  9-го  тФмъ,  что  ви-Ёсти  х  зд^сь- 
вакодится  ( — г),  возьменъ  поэтояу  фирмулу  (78)  и  подставимъ 
въ  нее:  ( —  г),  нуль  и  ( — Т)  виФсто  ж,  о  и  а,  получимъ,  И'' 
Я31'!&нен1и  знановъ  въ  об'^вхъ  частяхъ  равенства: 


Ф- 


~-ы\. 


'. 


.  (106> 


Чтобы  перейти  отъ  тротьяго  дяфференщальваго  ура,ваошя  ко 
второму,  надо  заи4нить  д  —  нулеиъ  и  г  черезъ  I/;  поэтому  ед4- 
лаеиъ  подобная  же  заи4щен1я  въ  фориул*  (106)  и  сверхъ  того 
зам'Ьнийъ  т  черозъ  [5;  получимъ  тогда  второй  ивтегралъ  втораго 
дифференц1альваго  ураваен1я: 


^^   1-^- 


.  (107> 


Полученные  результаты  (106)  и  (107)  выражаютъ  коорди- 
наты у,  г  въ  функц]яхъ  времени;  составленш  ур!1ввен1Я  траэктор1И 
и  разсмотр*я1е  вида  ея  сделано  на  стр.  5^ — 51  кинеиатическоВ 
часта  (черт.  30  тамъ  же).  Уравнение  траэктор!я  —  следующее: 


еели  разложить  логарномъ  въ  рядъ,  то  получаиъ: 

ИЬ1    п<1лучаяъ    уранвен1е    траэктор1и 


Положивъ   зд1^сь   А=0, 
въ  пустот*; 


.  (108) 


«49^9^1 


\  Изъ  этихъ  двухъ  равенгтвъ  г-тЬлустъ: 

■ТУ  есть,  что,  ори  одной  я  той  же  абцнг,сЪ.  ордината  траэкторгж  въ  ■ 

сопротивляющейся  сред'Ё  нен'Ъе  ординаты  параболичесЕой  тра9ктор1В. 

§  21.  Два  пр1ема  преоОразоваШя  диФФеренц1альоыхъ 
ураввенШ  двнжен1я  свободпон  матерьяльноВ  точки. 

Об1ц1е  способы,  сл*дуя  которыиъ  южно  йнло  бы  решить 
всякую  задачу  о  Ериволинейномъ  движенш  точеи  при  л'Ьйств1и 
какихъ  бы  то  ни  было  силь,  неизвктны;  г^в^стиы  только  н'Ь- 
аоторне  пр1е1н  иреобразован1я  дйф||»еренц1альвыхъ  уравненШ  двя- 
жен1я,  при  прн11!Н1?н1и  которыхъ  вожно  иолучить  н4киторые  взъ 
лервыхъ  интеграливъ,  если  приложенныя  къ  натерьяльной  точк* 

*ВЛН    уДОВЛеТВОрЯЮТЪ    Н'ЬкОТОрЫМЪ    уСЛ0В1ЯК'Ь, 

Одинъ  изъ  этвхъ  ир1еиоаъ  заключается  въ  сл^дующемъ. 
Пошножикъ  третье  изъ  д||фференц1альныхъ  ураваев]й  движен1я: 


Ш-77^  =  Х 


,'.'1- 


(36) 


на  у  и  прададииъ  къ  йену  второе,  пояноженное  на  ( — г);  соста- 
вится равенство: 

лервал  часть  котораго  есть  производная  отъ 

"•{ум-'т,) 

по  /;  поэтову  равенство  это  (109)  иожетъ  быть  написано  такъ; 


^-=уг-,у. 


.(110  а) 


1П-У. 
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Помножимъ  первое  изъ  уравнешй  (36)  на  ^  и  придадимъ  къ^ 
нему  третье,  помноженное  на  ( — ж),  получимъ: 

Л^!^^^^У-^Ш==,Х-х2; (ШЬ) 

наконецъ,  помноживъ  второе  изъ  уравнен1й  (36)  на  о;  и  придавъ 
къ  нему  первое,  помноженное  на  ( — у),  получимъ: 

I    V   м^^    "^^'^^хУ-уХ (110  с) 

Въ  сл*дугощихъ  параграфахъ  будетъ  объяснено  значенхе  разно- 
стей;   находящихся  во  вторыхъ  частяхъ  полученныхъ  дифферен- 
Ц1альныхъ  уравнешй  (ПО,  а,  &,  с)\  затЪмъ  будетъ  показано,  каше 
интегралы  получаются  изъ  этихъ  уравнен1Й  и  при  какихъ  услов1яхъ. 
^^  Другой  пр1емъ,  при  посредств*  котораго  изъ  уравнен1й  (36) 

составляется  дифференц{альное  уравнен1е,  легко  интегрирующееся 
при  п<&которнхъ  услов1яхъ,  состоитъ  въ  томъ,  что  первое  изъ 
уравнешй  (36)  помножается  на  х\  второе  —  на  У,  третье  —  на/ 
и  зат'Ьмъ,  по  сложеши,  составляется  уравнен1е: 

первая  часть  котораго"  есть,  очевидно,  производная  по  времени 
отръ  сл^дующаго  тричлена: 

внражающаго  половину  произведен1я  изъ  массы  на  квадратъ  ско- 
рости матерьяльной  точки;  поэтому,  полученное  дифференщальное 
уравнен1е  можно  написать  такъ: 

-тг^=з:§+у|+г^^ (Ш) 


По1вохввъ  об'^  части  этого  дифференшальиаго  ура»ввв1я  ва 
41,  иолучйиъ: 

^.{'^г^')  =  Х(1^+Уёр  +  г.!^ (112)^ 

Заачсв]е  первой  я  второй  частей  этого  АиффцрЁП1;1альваго 
уравнев1я  будетъ  объясаено  въ  одномъ  иэъ  слЬдующихъ  парагра- 
фовъ  и  зат'Ьмъ  будетъ  указало,  какой  ивтегралъ  получается  изъ 
этого  ураваен1я  в  при  какихъ  услов^яхъ. 

§  14.  Значрн1е  вторыхъ  частей  дифферецц1альныхъ 
ураннси!)]  (110).  Ио]т^нтъ  еилы,  приложсинои  къ  мате- 
рьялыюй  т«»чкЁ,  вокругъ  даннаго  цевтра  н  вокругъ  дап- 
Вбй  осн. 

■1  ■   Чтобы  объасаить  себ*  8начев1с  разностей: 

у2-гУ     гХ—хг     хУ  —  уХ,.. 

вакличающазся  во  вторыхъ  частяхъ  лифф1'ррва]альвыхъ  ] 
(110),  иы  сравнииъ  ихъ  си  вторыми  частями  форяулъ  (ЭбУЕИнеиа- 
тяческой  части  (стр.  85),  которыя  мы  напишеиъ  при  арсдиоложенш, 
что  точка  ЗЛ  (черт.  41  и  42  кивематич,  части)  взята  за  начало  коор- 
динатъ;вторыя  часта  равевствъ  (96) получатъ тогда  сЛ'Ьдую1ц1Йвидъ: 


.  (ИЗ) 


!1.Л  - 


'.Я     1^—х„П     хМ  —  У-Р- 


.  (И4) 


Првпомвамъ,  что  эта  развости  внражаготъ  величины  проэкщй 
на  оси  координатъ  вращательной  скорости  ЯЯЮ  точки  2Й  вокругъ 
полюса  Ю  и  что  длина,  изображающая  эту  скорость,  каиравлена 
изъ  точки  Ш  дерпеядикулярно  къ  плоскости,  заключающей  въ 
себ*  рад1усъ  векторъ  ЗЯЮ  в  длину  Ю^  (чертежъ  41  кияеиа- 
тичвской  части),  изображающую  угловую  скорость  твердаго  т^ла; 
направлена  д.1ина  2)?Ю  въ  ту  изъ  двухъ  сторовъ  перпендикуляра 
къ  плоскости,  съ  которой  наблюдателю,  стоящему  ногаии  въ  ЭК, 
головою  по  направлен1Ю  Иго,  смотрящему  на  точку  Ю,  видно, 
что  д.тина   Ю2   направлена  сл'Ьва  на  право. 


формулы  (96)  кинематичесвоВ  чаетн  н  нявисаниая  зд'Ьсь  раз- 
ности (114)  относятся  ЕЪ  Еинематик*  твердаго  т-Ьла,  между  тймъ 
юлъ  разности  (1 1  3)  относлтся  къ  двияен1Ю  свободной  матерьяль- 
ной  точки;  нервыя  приведены  зд^сь  только  для  того,  чтобы,  ва 
основан!^  скодства  вида  а%ъ  со  вторыми,  по  возможности  наглядн'бе 
объярлвть  значен1е  посл-Ьднихъ. 

Если  ьъ  развостяхъ  (114)  зам-Ьнять: 
величины  х„,  у„,  г„  —  величинами  х,  у,  г, 
величины  Р,  ^,  В    —  величинаин  X,   5",  2, 
то  получатся  разности  (113). 

Однако  слЬлуетъ  заметить,  что  Р,  ^,  Е,  какъ  проэкц1ж  на 
оса  коордияатъ  угловой  скорости  й,  ии'Ьютъ  изм'Ьретя: 


^ежинЕца  времени)      в 

между  т4мъ   какъ  X,    У,   2— провкщи  силы  Т*"  ва  гЬ  же  осп 
воординатъ.  -  ИИ'ЬЮТЪ  изм4ретя: 

^ы)  (единица  ддиЕн) м.д_ 


(еднвкца  вреиенн)' 

(Прим'Ьчаше.  Символы:  (единица  массы),  (единида  длины),  (еди- 
ница времена)  мы  условимся  обозначать,  для  краткости,  буквами: 
л,  д,  в  русскаго  курсивнаго  шрифта). 

Для  того,  чтобы  разности  (1И),  им4ющ1я  изм'Ьрен^я  ско- 
рости, получили  значен1я  проэкшй  длины,  необходимо  помножить 
лхъ  на  величину  в. 

Разности  (Из)  ииЬютъ  сл'Ьдующ1я  нзн'ЬренЁя: 


-если    помножить    И1Ъ    1 


"•Т^Т"' 


I  получевпыл  аровзвелен!й; 

(!,2-гИ5'  '•'^-'^^)&У  ("-У-У^^л (115) 

<(удутъ  им'Ьть  иам*рен1Я  длинъ  в  будутг  представлять  проэкцги 
на  оси  координатъ  длины,  возстановленной  изг  точки  О  пер- 
пендикулярно хг  плоскости,  проведенной  черезъ  радгусь  векторъ 
ОЛ/'(чврт.  7)  матерьяАЬной  точки  М  (г,  у,  г)  и  черезъ  силу  Р. 
приложенную  кь  точкгъ  М;  тпа  длина  ОЬ  направлена  вг  ту 
«зв  двухъ  сторонъ  перпендикуляра  къ  -плоскости,  съ  которой 
набАюдат&1т,  стоящему  ногами  в?  О,  10Л1}вою  по  направлент 
ОЬ,  смотрящему  на  точку  М,  видно,  что  сила  МР  напра- 
влена САпва  на  право  (черт.  7). 

Такямъ  же  образдмъ,  какъ  на  страницахъ  89  и  90  кинема- 
I  тиадской  части,  ин  выведет,  что  квадратъ  дины  ОЬ  равняется: 


оьу 


их'+у'-\-г\х'-\-у'+г')  —  {хх+уУ+гг}Ч{ 


[оь)''=[(мр)\  [ом)''— (же.  ол/с..в(жр;  ом))'][^^. 

За,о10чающ1йся  въ  этой  фориулф  ;голъ  хехду  направлеи1яни  ОМ 
и  МР  есть  уголъ  У-МР  (черт.  7>,  синусъ  котораго  равевъ  синусу 
угла  ОМР,  поэтову: 

ОЬ  =  СШ.  ОМ$т[ОМЬ'))-^, 


ОЬ=(Ргвт(Р,г))^^, 

гд'Ъ  г  озаачаетъ   величиву   и   вааравлен1е   рад1уса  вектора  ОМ. 
Произведев1е: 

р=гяп(^Р,г) 


выражаетъ  длину  пероевдикуляра  ОВ,  опущеннаго  изъ  точки  От 
на  направление  силы  МР;  этотъ  перпендикуляръ,  иредставляющ1В1 
вратчайгаео  разстояв1е  силы  М!^'  отъ  точен  О,  называется  плечом 
силы  ^^  по  отнош()Н1ю  къ  центру  О. 

Произведете  Рр  изъ  величины  силы,  приложенной  кг  маА 
терьяльной  точть,  на  плечо  ея  по  отношетю  къ  какол^-л» 
центру  называется  моментомъ  этой  силы  вокруге  этою  и^нтраЛ 

И  тааъ: 

01=Рр^^, (116> 

го  есть,  длина  ОХ  равняется  мсщенту  силы -М1^воЕругъ  центра  0,1 

деленному  на  единицу  силы  (сивволъ  едивицы  силы:  см.  формулу  (29)),  1 

Едавица  иишентонъ  силъ  есть  иинентъ  едивицы  силы  при  длин^кя 

плеча,  равной  единиц'Ё;  т.  е. 

.       м.д'' 

(единица  ыоиентовъ  силъ)=-^- 

Моионтъ  силы  вокругъ  центра  им'Ьетъ  всегда  величиау  поло-] 
жительнув). 

Длину  ОЬ  мижно  разсяатрнвать  какъ  язображен1е  момента  РрЛ 
изображенный  такимъ  образомъ  воментъ  силы  можно  назвдть  л«-Г 
нейнымъ    изобраокетемъ  момента  *)  силы  вокругъ  центра  0.щ 

Величины  (115),   которыя   суть  проэкц1И  длины  ОХ  ва  ос^ 
аоординатъ: 

(?/2  — г-у)^=ОХсо5(ОХ,Х)  " 


(гX—x%)^^=о^со8{0^,у) 

{хУ—  уХ)-^^01  соя  {рЕ,2) 


.  (И7)1 


")  Пр1иг,1ведеи1е  !■}'  иааываюгь  рааличао:  стагпчсскнм!,  моне! 
линеГшылъ  момептомъ,  вращательннмъ  моментомъ;  надо(>воссь  въ  какоиъ 
либо  прилагательном'!,  къ  плову:  ^ионентъ"  явилась  вслФдствте  того,  что  нто 
слово  получило  въ  деханик'Ь  п'Ьсколыш  раатчныхъ  значев!^;  въ  тераин*, 
прлвятом'ь  въ  этой  [шнгЬ,  прилагательное  заменяется  словами:  „вокруг»^ 
центра  такого-то". 
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вогугь  быть  газваны  проэютми   на  оси  кородинатг  линейнаго 
\из<^ражен1я  момента  силы  вочругъ  центра  О. 

На  основанги  равевства  (116),  изъ  предыдущихъ  форв!у.ть 
[  иоЖЕп  получить  сЛ'Ьдую|ц1я  равенства: 

у2—  гУ=}^р<МОЬ>Х) 

гХ—х2^Ррсо8(д1  У)    (118) 

хУ—уХ=1'рсо${01,2:) 

Моиевп  тза  викругъ  центра  яохегь  быть  еще  изобрахеаъ 
[удвоенною  плищадью  треугольника  ОЛГ-?',  ям^ющаго  освован1ешъ 
■дливу  М1^,  изображающую  гилу,  а  виоотою  —  плечо  ОВ  втой 
■  силн  по  отношеВ1Ю  къ  тому  цевтру  О,  вокругъ  котораго  ооста- 
|вллетсл  моиентъ;  величина  этой  площади  равна 

Щл  ЛИИ1Д  ОЬ  нормальна  еъ  ней;  поэтому  изъ  равенствъ  (118)  сл%- 
Едуетъ,  что  велнчинн: 

(»/2-гУ)'^.  ЫХ  —  хг)'^^  (ху-уХ)'^  ....  (119) 

[  равны   положительно    или   отрицательно   взятыиъ  нро&кщаи'Ь  уд- 
I  военной   нлощади   треугольника  0М1'  на  плоскости  координатъ: 

У  г      гх      ХУ; 

I  знавъ  про9кц1и  оиредйляется  знакомъ  косинуса  угла,  составллемаго 
р  иаправлен!еяъ  ОЬ  съ  направ1ен]емъ  положительной  оси: 

А'  5'         г. 

Чтобы  выразиться  определите  л  ьн'Ье,  означииъ  знаками: 
Ж  V  Р 


(и  -  ц. 
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велячины  и  направлешя  про9кц1й  сялн   2^  на  вышеозначенння 
плоскости  координатъ  и  чрезъ: 


уя 


г 


ах 


ху 


юзначииъ  величянн  я  направлвН1я  проэкцШ  радхуса  вектора  ОМ 
на  т^к  же  длоскостя;  тогда  значеше  разностей  (113)  можно  вы- 
разить сл^дующииъ  образомъ: 


уг—1^У= 


л 


{+Р,,еГу.  81п  (^^„.,^„.),  если  С08  (ОВ,Х)>  о 


У«'У« 


у«'  уе 


Ке^ш  810  (-г^„.,Г„.),  если  С08 (ОХ . Х)<  О 


уе'уе 


уцу  уе 


лХ—х2= 


■ + ^ех'^ех  81°  (^ех^^ех)'  «^ли  СП8  {ОЦ  У)>  О 
■  —  ^йх'^ех  81°  (^еху^гх)>  «СЛИ  сОЗ  (01,2)<  О 


хУ—уХ= 


+ -^х«*"да/  81И  (^хю^ху)^  если  С08  (ОХ,-^)  >  о 


хуу  ху 


^хп^хи  81"  (-^жи'»"а;«)>  вСЛИ  С08  (ОХ,^)  <  О 


хуху 


ху  ху 


(120) 


Въ  саюмъ  д^кл^к,  проэкщя  площади  треугольника  ОЖТ"  на 
плоскость  7^  есть  площадь  треугольника  ОМ^Рг  (черт.  8  и  9), 

дв*  стороны  котораго  суть:  ОМг  (черт.  8  и  9)  —  проэкщя  ра- 

Д1уса  вектора  ОМ  на  плоскость  У 2^  и  МгРг —  проэкщя  силы  ЖТ^" 
на  ту  Ж(э  нлоскость;  величина  удвоенной  площади  треугольника 
ОМгРг  выражается  произведешеиъ: 

2  (площ.  ОЖг2?',)=*>у,V8^п(^';„^^,), 

:Которое  есть  величина  всегда  положительная,  также  какъ  и  пло- 
щади ОМР  и  ОМгРь^  поэтому: 


2(ПЛ0Щ.  ОЖР)С08(ОХД)  =  2(ПЛОЩ.  ОМ^Рг)^ 


в 


=  Ж-^^Я^8^°(^У^'0' 


угууй' 


уголъ  нцжду   вааравлев1е11Ъ  ОЬ  и  положительною  осью  К 
кьтрый  (черт.  8},  и 

2(площ  ОЖР)чт{0Ь,Х)  =  -  2(площ.  03^1^1)= 

если  уголъ  яежду  аацравлен1емъ  ОЬ  и  положительвою  осью  X 
тупой  (черт.  9). 

Этвиъ  объясддется,  почему  изъ  внрахешй  (118)  получаются 
вврахсн1я  (120). 

Заключающая  ел  во  вторыхъ  частях'ь  форнулъ  (1 20)  проязведевк: 


,^81В  (^;.,Гу,) 


х8'п(^.х 


,.) 


^81п(^;„,0, 


Врахаютъ  дливы   кратчаЗшвхъ  разстоян^З  иежду  силою  МЖ  я 

шни  координатъ  Х,   У,  2\  мы  докажеиъ  это  отвосительао  пер- 

110  изъ  ваписанвых'ь  проЕ»ведев1Ё. 

ПроизведеВ1е 

иражаетъ  длиау  00%  (ч1'рт.  10)  перпендикуляра,  опущеннаго  изъ 
ючкв  о  ва  Л11П1Ю  МуЪ\;  кратчайшее  же  ра31:тцдв1е  КЕ  между 
кью  X  и  лнв1ею  МГ  равно  и  параллельно  перпевдякуляру  ОВ^, 
Ютоиу  что,  пидобво  ему,  перес4кает7,  ось  -X  и  перцевдикулярао 
цдоскости  ММ,1'\1',  вроэктирующей  лин1ю  МР  на  плоскость 
^2;  ата  плоскость  ММ^Р^Р  проходитъ  черезъ  лив1ю  МР  и  па- 
|]ридсльна  оси  X,  поэтому  кратчайшее  разстояв1е  между  этини 
[Вукя  ЛВВ1ЯПИ  Должно  быть  къ  вей  перпевдикулярво. 

Таквмъ  образоиъ  окйзывается.  что  каждая  изъ  разностей  (1 1  3) 

положительно   или    отрвцательво    взятое    произведен1е    изъ 

Ьроэкц1И  силы  ^'на  одву  изъ  плоскостей  координатъ  и  изъ  кратчай- 

№0  разстояв!л  этой  силы  отъ  координатной  оси.перпендвкулирной 

ь  той  плоскости,  на  которую  взята  проэкц1я  силы;  подобныя  произ 

реденха  называются  моментами  силъ  вокругъ  осей. 


Пусть  ОР  есть  какая-либо  ось,  положительное  направлеищ 
которой  считается  отъ  О  Еъ  /;  пусть  МР  есть  какая-либо  сила,^ 
праложеанм  къ  иатерьяльной  точк-Ь  Ж. 

с  Мочентомъ  силы  МР  вокругъ  оси  ОР  называется  прот-*^ 

(    ведете  изъ  проэкти  силы  на  плоскость  перпендикцлярную  г, 
)    оси  (черт.   11  и  12)  м  изъ  кратчайшаго  разстояпгя  К Е  между 
^     силою  и  осью:  нроиэведетю  этому  да^гжно  дать  тл{^р^сительны'й 
знакъ,  если  наблюдаттгю^  стоящему  тшми  въ  К,  головою  по- 
положительному  направлент  оси  КР,  смотрящему  па  точкщ 
Мх,  видно,   что  проэктя  силы  идетъ  сд)ьва  на  право  (какВ 
на  черт.   11);  если  оюе  наблюдателю  видно,  что  проэки/1яМ^Щш 
направлена  справа  на  лгьео  (какъ  на  черт.  1Щ,  то  тогда  мо* 
ментъ    силы    вокругъ    оси   равняется   вышесказанному  произ-Щ 
веденгю,  взятому  со  знакомь  мчнусъ. 

Момеитъ  силы  вокругъ  оси  изк'Ьряетсл  тЪии  же  самыми  еди-| 
вицами,  какъ  и  номентъ  силы  вокругъ  центра. 

По  данному  ссйчасъ  ои|1ед'Ьлен!ю,  разности  (113)  оказываются! 
моментами  силы  Р  вокру/ъ  осей  координатъ, 

Друг!я  значешяэтихъ  разиоаой  определяются  формулами  (118);| 
которыя  мы  выразимъ  словесно  сл^дующинъ  образоиъ: 

Разности  (113)  суть  ярпанцЫ  на  оси  ко<^динатг  мо- 
мента силы  Р  вокругъ  начала  координатъ. 

Выражаясь   такъ,    иы    приписывасмъ    моменту   солы  вокругъЯ 
центра  не  только  величину,   н<>  и  направлеше,  подразум'Ьвая  нодъЯ 
ваправлен1емъ  иоиента  —  ваправлен1е  его  лввебнаго  изображения^ 
(  Условимся  обозначать  величину  и  направлен1е  ионента  силы  . 

вокругъ  центра  О  .^накоиг: 

иР). 


Этииъ  знаконъ  буденъ  нольз  'ваты-я  позда1)е,  а  именно  въ  ч'Ьщ 
случаяхъ,    въ  которыхъ  а])ид<'т<-я  различать  моменты  различяых'4 


реилъ,  ирилохевныхъ  къ  одвоб  ил1  къ  нЪскольеимъ  точкаиъ,  такъ, 
напрвгЬръ,  моменты  силъ  Р1,  -Р'2,...  йудеиъ  обозначать  знаками: 

въ  разсуждев|яхъ  же,  'относящихся  къ  одной  сил*  я  моменту  ея, 
гдЬ  не  предвидится  вг^зможности  ся4шать  этутъ  яоментъ  съ  дру- 
гнаи  величинаии  того  же  рода,  мы  уиростциъ  обозначеше  и  вм'Ьсто 
1^{Р)  будемъ  писать  Хц. 

Ивъ  того,  что  сказано  въ  этомъ  оараграф11,  сл'Ьдуетъ: 
^2 — гУ)  есть  момевтъ  силы  1",  приложенной  къ  точк4  М,  вокругъ 
X,  или  проекц1л  на  ту  же  ось  коиента  св.ш  кокругъ  начала 
юрдяватъ: 

уг~гУ=ист{иХГ, (121,  а) 

^Х — х2)  есть  моментъ  силы  1"  вокругъ  оси   У,  или  проэкц1я 
,  ту  же  ось  момента  этой  силы  вокругъ  начала  коордиватъ: 

гХ— а:;?=/,„со8{/.оУ); (Ш,Ь) 

{хУ — уХ)  есть  моментъ  силы  Р  вокругъ  оси  2,  или  ироэкц1я 
на  ту  же  ось  хоаента  этой  силы  вокругъ  начала  коордвиатъ: 

xУ—уX=^,чп%(^,г) (Ш,с) 

Вообще,  моментъ  силы  1"  вокругъ  какой-либо  оси  РО,  про- 
^дя^^^ей  черезъ  начало  координатг,  есть  проэкгт  на  т>/  же 
момента  силы  вокругъ  начала  координатг: 

(мом.  силы  Р  вокругъ  оси  0Р}= 
^(у2—2У)ЫРХ}+{^Х—х2}со5{1У)+{хУ—уХ)сМР2)= 
=ХоСОй(7.оР) (Ш) 

§23.  Моментъ  количества  движения  матерьяльиоитичин 
[  воЕругъ  центра  и  вокругъ  даииой  осн.  Сскторьнльиыя  ско- 
рости проэкцШ  точки  иа  плоскости  коордииатъ. 

Произведсн1е  изъ  скорости   матерьяльноб  точен  на  масс\  е». 


1Т1  V 


называется    кодичеспшомь   дв14:ж€нЫ  матерьидьной  точки;  оно  1 
изи'Ьряетсй  следующею  едаяидею: 


(единица  количествъ  движетя): 


Пидобво  свлЬ,  Ецличестви  двяжин1н  маторьлльноЁ  точки  нохетъ  I 
бить  изобрахево  длиаою,  отложонною  отъ  и'кта  иатерьлльноЗ 
ТОЧКИ  по  направлен!*)  скорости  ея;  эта  длина  должна  быть  вп 
столько  разъ  бол^е  единицы  длины,  во  сколько  разъ  количество 
движен!»  точки  бол^Ье  единицы  количествъ  двихея1л. 

Подъ  &анравлен!емъ  количества  двнжен!л  иатерьдльной  точки  I 
иы  подра^^уо'Ёваеиъ  нанравлеше  изображающей  его  длины. 

Произведешл: 


'Т1 


йу 


йг 


кы  называетъ  нроэкшяии  на  оси  координатъ  количества  двнхешя 
иатерьяльной  точки. 

Изображая  количество  движетя,  подобно  сил*,  длиною,  отло- 
женною отъ  мйста  иатерьяльной  точки,  иы  можежъ  ввести  понятие 
о  момонт*  количества  движен1я  вокругъ  ка.кого-ляба  центра  я  о 
мояент'Ь  его  вовругъ  какой-либо  оси;  понятно,  что  изложемо  в  ' 
формулировав!»  этихъ  яояат1й  сведется  бъ  почти  дословному  яовто- 
реяш  всего  того,  что  изложено  въ  предыдущемъ  параграф*,  а  | 
потону  ны  ограничимся  только  сл'Ъдующиии  у1:азав!яяи. 

Единица  момеятовъ  количествъ  двяжсв1й  им'Ьетъ  иныя  изиФ- 
рен1Я,  Ч'Ьиъ  единица  момеятовъ  сялъ,  а  именно: 


момеятовъ  колич.  движ.)=^-^* 

Т4  величины,  производпыя  которыхъ  по  временя  образуютъ 
первыя  части  дифференщальныхъ  уравнепШ  (110),  им'Ьютъ  ел4- 
дующ1я  значен1я: 

{■утг'  —  гту')  есть  моментъ  вокругъ  ося  X  количества  движен1Я 


г»-. 


точки  т.  или  проэкп1Я  на  ось  X  яомевта  того  же  Еоличества 
двихен!я  виБругь  начала  коордияатъ: 


"[УТ!  -га|)='.»5(г,Г); 


(124,  а) 


гд*  1^  означаетъ  величину  и  яа1|равлеа1е  моиента  количества  двя- 

хешя  точки  т  вокругъ  начала  коардинатъ; 

{гтх'  —  хтг')  есть  жомевтъ  тот  же  Еоличества  движен1я 
I  вовругъ  оси  У,  или  проэкп,1я  ва  ось  У  моиента  его  вокругъ  на- 
'  чала  координатъ: 


=1^соь%У)\, 


■  (124,  Ь) 


{хт;/ — утх')  есть  юиентъ  того  хе  количества  движения  во- 
кругъ оси  2,  или  проакц!л  на  ось  2  моиента  его  вокругь  начала 
Еоордиватъ: 


,Й_ 


=  '«! 


В  (и).. 


(124,  с) 


Такова  авалиг!»  между  значешими  этихъ  величинъ  и  зваче- 
I  н^яни  разностей,  разсмотр^нйыхъ  въ  предндущеиъ  параграфе. 

Кром*  того,  величинв  (124)  им'Ьютъ  еще  иной  смыелъ:  каж- 
[  дая  взъ  нихъ  есть  удвоенное  произведев1е  изъ  массы  матерьяль- 
[  ной  точки  ва  производную  по  времени  отъ  некоторой  площади; 
нн  докажемъ  это  вадъ  разностью: 


Разность  эта,  будучи  моментокъ  количества  дввжен1я  точки  т 
I  воаругъ  оси  X,  иохетъ  быть  выражена  такъ: 

Зд^сь  долженъ  быть  взятъ  знакъ   +1  если  сов  {1^2)  болЬе 
I  нуля  и  знакъ  минусъ,  если  этотъ  косинусъ  мен'Ье  нуля;  г'™  озна- 
чаетъ проэкц1Ю  скорости  точки  на  плоскость  -ХУ. 


—  98  — 

ВиФст*  съ  т'Ьиъ  V      есть  скорость  провкщл  Же  на  илоскость  \ 
ХУ  матерьяльвоВ  точки  т;  означивъ  череэъ  I^8^.,.  положительно- 
взятую  длину  безконечно-яалой  дуги,  пройденную  точкою  М^  въ 
течешн  безконечно-малаго  промежутка  времени  отъ  момента  {  до  I 
момента  ((  +  йО,  и  привянъ  во  внииаН1е,  чт 


можемъ   представить  равепство  (125)  подъ  с1'Ьд5Ющииъ  видомъ: 


.„(-'•ЗД'''»!/™  ('»?.'•«»)) 


•  (Ш)1 


Разсмотримъ  значен1е  второй  чацти  этого  равевства. 
Произврдепхе: 


внражаетъ   величину   илощадИ;    разнящейся   на  безконечио-малнл 
величины  выгшихъ  порядковъ  отъ  удвоенной  величивы  площади 
сектора    031зМ\   (чертежи    13    и    14),  заключаю щагосл  между 
рад1усами  в(?кторами   ОМ^  и  031'.^  и  дугою  Ж,Ж'з,  описанною 
точкою  Мз  въ  течен1н  времени  отъ  I  до  {^-\-(^{).  ЗнакН;  поста- 
вленные передъ  этимъ  произведеЕ!еиъ  въ  равенств*  (126),  озна-  , 
чаютъ,    что    удвоенную  величину  этой  площади  дрллно  взять  со  . 
знакомь  плюсъ,   если  наблюдателю,  смотрящему  на  точку  3/^  съ  I 
положительной  оси  2,    скорость  у^     (Ж,    Уз  на  чертежахъ)  ка-  I 
жется  панравлонною  сл'Ёва  на  право,  какъ  на  чертеж*  13);  если! 
же  скорость  Мз   Уз  кажется  направленною  справа  на  Л'Ёво  (какъ  ^ 
на  черт,   14),  то  величина  удвоенной  нлощади  ОМ^М'^  входитъ 
въ  равенство  (126)  со  зпакоиъ  минусъ. 

Можно  еще  заметить,  что  знакъ  П1юсъ  соотв-Втствуетъ  т4иъ  I 
случаямъ,  въ  которыхъ  уголъ  0,,,  составляемый  рад1усомъ  ввкто- 
ромъ  0-Ма  съ  осью  -X,  увеличивается   въ  течен1И  времени  отъ  (  I 
до    ((-\-(И)    (черт.    13);    знакъ    же   минусъ  соотв*Ьтствуетъ  Т'Ьиъ 
случаямъ,  въ  которыхъ  этотъ  уголъ  уменьшается  (черт.  14). 


21^»=  /  (-'■«'''"('^■'■■'у))*ч 


(Ш) 


взятой  ВДОЛЬ  по  кривой,  оаасанцоВ  точкою  М,.  отъ  ш>лож)!Я1я  А, 
запи1алнаго  ею  въ  монентъ  1о,  до  аолокво1я,  занннаенлго  ею  въ 
мймептъ  (,  называется  удвоенною  площадью  секш'зра,  опимннаю 
радгусомь  векторомъ  точки  М^  вь  теченш  времени  отъ  (^ 
до  I;  предаолагает!^,  что  вышеуказахаоо  правило  зоаковъ  соблю- 
дается для  кахдаго  безконично-яалаго  элеиенга  вренеаи. 

Если  уголъ  03  постояаво  увеличивается  въ  твчри1а  всего  проме- 
лутка  времеви  {I — /(,),  то  тогда  интегралъ  (127)  виражютъ  вели- 
чину удвоенной  площади  сектора  ОЛМ^О,  алключающчйа  внутри 
вериметра,,  ойразуемаго  рад'|усаз1и  векторами  ОЛ  и  ОЖ,  и  траэкто- 
рхею  АМа  (черт.  13);  если  уголь  О^  ^^^  время  уиваьгалвтся,  то  иате- 
гралъ  (127)  выражаетъ  отрицательно  взятую  ве1а1ияу  удвоеяной 
площади  ОАМ^О;  если  же  уголъ  9з  то  возрастаетъ,  то  убываетъ 
(какъ  наприи'Йръ  изображено  на  чертеж*  15),  то  интегралъ  (127) 
будетъ  состоять  изъ  положительныхъ  и  отригсчтельаыхъ  частой, 
яаприяФръ,  въ  случа*  представленномъ  на  чертеж*  15,  будетъ: 

11^^=площ.  (0^5ВО)  — нлощ.  (ОВМ.О). 

Во  всякоиъ  случа*  очевидно,  что  во  второй  части  равенства 
(126)  заключается  производная: 


выражающая  скорость,  съ  которою  возрастаетъ  площадь  срЕТора, 
описываеиаго  раД|усо11Ъ  воктороиъ  прозкц1н  движущейся  точки  на 
плоскость  ХУ;  эта  производная  называется  секторьяльною  ско- 
ростью ироэщги  движущейся  точки  на  плоскость  ХУ\  ша 
<!удеиъ  обозначать  ее  звакоиъ: 


\и-2.3. 

—  100  — 

И  такъ: 

ш{х%--у%)=2М^у) ..а28) 

Еъ  этому  мы  должны  прибавить  еще  одно  заи'Ьчан1е  каательно 
одного  весьма  употребительнаго  выражения  секторьяльной  скорости. 

Уголъ  03  и  рад1усъ  векторъ  г^^  (который  мы  будемъ  на 
время  обозначать  чермъ  Гз)  суть  полярныя  координаты  точки  М^ 
на  плоскости  ХУ;  одвдмжжь  черезъ  «з  и  рз  координатныя  оси 
этихъ  координатъ. 

Примемъ  теперь  во  вниман1е,  что  въ  случаяхъ,  изображенныхъ 
на  чертежик  13: 

Vз  8Ш  {V2^г)=Vв  81П  (г;заз)=г;з  С08  (г^зРз), 

а  въ  случаяхъ,  изображенныхъ  на  черт.  14: 

Vв  8Ш  {Vв^в)=Vв  8111  (  VгМгаг)—Vг  8Ш  ((  ТзЖзРз)  —  |)  = 
=  —  ^з  С08  (  7гМв^^)=  —  Vг  С08  (г;зрз); 

(гд*,  также  временно,  V^  заменено  чрезъ  Vг). 
Следовательно,  во  всякомъ  случай: 

±:^зVъ  81П  (Vв^^)  =  ^^Vг  С08  (^з^з). 

По   формул*  же  (20  Ь18)  стр.  33-й  кинематической  части: 


г;8С08(г;зРз)=п""'' 


а  потому,   возстановляя  прежшя  обозначен1я,  будемъ  им'Ьть  сл^^- 
дующее  выражеше  удвоенной  секторьяльной  скорости: 

2о(^)=^'^^ ат 

Такимъ  образомъ  мы  им'Ьемъ  возможность  сказать  следующее 
относит.ельно  значен1й  величинъ^  образующихъ  первыя  части  ра- 
венствъ  (124). 


^ 


"7^" 


101  - 


Во  первыхъ,  инФ  оуть  моиовты  количества  двигепЕя  иатерьяль- 
~иой  точки  вокругъ  осей  коордииатъ,  или  приэкцш  на  оси  Еоорди- 
натъ  нонента  количества  двихен1я  вокругъ  начала  Боординатъ. 

Во  вторыхх,  оН'Ь  суть  удвоенный  произв(!дон1я  изъ  массы  точки  | 
ва  секторьяльаня  скорости  прозкц!^  рал1уса  Виктора  на  цлоскоств 
коирдинатъ;  это  выражается  формуланя: 


'^{УТГ 


^''^ 


1=(уг)  = 


'  ук  >и 


^)  =  2»(з(-г(/)  =  /йг^ 


(*«, 


(130.  с) 


ЗдЬсь  $1  есть  уголъ,  составляеиый  съ  осью  У  пр09кц1С'ю  радиуса 
вектора  движущейся  точки  на  п.тпгВ|>сть  У 2;  з  (уг)  —  секторьяль- 
ная  скорость  проэвщи  точки  на  ту  яс  плоскость;  9я —  угодъ,  соста- 
вдяеиый  съ  осью  2  пр<|,'11[[;!ею  рад1уса  вектора  на  плоскость  2Х-  ' 
о  (гх)  —  секторьяльная  скорость  проэкцш  точки  иа  ту  же  плоскость*  ' 

§  '24.  Зиачец1е  дифферсвц1аль[1Ы1Ъ  уравнеаШ  (110). 
Интегралы,  выражающ!»  лакоцъ  цлощпдей. 

,/'-  Каждое  изъ  дифференп!альныхъ  уранвв[11й  (110)  выраяаетъ, 
что  производная  по  вреиени  отъ  момента  количества  движен1я  во- 
кругъ одной  изъ  осей  координатъ  равняется  моменту  вокругъ  той 
хе  пев  си.ш.  приложенной  къ  натерьяльной  точк1^. 

Зиачен1е  атихт»  днфферепщальнкхъ  урп,вне11!В  можетъ  быть  оОъповено 


Длгшз,  2д,  ороледеяная  изъ  начала  коордивагь  и  представ  ля  ющав  ве- 
личину и  наоравлеше  ионеата  колнчесгва  двише111я  иатерьнльбой  точки 
вокругъ  начала  воординать,  пан'Ьняетъ  во  время  двикен1я  то5ка  свою  ве- 
дичиыу  и  свое  паправлеше;  конецъ  ел  опяснваегь  при  этонь  в1цшт<)рую 
кривую  липш,  1сото])ую  можио  назвать  ыдогра'ро.\п  .чг^менти  количества 
двыжетя. 

Уравнешя  (110)  выражаютъ,  что  скорость  ^ 
момента  воличсства  двн;кеп1я,  11ав[1а  и  нараллел 
монснтъ  силы  I'. 


.  чертящей  гоюграфъ 
л.шн'].,  изображающей 


»■•  Если  моментъ  силы  1"  вокругъ  огв  X  равенъ  втлю  во  вс& 
время  дввжев1я  точки,  го  иаъ  уравнен1Я  (110,  а)  иолучимъ  р.л4- 
дуюи11в  ивтсгралъ  дифферрвшальвн^^ъ  уравневШ  двахев1л: 

(131,  а) 


<4-^-4й=^^ 


Моментъ  тт  Т  вокругъ  ош  X  равенъ  нулю  или  тогда,  когда 
пройкфй  силы  на  плоскость  У2  равна  нулю  (тогда  У^О,  2=0), 
или  тогда,  когда  пройкц1я  силн  на  эту  плоскость  вроходитъ  черезъ 
начало  коордвнатъ:  последнее  уелпв1с  выраамотся  равенствомъ: 


.  (13!?,  а) 


я  требуетъ,  чтобы  сала  Р  пересЬкада  ось  X 

Интегралъ  (131,  а)  выражаетъ,  что  секторьяльная  склрость 
11роэкц1и  рад{уса  вектора  на  плоскость  У2  ииФетъ  постоянную 
величину,  то  есть: 


-  шЛ 


уг  (11 


=  0г. 


етвуда  гл^дуетъ: 


,(„21  =  —^  =  -^- 


п   —^^ 

"■1111 ■1«,  »1 


■уг~  2т  "■' 


.  (133, а) 


то  есть  нлодадь  сектора,  онисываемаго  проакц1ею  рад|уса  вектора 
на  плоскости    У2,  воврастаетъ  равнои'Ьрно. 

Такъ  вакъ  за  ось  X  можетъ  быть  взята  всякая  неподвиж- 
ная ЛИН1Я,  а  за  плоскость  У 2 — всякая  плоскость  перпендикулйрвая 
ЕЪ  ней,  то  мы  можемъ  сказать  следующее: 

Вели  равподгьИствующан  силъ,  прилоои енныхъ  къ  движу- 
щееся матсръильной  то'шп,  проходить  черезъ  какую  либо  не- 
подвижную прямую  дипт,  то  дифферепцгальныя  уравненгя 
двуокемя  этой  точки  импють  нитара.п,  выражающгй  по- 
,  с*иол«г№ео  секторгялъиой  скорости  прожиги  радгуса  вектора 


^^^^^^^^^■^  11>- 111.1 

точки  «а   плоскогтг,  пер^гендикулнрную   къ  прямой  (вачаломъ  К\ 
1    рад1уса  вектора  слунитъ  церес4чен1е  прямой  съ  плоскостью).         1^ 

У?.  Если  во  все  вреи  двяжешя  моменти  силы  Р  вокругъ  двухъ 
■    осей  коордиватъ  равны  нулю,  то  движйВ1е  точки  совершается  въ 
,    некоторой  плоскости,  проходяп1еЙ  перезъ  начало  координатъ. 
'  Полохимъ,    что   равны    вулю  иомсвты  силы  /<'  вокругъ  осей 

I    X  1    У,  то  есть,  что  сила  Р  удовлетворяетъ  двуиъ  услов1ямъ: 

I  у/  — гУ  =  0,  гХ  —  хг=^0 (Ш) 

I  Помноживъ  первое  равовство  ва  х,  второе  ва  ?/  и  слкживъ, 

получимъ  раврвство: 
I  г(уХ~хУ}  =  0, 

I    которое  тоже  должно  быть  удовлетворено  при  двихен1И  точки. 
Ово  иожетъ  быть  уд овлет варево  или  т'Ьяъ,  что  во  все  время 
движешя   г=0,    или   т^мъ,  что  сила  Р  удовлетворяетъ,  кро!* 
усдовШ  (134).  еще  услов1ю: 

хУ~7,Х^0 (135) 

Въ  иерьоиъ  елуча'Ь  точка  движется  въ  дшскости  ХУ;  на 
сейчасъ  покажсиъ,  что  она  движется  въ  некоторой  влоскости  и  во 
второнъ  случае. 

Въ  этомъ  случа*  вторая  части  вс'Ьхъ  трехъ  уравнеВ1Й  (110, 
а,  Ъ,  с)  равны  нулю,  а  потому  мы  имЬеяъ  тогда  три  интеграла: 

I  т{уг—гу)=  С, (131,  а) 

I  тих'—  хг')=С^ (131,  Ъ) 

Р  т(ху  ~  11%)=:С\ (131,  с) 

Помвоживъ:  первый  —  на  х,   второй — на  у,  треТ1Й  —  ва  г, 
I    и  глохивъ,  яолучииъ: 

^  =  С\х+С,у^  С^; (136) 

I    это  —  уравнен]е  той  плоскости,  проходящей  черезъ  начало  коорди- 
I  натъ,  въ  которой  должна  обставаться  движуш,аясд  ■чч'теа..  ] 


—  104  — 

ПоетояннБиЕ  С1,  С7а,  (7з,  пропорцгональныя  косиЕусамъ  угловъ, 
составляемнхъ  нормалью  къ  этой  плоскости  съ  осями  ЕОординатЪ) 
оаред^Ьлятся  по  начальннмъ  обстоятельствамъ  движешя:  а,  Ъ,  с, 
а,  %  7,  а  именно: 

С1=ш{Ъу  —  ср),  С2=ш(са — а^),  Сг=ш{а^  —  6а).  •  •  (137) 

Обратимъ  внимате  на  эти  случаи,  въ  которыхъ  сила  Р  удо- 
влетворяетъ  тремъ  услов1ямъ  (134)  (135)  и  въ  которыхъ,  поэтому, 
дифференщальння  уравнен1я  движешя  матерьяльноЁ  точки  им'Ьютъ 
три  интеграла  (131,  а,  Ъ,  с). 

УслоБ1Я  (134)  и  (135)  можно  представить  въ  вид*  следую- 
щихъ  равенствъ: 

выражающихъ,  что  направлен1е  силы  Р  проходитъ  черезъ  начало 
координатъ. 

Интегралы  (131,  а,  &,  с)  выражаютъ,  что  проэкцхи  на  вс* 
три  оси  координатъ  момента  количества  движешя  вокругъ  начала 
координатъ  им4ютъ  постоянныя  величины;  изъ  этого  слйдуетъ, 
что  моментъ  количества  движешя  1^  им'Ьетъ  постоянную  величину: 

=^т^оVо^^п{Vо^о) (138) 

и  постоянное  направлен1е: 

С08(гоУ)  =  ^(^^^ (Ш) 


Вм'Ьст1^  съ  т'Ьмъ  интегралы  (131,  а,  6,  с)  выражаютъ,  что  сек- 


► 


Еороети  прдакцШ  рад1уса  Виктора  на.  вс*  три  пюскости 
погтояанн: 


'(.»г: 


■2т' 


'^^^1=^'      ^^^У'  = 


■2т' 


.  .  (140) 


отсюда  слЗДетъ,  что  площади  секторовъ,  опишваемихъ  ва 
пл41гвостяхъ  коордияатъ  прояка1ямя  рад|у.а  вектора  на  эти  илсс- 
Еоста,  возрастают!  раинум'Ьрно: 


'/е       2т  '        г:Г       о,,,')    ^^^■|I       ■>„^ 


(Ш) 


Оекторьлльнал  скорость  ироэащи  рад1уса  вектора  на  Еа&ую 
Г  бы  то  ни  было  нспидвижную  плоскость,  проходящую  через*  на- 
чало коордиватъ,  будетъ  также  постоянна;  въ  саиомъ  Д'Ьл*,  если 
переиЬнимъ  насравлете  осей  координнтъ  такигь  образомъ,  чтобы 
одоа  и;1Ъ  нобыхъ  осей  совнала  съ  нааравлеяьенъ  ОР,  пернеиди- 
С  Еулярнумъ  къ  этой  илоскогтй  ^,  то,  по  предыдущииъ  формулаиъ, 
раэсиатриваемай  сеиторьлльная  скорость  о  ($)  выразится  таиъ: 


=(^?)  = 


1^ст(1„Р) 


■  (1«) 


'гсюда  ВИДЕО,   что  наибольншя  мкторьяльван  скорость: 


.  (Ш) 


-"       2т 

I  будетъ   въ   плоскости   (136).  въ  которой  заключается  траэктор1я 
движущийся   точки;    секторьяльная   же    скорость  11роэ1С111и  рад1уса 

'  вектора  на  всякую  плоскость,  проходящую  черезъ  ваправлен1е  1„, 
будетъ  равна  нулю. 

Сл'Ьдовательно,  есги  'равнод)ьйствующан  силъ  нридоженныхъ  < 
«г  матерьяды*ой  точкп,  при  есякомь  положети  точки  на-  ; 
правлена  чрезъ  начало  коор(1ипатъ,  то  движение  точки  совер-  ■ 
шается  оъ  плоскости,  проходящей  черезг  начало  координата  ■ 
»  подчиняется  тому  закону,  что  площадь  сектора,  описы 
ва^аю   рад1усомг  векторомъ,   возраотаетъ  равчоят^^яя-,  ^'^- 


-  10й  - 


воабуждаемыхъ  Д8икеа1«иъ  11ров11ДЕИКовъ  ц  иагнатовъ.   Такш  сила! 

называются  силами  сопротивленЫ  движетю,  вли  просто  со«ро-| 

тивлетями  движетю. 

Интегралъ: 


/ 


Рс.и^{Р',1')(18. 


взятый  по  иротяжешю  некоторой  ча«ти  пути,  пройденкаго  точеою^ 
аазываетоя  работою  силы  Р  на  этой  части  пути. 

Работа  ии'Ёетъ  изя'Ьрен)я  одиваковыл  съ  ионснтаии  силъ:  ош 
предсгавляетъ  произведен1в  изъ  величины  силы  на  длину;  такъ  чтоЯ 


(едияиаа  работы) = (один,  силы)  (един,  длины)  =^..  (146Й 

На  практяв'Ь  за  единицу  работы  приннмаютъ  килограммо-жетр'ЬЛ 
то  исгь  работу,  совершаемую  на  протяжен1й  одного  метра,  вФоог 
одного  килограииа  (яъ  Париже,  на  уро1{н1^  иоря);  но  правильн^^ 
принять  за  единицу  работы  ту,  которая  выражена  формулою  (146)Д 

Ком)1ИРс!я  при  Вритансгсомъ  Обществ*  поощрен1а  наукъ  ("стр.  27]| 
предложила  принять  за  единицу  —  работу,  производимую  дикой 
ва  протяжеи1И  сантиметра  (предполагая,  коцетно,  что  направлешя 
силы  совпадает!  постоянно  съ  направлен1еиъ  скорости);  эту  едвт 
няцу  работы  предложено  называть  эргъ  (ег§). 


Эргъ: 


_(граимъ>  ■  (сантииетрь)* 
(секунда)' 


(1«1 


Праводииъ  зд'Ьсь  числовыя  выралч'Н^и  и'Ькоторыхъ  величин* 
работы  въ  эргахъ. 

Килограм11ометръ=  100000.  д.  (эргъ). 

Килограмиоиетръ  въ  Париже,  на  уровне  моря=9,8094.  Ю'Л 
(эргъ). 

Днгд1йса1й  фуатофутъ  =  13825.  д.  (эргъ). 

Лошадиная  сила  есть  способность  произвести  75  килограима* 
метровъ  работы  въ  сеаунду;  если  принять  ,*/=981  (въ  сантияетрахн^ 
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М1-гг  I 


'>  севтвд&хъ),  го  лошадиную  силу  можно  опррд'Ёлить  какъ  способ- 
Ьость  П1ювзввсти  работу  въ  7,36.   10*'  эрговъ  въ  секунду. 

Въ  Днгл1и  прилята  лошадиная  сила  нисколько  большая:  спо- 

"собность   произвести    550    фувтофутовъ    работы  въ  секунду  или, 

принииая  ,9—931,  способность  произвести  7,46.  10'  врговъ  ра- 

боты  въ  секунду.  ' 

^Ш  Первая  часть  дифференп1ильнаго  уравнен!»   (112)  есть  даф- 

^^Ь'феревшалъ  отъ  произведения: 

^^^И  ян?' 

я. 

^^^■Ьаноаемаго  живою  силою  натерьяльной  точки  или  киисти- 
^^^кбинно  &нерП€Ю  ея. 

^^Н  Живая  сила  икЪетъ  т'Ь  хе  саиыя  изм'Ьрев1я,  канъ  и  работа, 
^^^  потону  эргъ  есть  тнЕже  единица  Бннетинеской  9нерг!н  или 
^     киной  силы. 

Дифференшально*'  ураопенге  (112)  выражпетг^  что  безконечио 

!ое  пры/тщенге  жывой  силы  матперьяльной  точки,  -подцчае- 

ею  на  протяженЫ  безконсчно-малаго  элемента  т/ти  ея, 

шется  элементарной  рпбапт  (на  протяженш  того  же  элеиента 

ути)  равногЫйстоцющей  силъ,  приложенныхг  къ  матерьильной 

чк№,  элеяонтарная  же  работа  равнод'ЁЙствующеЙ  ^<^  равна  суии'Ь 

[ементарныхъ  работъ  составляющихъ  силъ:  Ж1,  Р2, ....  Ек,  то  есть; 

Р^x^в^Ж,V)^з=:В'^сов{I'^,VЫ8-\-Р2со5{^^2,V)аз-{' 

'\'I■'ксо$^Рк,V)(^8 (148) 

Пусть  ^  и  (-^  суть  два  как1е  либо  момента  времени,  «1  и  ^?2  — 
Гсворость  натерьяльной  точки  въ  эти  момеятн,  51  —  разстоян!'',  ечи- 
Г-таеное  по  дуг*  траэкторш,  отъ  некоторой  опред-Ьленнсй  точки  5^ 
■  травцторш,  до  того  подожен1я,  которое  матерьяльнад  точка  зани- 
1чавтъ  въ  моиентъ  (1,  1ц  —  длина  пути  проб^гаемаго  точкош  въ 
К,чгечеи1и  промежутка  времени  ((»—/,)■ 


Воэьмемъ   отъ  обЪихъ  частей  уравн«Н1Я  (1 12)  интегралы  В'Н 
пред-Ьлахъ,  соотв'Ьтствующихъ  иомевтаиъ  I,  а  (г;  получимъ: 


---.у- 


5(2'»гз,. 


гд4: 


!;=%  +  /.!. 


Это  равеаотво  выражаетъ,  что  разность  между  велцчиналт 
живой  силы  въ  копшь  г*  вь  началгъ  пути,  пройденнаго  свободною 
матерьяльною  точкою  еа  течен'т  какою  либо  промежутка  вре- 
мени (/а — ^|),  ртпяется  работгь,  произведенной  на  этомъ  путЩ 
равнодшютвующею  силъ,  приложенных^  кг  матеръялъной  точк1^, 

Дифферевцйчдьное  уравнеа1в  (112)  и  равепство  (149)  сира* 
ведливы  арв  В1;якикъ_  силахъ,  проихинныхъ  иъ  свободной  нате^ 
рьяльной  точк*. 

§  26.  Змопъ  живой  ГИЛЫ  или  сохравеи1я  энерг1й^ 
для  одниц  матерьяльаой  точка.  Потеиц1альная  фун1!ц1я; 
Поверхности  уровня. 

Если    проэкц1й    на    оси  киордннатъ  салъ,  приложенныхъ  Е'Ц 
яатерьяльной    точк*,    суть   так1я    функц1и    Еоординатъ,  кот"ра 
дЪлаютъ  тричленъ: 

аолнымъ  дифференц1алояъ  н'бкоторой  функцш  V  (>,  у,  з)  коч 
ордидатъ,  то  диффвренщальное  уравнеше  (112)  будетъ  ии4тй 
сл4дую1ц1й  видъ; 

--ёт=ш; 


а   иотому    диффвренц1альныя    уравнения    дввжеН1я    свободной  ма^ 
терьяльной  точки  будутъ  я!С*ть  тогда  ол'ЬдующШ  интегралъ: 


гд*  л  есть  цроизвольнал  постоянная. 


.(150 


ХЛх+УЛу+а:=,1С1.. 


■  а51] 


1трббует'ь,    чт1>6а    ироэщш  силы  на  оси  коордипатъ  биле  раввн 
Шпроизводнымъ  отъ    и  по   коордиватаиъ;  а  ии1*вно  должно  быть 


Х=-.    У- 


■^  =  -, 


■  (152) 


Функц1я  /.*  отъ  ^:,  у,  г,  проиаводвыя  которой  по  I,  у.  г  вира-  ' 
жають  приэыии  X.  5',^  силы,  приложенной  къ  матерьяльной  гоче*. 
находящейся  въ  точк*  {х,  у,  г)  пространства,  называется  потен- 
и^альною  или  силовою  ф^нникю  :-1Тиб  силы.  Сила  хе,  аро^жши 
которой  на  оси  координатъ  суть  функцш  огь  ж,  у,  г,  удовлетворяю- 
018  УСЛ0В1Ю  (151),  называется  силою,  илчьющею  нотенщалг. 

Ебли  иридадйиъ  оаред1Ьлцнвыд  ?ис1енЕыя  зн&чешл:  а,  Ь,  с 
керен'Ьннынъ  велнчинамъ  :г,  у,  г,  заоючающннсл  въ  фунвдш  II, 
■о  последняя  получитъ  нМоторое  числ«ня"е  значение  С. 

Ураввев))^: 

ТЦх,  у,  .-|=Ь'(о,  Ь.  г) 


Г{х,  у.  г)=С. 


.  (Ш) 


1всть  уравнен1е  поверхности,  проходящей  черезъ  ту  точку  про- 
^странства,  координаты  которой  суть  а,  Ъ,  с\  во  вс1хъ  точкахъ 
1Т0Й  поверхности,  называемой  поверхностью  уровня,  потенц1аль- 
яяя  функщя  и  ии'Ьетъ  одну  и  ту  же  постоянную  величину  С; 
вта  воегоянаая  называется  -иараметромг  поверхности  уровня. 
Придавая  параметру  С^^ъ  уравнении  (153)  различная  дЪйстви- 
!льныя  значеп1я,  которая  можетъ  получать  потенфальная  функц1я 
Ц,  на  получвмъ  уравнения  различннхъ  поверхностей  уровня  этой 
фунеи1и.  Каждой  потенц1альной  функц1и  свойственно  безчислеиное 
множество  поверхностей  уровня,  совокупность  которыхъ  образуетъ 
сиотеиу,  заполняющую  собою  все  то  пространство,  внутри  кото- 
рого потенциальная  функц1я  ип'Ьетъ  д'Ьйствительныя  зиачешя. 
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Нормаль,  проведеннал  бъ  поверхности  уровня  черезъ  какую  либо 
точку  ея,  ии^Ьетъ  два  пряиопротивоположння  направленгя;  одно  изъ 
нихъ  мы  назовемъ  положительною  нормалью,  другое—  отрицательною. 

Косинусы  угловъ,  составляемыхъ  этими  противоположными  на- 
правлен1ями  съ  осями  координатъ  выражаются  такъ: 


/■СП'-    •  .'<   .  " 


<""/<^  с"  /■ 


»1  /■•   .'/     •        I  - 


гд*: 


С08  (^У^аХ)=з:^ 


со8(2У,У)=^^, 


С08(2У2^)  = 


1     ^17 


■Д17  дг  ' 


(154) 


^^=  +  /(^Г+(^Г+(^У (155) 


И  гд'Ь  въ  лроизводныл  должны  быть  подставлены  координаты  той 
точки  поверхности  уровня,  изъ  которой  возстановлена  нормаль. 

За  положительное  мы  примемъ  направлеше  N1^  соотв'Ьтствую- 
щее  положительному  знаку  корня  (155),  эту  положительную  нормаль 
мы  будемъ  иногда^  для  краткости,  называть  просто  нормалью  и 
будемъ  обозначать  буквою  N  безъ  знака  внизу. 

Пусть  М  есть  точка  пространства,  черезъ  которую  проведена 
поверхность  уровня  съ  параметромъ  С  и  нормаль  къ  этой  поверхности; 
^г — другая  точка,  безконечно  близкая  къ  М\  д?,  у,  2 — коорди- 
наты точки  М\  х-^Ьх^  У+8у?  г+^^ — координаты  точки  Жх, 
сд'Ь  8а;,  Ьу^  8^  суть  проэкщи  на  оси  координатъ  какой  либо  безко- 
нечно-малой  дуги  §5,  стягиваемой  хордою  ММг.  Очевидно,  пара- 


>  той  воверхнос^  уроввя,  н&^  которой  юходикл  точка  ЛГ1, 
иоаеть  отлжтаться  отъ  О  только  на  бв8конечно-1ал;ю  величину: 


8С=^И+'5|8у+^8»=ЛР.м№„88)!.  .  .  . 


(156) 


Это  варахевге  ориведено  здЪсь  длл  того,  чтобы  показать,  что 
съ  той  сторовн  паверхвости  уровня  С,  въ  которую  направлева 
пологятодьвая  ворна-ть,  аяходят<:я  поверхвости  уровни  съ  пара- 
жетраки  большции  С,  со  сторовы  хе  отрицательвой  вориалв  на- 

кходятсл  поверхвооти  уровня  РЬ  иараметраии  м^ньшями  6^  въ  са- 

Гюмъ  дФл'Ь,  йзъ  вырахен1я  (156)  видно,  что: 

ЙОО,  если  соз{^,й«)>0 
1С'<0,  РОЛИ  соз{Л'^|й8)<0. 

На  основан1И  равеиствъ  (152)  изъ  фориулъ  (155)  и  {154) 
иолучивъ: 

I  ПогЛ'Ьдя1я  три  равРН11Тва  внражаютъ,  чт(1  сила  Р,  имтьющая  раз-   > 
смашриваемый  потенцшлт,  и  приложенная  к»  матерьяльной 
точкгь,  наxоI^Я1(^е^^^я  вг  то'циь  М  (х,  у,  г)  пространства,  на- 
правлена по  положительной  нормали  къ  поверхности  уровня^ 
проведенной  черезъ  эту  точкц. 

Вервемм  теперь  к.ъ  ивтегралу  (150),    который  можетъ  быть 

I  представленъ  такъ: 

^  -  V^}^ (157) 

^  и  кохетъ  быть  выраасснъ  сл'Ёдующею  словесаою  формулою: 

Если  равнодкйсшвующая  силг,  приложенныхъ  кь  свободной 
матерьяльной  точкп,  имттъ  потенцгалъ,  то  движете  точки 
подчиняется  слгьдующему  закону:  разность  между  живою  скдом 
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Нормаль,  проведенная  къ  поверхности  уровня  черезъ  какую  либо 
точку  ея,  им^кетъ  два  пряхопротивоположння  направлешя;  одно  изъ 
нихъ  мы  назовемъ  положительною  нормалью,  другое—  отрицательною. 

Косинусы  угловъ,  составляемыхъ  этими  противоположными  иа- 
правлен1ями  съ  осями  координатъ  выражаются  такъ: 


УГ 


гд-Ь: 


С08  (^'2Х)=^^, 


(154) 


^^=+/г^;+(^г+(^г (155) 


и  гд'Ь  въ  производныя  должны  быть  подставлены  координаты  той 
точки  поверхности  уровня,  изъ  которой  возстановлена  нормаль. 

За  положительное  мы  примеиъ  направлеше  Жг^  соотв^Ьтствую- 
щее  положительному  знаку  корня  (155),  эту  положительную  нормаль 
мы  будемъ  иногда^  для  краткости,  называть  просто  нормалью  и 
будемъ  обозначать  буквою  N  безъ  знака  внизу. 

Пусть  М  есть  точка  пространства,  черезъ  которую  проведена 
поверхность  уровня  съ  параметромъ  С  и  нормаль  къ  этой  поверхности; 
-^1 — другая  точка,  безконечно  близкая  къ  М\  я?,  у,  1^ — коорди- 
наты точки  М\  х-\'Ьх^  У+8у?  -3^+8-3^  —  координаты  точки  Ж, 
вд*  8а;,  8у,  8-2Г  суть  проэкцш  на  оси  координатъ  какой  либо  безко- 
нечно-малой  дуги  85,  стягиваемой  хордою  ММг.  Очевидно,  пара- 


■  то1  воверхно(^  уровая,  на'Еоторой  находится  точка  ЛГц 
■ожеть  отличаться  отъ  С  только  на  беаконечво-малую  величину: 


ЙС= 


«^  +  ЖбУ+^'8^=ЛС^™8№.38)5«  ■  ■  ■  -  (156) 


'  0^ 


Это  выраява1е  приведени  зд'Ьсь  для  тиг»,  чтобы  показать,  что 
съ  той  стороны  поверхности  уровял  С,  въ  Еоторую  направлена 
положительная  нориаль,  ваходлтгл  поверхности  уровня  съ  нара- 
иетраии  большими  С,  со  стороны  же:  отрицательной  нориали  на- 
ходятся поверхности  уровня  съ  параметрами  меньшими  С';  въ  са-  ■ 
монъ  хЬл%  изъ  В1;1рахеп1я  (]56)  видно,  что: 

йОО,  если  со5(^,Й8)>0 
гС<0,  если  со5(Л'158)<0. 

№На  осноБан!и  равенствъ  (152)  изъ  фприулъ  (1б5)  и  (154) 
получямъ: 

посл'Ьдшл  три  равенства  выражаютъ,  что  сила  Р,  имгьющая  раз-   \ 
сматриваемый   потетшлъ   и  приложенная  кь  матерьяльной 
точкгь,  находящейся  въ  точкть  М  (х,  у,  г)  пространства,  на- 
правлена по  положительной  нормали  къ  поверхности  уровня, 
проведенной  черезъ  эту  точку. 

Вернемся  теперь  къ  интегралу  (150),  который  можетъ  быть 
представленъ  такъ: 

5^-Р=;. (157) 

в  шохетъ  быть  выраженъ  сл'Ьдующею  словесною  формулою: 

Л^ли  равнодпйствующая  смлг,  приложенныхъ  кг  свободной 
матерьяльной  точить,  имгьетг  потенщалъ,  то  движете  точки 
подчиняется  слгьдующему  закону:  разность  между  экивом  сил'йл 
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и  величиною  параметра  той  поверхности  уровня,  на  г 
находится  матер11яльная  точка,  есть  величина  постоянная  б 
осе  время  движения. 

Этотъ  законъ  движен)я  извйстень  иодъ  ииенеяъ  лакома  живой_ 
силы  для  одноб  маторьяльвой  точки. 

Работа  сялы  ^,  имеющей  потенщалъ   С^,  на  пути,  начиаа! 
щеися   въ   точк4    М^  {х^,  у^,  г,)  в  Еончающежся  въ  точк4  М^ 
(хг,  )/,,  ^а),  выразится  разностью  значен1й  потена1ально1 
въ  этяхъ  точкахъ;  то  есть: 


на  тторв1^Ш 
с-тоянная  ^^1 


^:о&{I',V)<^8■■ 


'/■ 


(хах+  уау-\-Шз)= 


С(*'2,  у  г,  г^)  —  Щхи  Ух,  гг). 


С        Следовательно,  величина  работы  не  аавиоитъ  отъ  того  пути, 
\  Еотирый   опишетъ  движущаяся  точка  между  точками  М,  и  М^, 
а  только   отъ  величинъ  наранетровъ  т^хъ  поверхностей  уровня, 
'  на  которыхъ  эти  точки  находятся. 

Точно  также,  при  переход*  матерьяльной  точки  по  какому 
бы  то  ни  было  пути  съ  одной  поверхности  уровня  на  другую, 
сила  Р  совершаетъ  работу,  выражаемую  разностью  иараиетровъ 
втихъ  поверхностей;  при  этокъ  нараиетръ  той  поверхности,  изъ 
которой  вашла  точка,  играетъ  роль  внчитаемаго,  а  парамегръ  той 
поверхности,  на  которую  приходитъ  точка  —  роль  уиеньшаемаго. 
'^  УравнеН1е  (149)  предыдущаго  параграфа  принииаетъ  при 
силахъ,  имФющихъ  иотенц1алъ,  сл'Ьдующ1й  нндъ: 


-  —  ^  =  СГ(ж,,  у  а,  га)  —  ЩХи  у^,  г^). 


(159) 


что  получается  также  изъ  интеграла  (157)  иди  (150),  внраяа! 
щаго  законъ  живой  силы  для  одной  матерьяльной  точки. 
Прин1Ьрами  силъ,  имФющихъ  потенщалъ,  ногутъ  служить: 
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постоянная  сила.  11отенц1ал1.на2  функц!»  оя  есть  линейная 
пкшя  коордапатъ;  въ  самомъ  д'ёЛ'&,  если: 
Х=^,    У=В,  2=С, 
гд-Ь  А,  В,  О — постоянныя,  то  очевидни; 

и=лх-^ву+  Сг+п, (160) 

гд4  в  есть  значеп1е  потеац1алъной  фунйц1и  въ  начал*  коурдинатъ. 

Поверхиости  уровня  этой  патснц1альной  функц1и  суть  парал- 
лельныл  плоскости. 

Другой  прим^ръ  представляетъ: 

б)  сила,  притягивающая  матерьяльвую  точку  къ  неподвижвиму 
иеятру,  находящемуся  ьъ  нача.14  иоординатъ,  или  отталкиваю- 
щая точку  отъ  этого  центра;  величина  силы  выражается  некоторою 
фунищею  рад1уса  вектора  точки, 

Ярп9кц!в  такой  силы  на  оси  коордвнатъ  выразятся  таЕъ: 

х^^тОу,  У=Нг)^,  г=1'(г)^, 

■гд*  ^{г)  есть  положительно- взятая  величина  отталкивательной 
силы,  или  отридательно-ваятая  величина  притягательной  силы; 
подъ  г  подраауя'Ьваетсл  зд4сь  положительно-взятая  величина 
разстоян1я  матерьяльной  точки  отъ  центра  силы;  то  есть; 


вм'Ьст'б  съ  т-Ьиъ  мы  будемъ  обозначать  тою  же  буквою  также  и 
ваправлеше  изъ  центра  силы  вдоль  по  рад|усу  вектору. 

Легко  внд4ть,  что  косинусы  угловъ,  составляомнхъ  направле- 
швЛ)  г  еъ  0СЯ1И  Еоординатъ,  выражаются  производныни  отъ  г 
по  соответственны иъ  координатаиъ  точки,  а  именно: 


=  С05 {гх) 

=  С08  ()-у) 
=  С08  [гг) 


■  (161) 


1|1  '    (- 

Г.»  -  «^^  ' 
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поэтому: 


^-пг)%,  у=т%,  г=т%, 


ду 


(162) 


У/,  л/^^г--»  — ••  •■'■■    ■  ■'••■' 


а  отсюда  сл^Ьдуетъ,  что  потенц1альная  функц1я  этой  силы  —  сл^^- 
дующая: 

17=   /  Р{г)аг 


>№ 


Г/.    -■»    •   !"/*.-. ''   /»'Г%     <!'<»'.••■'* 


-У 


•  •  •  •  ^10(5/ 


с:-.  Въ  самоиъ  .  Д'Ьлъ,  такъ  вакъ: 


то: 


^      дх       дг  дх     -^У^'Т^дх ' 


в)  Если  центръ  притажешя  или  отталЕИван1я  находится  не 
въ  начал'Ь  воординатъ,  а  въ  каков  либо  неподвихной  точк%  Ж,, 
координаты  которой  суть:  Хх,  ух,  г^,  то  тогда  подъ  г  сл4дуетъ 
подразумевать: 


а   подъ   направлен1емъ  г  —  направление   изъ   центра  М^  къ  той 
точк*,  на  которую  д4йствуетъ  разсматриваемая  сила. 

Потенщаяьная  функшя  выражается  интегралоиъ  (163),  проэкщи 
же  силы  на  оси  координатъ  выражаются  такъ: 


дг 


Х=ЩгГ^=Р{г) 


л;  — X, 


дх 


У=1\г)^^ 


2=1'{г) 


г  — 2, 


(Ш) 


Въ  этомъ  случа^^,  также  какъ  и  въ  предыдущемъ,  поверхности 

уровня  суть  концентрическ1я  сферы,  им^Ьющ1я  центръ  въ  центр'Ь  силы. 

г)  На   матерьяльную   точку  могутъ   действовать  одновременно 

несколько  такихъ  силъ,  какъ  упомянутая  въ  предыдущемъ  пункт'Ь; 


РГ^ 


тогда  потояцшьн&а  фупкц|я  раваодЬйствующо!  будеть  выражаться 
сукхою  аотеяц!альныхъ  функций  составляющихъ  снлъ: 


Н»: 


г,= +У' (а;  -  X,)' +(»— У  О' ти  -  г,)' 
•■■= + И'  (1— 1,)Ч-(г/  —  у,)'+(*  —  а,)' 


1  51(  Уг.  21,  X,,  у„  йа, , . . .  X,.  у*,  2*  —  суть  Еоордннаты  центровъ, 
1  изъ  которыхъ  дМствуютъ  смтавляющ{я  силы. 

Проэкц!Я  равнодействующей  на  ось  Х°"  выразится  такъ: 

|л:==^-адг,)!^+Л0-,)^^+,..+я'4ад'^..(1бб) 

»1Д)  Сила: 


1(тд1>  Я— постоянное)  им'Ьетъ  са^хующую  иотсвщальвую  фуинцио: 

Р=К'агс6б(|) (167) 

Огношен1е  (у: я;)  есть  таггенсъ  ума  И,  сосгввяяемаго  съ  осью  Х*»* 
кроэкмею  рад1усз  вектора  точки  на  илоскоить  ХУ;  топ.  хе  саннв  тавгексъ 
им*ютъ  углы: 

0:1:  2ия, 

[  4(4  л  —  какое  лнЛр   ц-Ьлое   тисло;  поэтому  потенциальная  функщя  (1671 
I  щсбетъ  въ  кахдой  точк!  пространства  безчнсленцое  ипохество  значенШ: 


^(=/г,[*= 


^=КВ^2тК . 


.  (168) 


Ногда  аонадобнтся,  иы  обратннъ  внимание  на  обстоятельства,  проно 
ь  хногократности  зваченШ  такой  нотенд^ально!^  фупкщи. 
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Законъ  живой  еилы  для  одной  матерьдльной  точки  иредста- 

вляетъ  собою  частный  случай  общаго  закона  того  же  имени,  относя- 

щагося  къ  движенш  системы  точекъ;  въ  своемъ  шЛстЬ  мы  сообщимъ 

?/^  •  Л  'З    н^которыл  историческ1я  св'Ьд'Ьнтя  относительно  открыт1Я  этого  закона, 

§  27.  Прим^^ръ  р']Ьшен1я  задачи  о  крнволнейнонъ  дви- 
жен1и  свободной  натерьяльной  точки  подъ  вл1яя1емъ  цент-^ 
ральяой  силы,  им^^ющей  потенц1алъ. 

Мы  приведемъ  теперь  прим'Ьръ  р'Ьшешя  такой  задачи,  въ  ко- 
торой им'Ьютъ  м^сто  законы  площадей  и  живой  силы: 

Прим^ръ  19.  Опред'Ьлить  движете  свободной  матерьяльной 
точки,  притягиваемой  къ  началу  координатъ  силою  обратно- про- 
порц10нальною  квадрату  разстоян1я  отъ  него. 

Дифференщальныя  уравненхя  дввжешя  матерьяльной  точки  суть: 


ар 


1П-щ^=^ 


|АШ  X 

г'  г 

у.3     ^ 

г'    г' 

гд'Ь  }!.  есть  н'Ькоторая  постоянная  величина. 

Такъ  какъ  сила  постоянно  направлена  къ  началу  координатъ, 
то,  какъ  показано  въ  §  24,  дифференщальныя  уравнен1я  им^ютъ 
три  интеграла: 

(з/^'-^)=5 (131,  а) 

^,X^-X,^)=^^ (Ш,Ь) 

(ху'-ух')=^ (131,с> 

Бром'Ь  того,  такъ  какъ  сила  им'Ьетъ  потенц1алъ: 


то,  кабъ  покаэаво  въ 

[  еще  ввтсгралъ: 


}  26,  диффрренц1альния  уравнешя  пи'Ьютъ 


-_'"!^=М/, 


.  (170) 


I  В11рахающ1й  вавовъ  хнвой  силы. 

Такимъ  образоиъ,  ны  ии-Ьеп.  ужи  четыре  интеграла  съ  че- 
Г  тырыя  произвольными  постоянпыяи:  С,,  С,.  С^,  Н. 

Остается  произвести  еще  два  интегрировашя,  который  введутъ 
\  дв4  произвольныя  постоянння,  и  тогда  задача  будетъ  решена. 

Изъ  параграфа  24-го  извЬстно,  что  двнжвн1е  яатерьядьпой 
I  точки  ороисходитъ  въ  плосиости: 


С1Х+Сз1/+С.,г=0,. 


I  ороходлщеб  черезъ  начало  коордипатъ,  и  секторьялгная  скорость  ра- 
I  дйуса  вектора,  остающагося  постоянно  въ  этоВ  плосеостн,  постоянна: 

'=4. (ИЗ) 


рд4: 


'о=  +  К'Ч'+С,'+С,=тг„1'[|  8Ш  (ч„г„)  . 


.  (138) 


Выразимъ  секторьяльную  скорость  п  въ  полярннхг  координа- 
I  тахъ  по  формул*  (144)  параграфа  24-го: 

^"^=2.; (144) 


Гвъ  интеграле  (170)  выразимъ  квадратъ  сЕороста  въ  полярныхъ 
хе  координатахъ  по  формул*  (20)  кинеяатичесЕоВ  части  (стр.  33): 


=  2Л.+^ 


■  (171) 


Мы  будемъ  интегрировать  дифференд!альныя  уравнешя  перваго 
I  порядка:  (144)  (171). 

(Дргументъ  в  есть  уголъ,  С"СтавляемыЯ  рад1усонъ  веаторомъ 
I  СЪ  н4которою  неподвижною  осью,  проведенною  въ  плоскости  дви- 
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жен1Я  черезъ  начало  воординатъ;  при  двиАеЕ1и  точки  8тотъ  утолъ 
непрерывно  увеличивается). 

ИсЕЛЮчимъ  &  изъ   уравнешя  (171)  и  р^шииъ  его  относи- 
тельно г;  получимъ: 


От 


=/2А+^-^'; т) 


интегрируя  это  последнее  уравнен1е,  найдемъ  внражеше  для  г  въ 
функцш  отъ  Ь. 

В][^Ьсто  того,  чтобы  интегрировать  уравнеше  (172),  мы  его 
преобразуемъ  въ  другое,  которое  легче  интегрируется  и  доставляетъ 
уравнен1е  траэкторш. 

Для  этого  представихъ  себ'Ь,  что  г  выражено  функцхею  отъ  Э\ 
поэтому: 

д.г д,гд^ 


ИЛИ,  на  основаши  уравнешя  (144): 


йг     аг2^  ^\г ) 


<*(? 


й1      йе  г'  йе 

Тричленъ,  находящШея  подъ  ворнемъ,  уравнен1Я  (172),  можетъ 
быть  преобразованъ  сл^дующимъ  образомъ: 

Сумма: 

2А  +  Й 

имФетъ  всегда  величину  положительную;  въ  самомъ  Д'Ьл^,  означимъ 
черезъ  V^  и  т^  начальную  скорость  и  начальный  рад1усъ  векторъ; 
по  формуламъ  (138)  (143): 

4о«=^Д^^вш^(г?оГо); 
постоянная  же  к  можетъ  быть  выражена  (см.  (170))  тавъ: 

^2  Го  ' 


следовательно: 

2*+Й=<-!;+.л.-Х,'-,..,-.)- 

ТаЕъ  Еакъ  квадратъ  синуса  не  мохетъ  бнть  (|0л11е  едиввцы, 
то  дробь: 

ие  можетг  быть  меа^е  дроби; 


то  есть,  аервая  дробь  или  бол'Ёо  второй,  иш  равна  еб: 


азъ  этого  сл^дуетг: 

».'-|+„..,,..':,',.(.у,)^^'-|+;^' 

значитъ,  разсматриваемая  нами  суииа  действительно  всегда  им'Ьетъ 
величину  положительную. 

Разд^линъ  эту  сумму  иа  положительную  величину  (]1':4а'),  мы 
получикъ  положительное  отношеб!с,  которое  ин  означииъ  черезъ  е': 

в-=1  +  '-'^''";.'"-'--'(».'-|) (173) 

По  вс1Ьиъ  этияъ  причиоаиъ,  уравнеше  (172)  можно  преобразо- 
вать въ  сл'Ьдующее: 

-§г  Р^. (И) 
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гд-Ь,  для  краткости,  черезъ  С  обозначена  следующая  разность; 

2^ _!^ ^ 

Отд'^Ьливъ  перех^Ьнння  въ  ураБНбН1И  (174): 


/Й^^-с 


^ав 


4о2 

и  интегрируя,  получимъ: 

'2оС 


агссо8(-|^)=0+Г1, 


или: 

С=^%О8(0  +  ГО 


^=^(1+бсо8(0+Го), 


гд^  Тг  есть  пятая  произвольная  постоянная. 
Выразимъ  г  въ  функпш  отъ  0: 

гд4: 

Уравнеше  (175)  (какъ  уже  было  упомянуто  на  стр.  42  ки- 
неиатической  части)  представляетъ  одну  изъ  кривыхъ  лише  2-го 
порядка,   то   есть   эллипсъ,    гиперболу,   или  параболу;  величина 
эксцентриситета  е  опред^Ьляетъ  родъ  кривой,  а  именно: 
кривая  есть  гипербола^  если  б>1,  то  есть,  если  (см.  формулу  (173)): 

'о 

кривая  есть  гипербола,  если  е=1,  то  есть,  если: 

^0  Го' 


гг« 
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Г' 
ипсг,  если  ^<1,  то  есть,  еглв: 

1  Величина  р  есть  полупираиетръ  кривой,  то  есть  длина  рад1уса 

веЕтора,  периендикулнрнаш  &ъ  большой  оси  эллииса,  еъ  главной 
оси  параболы,  или  къ  д'бйствительвоа  главной  оси  гиперболы. 

Посл'Ьдаее  иатегрирован1е  проазводниъ  надъ  уравнев1еяъ{144), 
въ  которонъ  заи4пимъ  г  функщою  итъ  6:  ураввен1е  это,  по  от- 
д4леши  перем'Ьвныхъ,  получить  |;л*дующ1Й  видъ: 


=  (11. 


■  (177) 


2я(1Н-есо8(е  +  Г.))' 

Для  краткости,  означииъ  (0-ьГ,)  черезъ  -у,  двучленъ,  заою- 
Ч&ЮЩ1ЙСЯ  ВЪ  знаиенател'Ь,  преобраауенг  сл'Ъдующвиъ  образоиг: 

1  +е  С08 1=008'  (■!]  +  З1и'  (1)  +  '-'1^084 1) — е5Ш^^^)= 

=(1  +  е)гоз'(|)-|-{1  — е)8ш'(|), 

иослФ  чего  предыдущее  уравшш1й  можетъ  быть  вапигаяо  такъ: 

^  =  '« (178) 


2=(1+е)' 


1+Ы'«ЧЙ]™^' 


'^\ 


Ивтегрироваше  атого  уравнен!я  въ  слу<1а%  двихея1Я  точки  по 
'  эллипсу  облегчается  при  пояощи  следующей  подстановки: 


изъ  этого  равенства  сл'Ьдуетъ: 


.  (179) 


41 '^7- 
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теперь  уравнеше  (178)  приметь  сл'Ьдующ1й  впдъ: 

— - — 3  (/■—  е  С08  Л(^/'=  (И. 

2в(1-е>)* 

Интегрируя  это  уравнеше,  получииъ: 


2а(1  — е*)5 


(1  —  е8ш/*)=^— т 


/•-в8ш/'=(<-х)/^, (180) 

гд1^  т  есть  шестая  произвольная  постоянная,  а  —  длина  большой 
полуоси  аллипса: 

Р      4дД ул  П81^ 

Посл^Ь  этого,  разсматриваемая  задача  для  случая  движен1Я  по 
эллиптической  траэкторти  р'Ьшена  окончательно. 

Эта  задача  играетъ  существенную  роль  въ  астроном1И  и  не- 
бесной механике;  полученное  р'Ьшеше  внражаетъ  движенхе  которой 
либо  изъ  планетъ  вокругъ  солнца,  если  предположить  посл^Ьднее  не- 
подБижнымъ,  массу  планеты  —  сосредоточенною  въ  одной  точк1^,  а 
притяжен1е  разсматриваемой  планеты  прочини  —  несуществующимъ. 

Шесть  произвольныхъ  постоянныхъ: 

С*!,  Са,  С^у  к,  Гх,  т 

нетрудно  выразить  въ  начальныхъ  координатахъ  и  въ  про9кц1яхъ 
начальной  скорости  на  оси  координатъ. 

Первыя  четыре  произвольный  постоянный  опредФляютъ  положе- 
Я16  плоскости  орбиты,  эксцентриситетъ  ея  и  длину  большой  полуоси: 

^^ =со81 (182) 


ус,'+сг+с,^ 


§=-*8^, (183) 


(181) 
(П3> 


I  гд^Ь  /  есть  уголь,   подъ  которыиъ  плоскость  орбиты  наЕлонена 
'  и  плоскости  ХУ,  а  — уголъ,  составляеяый  съ  осью  X  лншею 
нересбчеш)!  атихъ  плоскостей. 

Произвольная  постоянная  Г|  есть  отрицательно  взятый  аргу- 
мбптъ  накирныпаго  рад1гса  вектора;  т  —  коментъ  времени,  въ  ко- 
тирый  рал!усъ  векторъ  ии'&етъ  ваииеньшую  величину. 

Въ  СЛуча'Ь  ДВ11Ж0Н1Я  точки  но  па1>а(ю.|4,  уравнен1е  |178)  тщннимастъ 
[  са-11Ду1г>щ1Й  ВЕДъ; 


Интегрируя,  получимъ: 


--И- 


т). 


(184) 


.(185) 


§  Ж  и^которы»  друг)я  формы  ннтеграловъ  днффсрсп- 
|'ц1альныхъ  уравпеви1  движевш  гвободнои  натерьяльыпй 
I  точкн. 

Прадположни ь,  что  свСюдная  матерьяльная  точка  иостояино  остается 
^Н  одвой  плоскости,  которую  мы  прииемъ  за  плоскоеть  ХУ. 

Изъ   иредыдутаго  намъ  язв'Ьстно,   что  днфферепц1альныя  урав0ен1я 

•1'х 


I  или  зан^^няющял   I 
порядка: 


V  1ш4ють  ннтегралъ: 


лт=Х,  »•',„' =3', 
ь  совокупность  дифферешиальыыхъ  уравпеа1Й  перваго 

А'^=у,ш'-§=х,„%=у....т) 
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если  сила  всегда  удовлетворяетъ  услов1ю: 

хУ—уХ=0 
та  эти  же  уравнен1Я  имЪютъ  интегралъ: 

т 


1((^?+(?/Т)-сг=й, 


«если  сила  им'Ьетъ  потенщалъ. 

Мы  считаемъ  зд'1сь  ум-Ьстнымъ  указать  на  дв-Ь  друг1я  формы  интегра- 
ловъ  дифференд1альныхъ  ураввен1й  (186),  получаемыя  черезъ  интегрирова- 
е1е  дифференщальнаго  уравнен1я: 

•если  силы  не  зависятъ  отъ  скорости  и  времени  и  удовлетворяютъ  ниже- 
приведеннымъ  условхямъ;  эти  интегралы  найдены  Бертраномъ  *). 

1)  Если  сила  удовлетворяетъ  услов1ю: 

^--  хУ—уХ=В, (187) 

гдЪ  в  —  постоянное,  то  изъ  посл-Ьдвяго  дифференщальнаго  уравнен1я  по- 
лучимъ  интегралъ: 

ш{ху'  —  ух')=В1+С (188) 

2)  Если  сила  удовлетворяетъ  условхю: 


X 


у-у^=ка)^ (18») 


гдЬ  /  есть  Еакая  бы  то  ни  было  функщя  отъ  (у: а?),  то,  помноживъ  об* 
части  посл']Ьдняго  дифференц^альнаго  уравнен1я  на 

2{ху^—ух% 
получимъ: 


*)  Вег^гапй.  Мёто1ге  виг  1е8  1п1ёдга1е8  соттипез  к  р1и81виг8  ргоЫётез 
ее  Мёсап^^ие.  ^оата^  (1е  Ма^11ёта^^^ие8  рагез  е^  аррИдаёеа  раг  ^.  ЫопуШе, 
8ег1е  1,  Тоте  XVII.  1852.  р.  121—175. 
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отсюда  яятеграл!  сд'Ьдующаго  вида: 

т(ху'  -  ух'У^С  1Г{1)Л  (I)  +  С. (190) 

\Прим»,чан%е.   Сюда  же  йгЬдуетъ   отнести   н  Т'Ь  случаи,  въ  которылъ 
I  сила  удовлетворлегь  усюЫю: 

(:.3--уХ)=,^., (191) 

потому  9Т0,  еслп  ыы  иоложилъ: 

1+(*Т 

ТО  условие  (191)  прю1етъ  впдъ  (!№). 

Изв-Ьстны  еще  друг1я  обт1я  фориы  иатеграловъ  диффервнцтальвыхъ 
уравнеы1Й  ДБижец)^  сво(1одноЯ  матерьлльной  точки,  подверхенпоЯ  сплам-ь, 
удовлетворякицшит.  нЪвоторыиъ  услов1Я1114  изъ  этихъ  форнъ  пн1'еграловъ 
кы  ноженъ  указать  то^ако  на  сл'кдуь^щ^я. 

В)  ПоииожЕмъ  второе  изъ  днфферЁВ111алышхъ  п'^^^^н'^: 

пкг"=:Х,       ту"=  у (А) 

на  х^  II   иаг'Ьмъ  вичтеиъ  пзъ  него  первое,  поиноаенное  на  г/';  получится 
сл^дуютее  днфференшальное  ураввеше:! 

т{х'у"—1,'х")=а:'У—у'Х (192) 

Если  спла,  ирнложекная  кь  иатерьяльной  точк*,  удонлетворлетъ  услов1ю: 

а;'У-УХ=(1')Г(1,  у,|) (193) 

1Я%  /  есть  ка1:ая  иибудь  фувкц!»  отъ  х,  у,  {у' :  а'),  то  тогда  Д11<|)фе])евц]а,7ь- 
яое  ;равнен1е  (192)  кожно  иредставвть  подъ  сл^дующяиъ  видоиъ: 
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Предполагая,  что  у  выражено  фунвщею  отъ  х^  иожемъ  исключить  изъ 
этого  уравнен1я  дифференщалъ  времени,  им']^я  въ  виду,  что: 


ис^      их'*       сИ  д,х  йх^     ' 


всл'1дств1е  этого  посл']^днее  дифференщальное  уравненхе  получить,  по  совра- 
щен1и  на  31^^  видъ: 

•»§=/•{'».  г/.!) а»*) 

ч 

обыБновеннаго  дифференщальнаго  уравнен1Я  втораго  порядка. 
Первые  интегралы  этого  уравнетя: 

представятъ  собою,  по  зам']^щен1и  въ  нихъ  производной  -^  —  отношенхемь 
(^' :  л/),  первые  интегралы: 

?1(^,У,  |)=^1,     ?2(^,У,|)  =  С2 (195) 

дифференщальныхъ  уравненШ  {Л)  движешя  свободной  матерьяльной  точки. 
Услов1е  (193)  выражаетъ,  что  проэкщя  силы  на  нормаль  къ  траэкто- 

Р1И  есть  однородная  функц1я  второй  степени  отъ  скоростей  о/  и  у';  функщя 
эта  —  сл-Ьдующая: 

^^._|^Мй ^^щ 

Следовательно,  если  проэкщя  силы  на  нормаль  къ  траэкторги  есть 
однородная  функщя  (196)  второй  степени  отъ  скоростей  ее?  и  у\  то  диф- 
ференцъальныя  уравненгя  двгимсенгя  свободной  матерьяльной  точки  на  пло^ 
скости  имгьютъ  два  первые  интеграла,  не  зависяшге  отъ  времени;  эти 
интегралы  получаются  г^зъ  первыхъ  интеграловъ  обыкновеннаго  дифферент 
цгальнаго  уравненгя  втораго  порядка  (194). 
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Этоть  случай  интегрируемости  днфферен111альныхь  ураввешб  двихешя 
'  точки  ва  1иос!сости  Пы.1ъ  указан-ь  проф.  Л.  Н.  Коркивииъ*). 

Крои^  того,  Л.  Н.  Коркинъ  цашегь  еще  и^сколысо  случаевъ  интегрируе- 
иостп  двф([№рени,1альвыхъ  ураввен!!)  движсшя  натерьяльвой  1'очкн  на  ыо- 
въ  Еоторыхъ  получаются  два  интеграла;  взь  игвхъ  схучаевъ  ны 
иокенъ  зд'Ьс.ь  иривести  только  одивъ,  самый  11рост'ЬЙш1й. 

4)  Есди  сила  ие  зависнгь  отъ;  времеви  н  скоростей  и  удовлстворяетъ 
у слов!  ю: 

У—кХ-Цу—кх), (19Т) 

гд4  к  —  иостоявпое,  а  (—  и^Ькоторая  фувкц^н  отъ  ((/  —  кх),  то  тогда  соста- 
вянъ  двфферена1а.1ь(!оо  урав11св1е: 

«КУ— Ь")=У-АХ, (198) 

которое,  яа  освован1и  услоаЦ  (1Я7),  приведется  къ  виду: 

т(!/"— *1")=Л((  — М (199) 

Озиачымъ  у  —  кх  черезъ  $,  тогда  урцвнев1е  (199)  по^уч1Г^ъ  видк 

^  ивтегри]>овав1е  Днф|е1>свц!альваго  уравиен1я  такого  вида  показаво  въ  §  19 
I  (см,  с^учаи  2-го  рода), 

§  39.  Задачи. 

•  1.    Опре&гьлить   дт'жен1е  матерьялъяой    точгси,   притяшваемой   къ 

оси  2»"*  силою  обратно  пропорцгопа-икою  квадрату  разстоянЫ  отг  нея; 
нача.инйк  скорость  точки  параллельна  той  же  оси. 

'  Дифференд1адьаыя  ураввев^л  ды11жеБ1я: 

тх  ^0,  ту  ^= -г; 

вачальвыя  коордиваты  и  «.'корости: 

(„=0,   Жо=0,   х\=о.,   Уо=Ь,  Уо  =  0. 


*1  Коркипъ.  О  совокупныхъ  уравветякъ  съ  частвнмн  производаымж 
перваго  порядка  и  н'Ькоторыхъ  вопросахъ  неханвБИ.  1867. 

Когкше.  Зог  1ея  1а1;6дта1еЁ  с1ё8  ^^ааС^ои5  |1и  шовуешеп!  (1'ив  ро|п1  таг 
Хеш].  МаСЬета^ЬсЬе  Алпакп  уоп  СЬЬесЬ  ци(1  Нешшшп.  В.  П.  1670.  8.  13. 


т-2.<). 
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Второй  интегралъ  движешя  параишьно  осн  2<>*»: 

х=а1: (200) 

Первый  интегралъ  движешя  параллелгьно  оси  У^^'^: 
^л&  того,  чтобы  интегрировать  уравненхе: 


положимъ: 

Ъ 


У  1,-т 


у=|(1+С08<о), (201) 

тогда  это  уравнеше  приметь  сл']^дующ|й  впдъ: 

^  2  С08'  ^  а,х,= т^2^', 


интегрируя  получимъ: 

ЬУЪ 


((|)  +  8Ша))  =  <У2[х (202) 


Три  уравнен1я:  (200—202)  выражаютъ  движенхе  точки;  траэвтор1я  же 
выражается  двумя  уравневхями: 

Предлагаемъ  сравнить  эти  уравненхя  съ  уравнешями  циблоиды  (см. 
Кинем,  часть,  стр.  14). 

Время,  въ  течвн1е  котораго  движущаяся  точка  придетъ  на  ось  Х®"*, 
опред']^лится  изъ  формулы  (202),  если  сд'Ьлаемъ  въ  ней  ш=7с: 

2.  На  матерьяльную  точку  д']&йствуютъ  притяженхя,  обратно  пропор- 
щональныя  квадратамъ  разстоян1й,  со  стороны  двухъ  неподвижныхъ  цент- 
ровъ  О  и  Хг;  величины  этихъ  притяженШ  суть: 
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ЧдЪ:  «1  —  масса  точки,  г,  —  разстоян1е  катерьяльпой  точки  отъ  центра  О, 
-  разстояв1е  ел  отъ  цсвтра  7,. 
Мат^ьямная  точка,  помещенная  на  лонги  ОЬ,  въ  разстоям1М  Ь 
Ш-отъ  точки  О,  пущена  со  скоростью  з  по  направлетю  къ  Ь;  опредп,- 
Ш.лшнь,  какь  велика  должна  быть  скорость ч  Пля  тоъо,  чтобы  движ/)' 
I  щаяея  точка  могла  остановиться  вь  той  точкп  К  на  лынт  ОЬ,  вь 
[  которой  прптяжен/я  обоихъ  пентровъ  взаимно  урааноапшиваются. 
Равнод+йствушщая  снлъ,  прнлохеиныхъ  К1.  иатерьилЕ.иоЯ  точк*,  Г1и1!еть 
[  «ь  этоиъ  сл7ча1Ь  потеношъ  (си.  ]||5): 

■  доэтоиу  дввжен1е  ыатсрьлльвой  точки  удовлетворлетъ  закону  жавой  пиы: 

I -?=.(*+:?)- (-^+1^) (203) 

I  гд'Ь  V  означаеть  разсгоав1е  иежку  цеит))ан11  О  и  ^■ 

Тацъ  какъ  точка  совершаете  дв1лкеа1е  по  прамон  лин1п  01,  между 
Епшчкаия  О  II  Х,  то  г,  1[  г,  должны  <5ыть  зам'Ёаены  велочлвани  х  и  1)—х, 
I  гд'Ь  X  есть  разстояи1е  диижущейся  точки  отъ  центра  О. 

Означшгь  череаъ  к  раистояте  ОК;  такъ  какъ  ВЪ  точк*  К  притажен1я 
фбоихъ  центровъ  должны  кщимно  ура  я  но  вмешиваться,  то  к  должно  удо- 
^«^е1ворять  сл1>дуюш,е11у  равенству: 

Мт  ["И!    " 


I  язъ  котораго  сл^дуетъ: 
1с-- 


РУМ 

У~М+У^ 


.  (204) 


Прии'Ёнимъ  уравнев1е  (203}  къ  тому  ноненту,  въ  которнВ  натерьяльная 
точка  остановится  въ  точк'Ь   К;  тогда  будуть:   1'=0,  г,^*,  Г1=Й— А; 
[  сл'Ёдовательио: 


[  аак'Ьннвъ  зд'Ьсь   к   п  {В- 
лрео6раж>вашя,  получнмтр: 


■к)   вырахев!яма  (204)  и  произведя  кадлежагщя 
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или: 

„2 


=^(/^ум-  /^,^^)' (Ш) 


д«.  л.  и « 


оА^•**.  И  И 


Поюжимъ,  что  о  ж  Ь  иредставлякутъ  центры  земли  и  луны,  что  М  ж 
р.  означаютъ  массы  этихъ  планетъ,  В  —  величину  разстояи1я  между  нимиу 
&~.  среднюю  величину  земнаго  рад1уса;  тогда  формула  (205)  иослужитъ^ 
для  011ред'&1ен1я  той  скорости,  съ  которою  дола&енъ  быть  пущенъ  снарядь- 
съ  поверхности  земли  по  направленш  къ  х^ъ%  для  того,  чтобы  онъ  могь 
.  дойти  до  той  точки,  въ  которой  притяжен1е  земли  уравнов'Ьшивается  притя-^ 
Ч  жен1емъ  луны.  Коэффищентъ  е,  заключающхйея  въ  формул'^  (205),  можетъ- 
быть  опред'киенъ  на  основанш  того  соображец1я,  что  сила  тяжести,  ирило- 
жевная  къ  масс^Ь  ш,  находящейся  на  поверхности  земли,  выражается  двоя- 
кимъ  образомъ: 


а  потому: 


=е-р-;   Р=тд, 


е=^ (205  Ы&> 


Подставивъ  это  выраженхе  для  е  въ  формулу  (205),  мы  найдемъ  сл^ 
дуюп^ее  выражен1е  мая  а: 


.=,/2,»(/1-^-;^|г1)/ё)- 

Если  принять  во  вниман1е,  что  В  почти  въ  60  разъ  бол^е  Ъ  и  чта 
масса  луны  почти  въ  81  разъ  мен^е  массы  земли,  то  можно  сказать,  чта 
приблизительно: 


3.  Мап1ерьяАЬ}(ая  точка  притягивается  къ  началу  координать 
силою: 

гр ПЦ1Г 

•^■"2(2р— ж)*» 

гдр»  \»'  и  р  суть  ввм1чины  постоянныя;  опредгьмлть  движете  ма^ 
терьяльной  пючкщ  предполагая^  что  начальное  положенье  ея  на 
оси  X,  въ  разстоянш  р  отъ  начала  координатъ,  и  что  начальная 
скорость  ея  ^  параллельна  оси  У. 


диХ^, 


\\\ 
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>1 


Для  р^шен1я  вопроса  надо  произвести  гЪ  же  самыд  д']^йств1я,  какъ- 
и  въ  предыдущей  задаче.  Первые  интегралы  будутъ: 


щ^-ух^=с,,  (^7=с?.+гг-1аЬ; 


(2р  —  жУ 


вторые: 


20^ 


(М.+40,1?)а? 


У  )Ар  —  х)^С^{!1р  —  Х)\  ..(208> 


Интегралъ  (206)  есть  уравненхе  траэкторхи;  это  —  одна  изъ  вривыхъ 
втораго  порядка.  Родъ  кривой  опред']^яется  знакоиъ  постоянной  С,,  если; 
Сз  бод4е  нуля,  то  траэкторхя  —  гипербола,  если  0^  мен4е  нуля,  то  траэк- 
тор1я  —  эллипсъ,  если  Са=0,  то  парабола. 

5.  Оп'редчьл'т/^ъ  движеиге  матерьяльной  точки  при  д1ьйствги  на 
нее  гл1ьдующей  притягательной  силы  къ  началу  координаты 


Р= 


р.ЖГ 


2  (2р  —  а?  С08  О)  —  у  8т  и>)з 


гд-Ь  О)  —  постоянный  уголъ. 

Траэкторхя  —  коническое  с4чен1е. 

6.  Опредп>лить  движете  матерьяльной  точки  щи  дп»иетвги  на 
нее  слп>дующей  притягательной  силы  къ  началу  координаты 


Р= 


\1тг 


Дифференщальныя  уравнен1Я  движен1я  въ  этоиъ  случа*]^  суть: 


х'= 


'  у  — 


^-У 


Уз^ 


Ух^у^ 


Одинъ  изъ  первыхъ  интеграловъ  выражаетъ  законъ  площадей: 


ху'—уХ^^Сг, 


(209) 


другой  получается,  интегрируя  дифференщалъное  уравнеше: 


{. 


•  ;г- 


^'У  +  У"з:'=- 


йяъ  Вудетъ: 


V1^|/^ 


(210) 


Чтобы  произвести  дазьв'ЬВшй   1штегрирован1н.  ны  прео'^рояу 61111  пер- 
вые интегралы  сл'Ёдующииъ  обраноиъ. 

Помвохвнъ  (210)  ва  4х^  н  тм'Ьвикъ  ^хрх'у'  и-Ьдующею  раяиостью: 

та±   атого   иаъ   у])авнеи1Я   (210)   иолучпмъ  следующее  днфферева1иьяое 
;раввев1е-. 


^4Т-'=/«"+4.,,(б-.+  *),. 


.  (211) 


■штегрируа  которое,  получниъ  выралсеще  (  въ  функщи  отъ  11рон;1веден1Я 
ху;  это  будетъ  одннъ  изъ  вторыхъ  интеграловъ. 

.  Исиючвиъ   (И  взъ  диффереащальнаго  у|1авне1!1я   (211)  и  нзъ  ивте- 
града  (209]: 

^ ({х_ 


=^;* 


получвиъ  дифференщальное  уравненш: 


"Ы^У 


стоить  позный  Д11ф|!1ерснц1алъ,  а  : 
гегрируя  это  урввыеи1е,  мы  няйдеи 


ВЪ  л'Ёвоб  ча(^ти  котораго  стоить  подныЛ  диффероыцталъ,  а  правая  з 
Ч11етъ  переи11ввую  х^;  цатегрируя  это  урввыеи1е,  мы  няйдеиъ: 


16|л' 

■  6','  ■ 


Р'Ьшивъ  полученное  ура11аеа1е  отвосптельво  г,  получимъ: 


ТгХ  —  р1,  —  2СгУТ,У 


й  точки,  евободноШ 


Это  есть  7равнев1е  кривое  втораго  порлдаа;  родъ  Ер>гвой  опред'Ьллется  I 
аваконъ  постоянное  С,. 

7-  Ощ>ед)ьлить  движенге  матерьялъной  мочки  при  длйстпгиЛ 
на  нее  прытялателъной  силы: 

чаправлемноИ  къ  нччалу  коор'Ьматъ. 

Траэктор1я  —  коническое  сЬчете. 

8.  Опрсд1ьлить  движете  тяжелой  |»ашер|^^ 
пущенной  подь  жчаторомъ  въразстоянш  Ь  оть  иетяра  земнаю  шара;  1 
убпдиться  въ  вгьрности  формрлъ  (186),  приведечныхь  на  стр.  168  ки- 
нематической части.   Центръ  земли  предполагается  неподвиокнымь. 

Если  :*та  иатерьнльная  точка  будеть  ветмЬнао  связана  съ  з 
то  оиа^  находясь  иодъ  эЕваторомъ  въ  разстолв!и  Ь  оть  цевтра  земли  О 
(черт.  73  кпнеиатичесЕой  частя},  будетъ  ии'Ьть  скорость  Ьш,  перпеидикуляр-  - 
ную  къ  рад|усу  ОБ  я  ванравлеввую  къ  востоку;  эту  же  самую  скорость  1 
Йудетъ  ия-Ъть  матерьяльяая  точка  вч,  тогь  моменгъ,  когда  она  будегь  иу-^^ 
щена  свободво,  то  есть,  когда  связь,  прнкр^Ьвмющая  ее  къ  зехлЪ,  будетъЛ 
уничтожена. 

Проведеыъ  пзъ  цевтра  зеилн  неподвижную  ос1|  ОУ  черезъ  то  положе-1 
В1е  В  матерьяльноГ)  точки,  которое  она  эанннастъ  въ  простравств'Ь  въ  но-  I 
менть  осво'^ожденгя  ея  оть  свази  съ  землею;  ось  ОХ  проведенъ  въ  пюс*' 
кости  экватора  вараллельБО  на11равлен1ю  скорости  Ьч^■,  подъ  «>  ны  под-Я 
равуи*ваем1.  угловую  скорость  суточнаго  вращенгл  земли,  а  подъ  Ь  —  I 
среднюю  величину  зеанаго  радгуса,  предполагая,  что  свободно  иущевная! 
точка  находилась  блиэъ  поверхностп  леили;  поз  тону; 


=  0,0000729 


1 


секунд. 
Повинуясь  ]1ритяжен1ю  къ  центру  земли: 


6=0370900  метр. 


в  ииФя  вачальвую  скорость; 


х\=Ьш,  (/'.=0 


I  начальное  11оложен1е: 

х^=0,  у„=Ь, 

I  матерьлльнал  точка  на'шетъ  совершать  движеп1е,  [щэгиотрЪнное  нанв  въ 
[■■$  27  настоящей  главы;  нетрудно  ]гй*диться.  что  въ  настоящем!,  «луча*  двн- 
I  яеше  будегь  совершаться  по  эллипсу;  въ  «амомъ  д'Ьл-6: 

I  «ъ  формулы  же  (205  Ыв)  задачи  2-й  слЬдуегь: 

■оку; 

2Л=— 4(2,;  — М; 


»        »       (секунда)"  ,^■«'1'       ((жкуида)" 


Г  п  2А  кен1е  нуля,  сл'Ьдовательно,  тразктори  эллиптачесааа. 
Эдекенты  этой  орбиты  сл'Ъдув1Щ1е: 


[  |ро1ГБ  тога,  означал  черезъ  О  уголъ,  состанлаеннВ  рад1усоиъ  вевторокъ  съ 
положительною  осью  К  •*  п  отсчитываемый  отъ  этой  оси  въ  сторону  ноло- 
I  хительнов  оси   У,  будемъ  нн^ть: 


ЕгхЪ  ^  есть   уголъ,  отсчнтываекмА  отъ  направлен!»  павменыпаго  рад1уса 
I  вектора  въ  сторону  двихенгн  точки. 

Перигелй  орбвты  находится  на  отрицательно!!  сторон!  оси  Ун  уголъ 
[  в  съ  течетенъ  времени  уменьшается. 

Двизен1е  иущеиной  точки  вы])ахае1«л  сл'Ъдуюшими  фориулаиш 
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поэтому: 

а;=  — а^^1-^в'*8ш/*,  у=а{е  —  соз/*) (213) 

Для  того,  чтобы  разложить  х  ж  у  ъъ  ряды  по  возрастающимъ  степе- 
нямъ  ^^  составимъ  сначала  подобное  разложен1е  для  Л 

Возьмеиъ  производную  по  времени  отъ  об']^ихъ  частей  равенства: 

/*  —  тс  —  евш/"— л<,  п=  1/1-5-; 
получимъ: 

повторяя  то  же  дМствхе  надъ  полученнымъ  равенствомъ  и  тавъ  продолжая 
дал']^е,  будемъ  получать  равенства: 

0=/^Ч1  — есо8/)+в(/')'8ш/' 

0=/^'Ч1  — всо8Л+З^Г8ш/^+е(/')'со8/ 


• 


1 


изъ  Боторыхъ  опред'к[инъ  величины  производннхъ: 


* 


3 


/  О— 1_^в>    /^0   —^,/0     — (1_|.е)*' 
^(4)_л     ^(5)_т^(9е— 1) 

/о     — ^^,    /"о     —        (1^^у      * 

для  момента  ^=0. 

Подставляя  эти  величины  въ  Тайлоровъ  рядъ: 


^' 


\ 


/'=^+^'<^-^"о+ 


>/ 


П1-25- 
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поду^имъ: 


'"""  "*'1  +  е"*'(Ц-е)П. 2.3"^  (1  +  еУ  1.2.3.4.5"^ 


и  отсюда: 


п_з_, пН\     е  п^{^    б(3в— 1) 

/^~*"Т"^       (Т+ёР1.2       (1  +  е)»  1.2.3.4 


•  •  •  • 


Отсюда  легко  получатся  ряды  для  81п  /*  и  соз  /",  такъ  вакъ: 

ЗатЬхъ,  подставивъ  полученныя  выражен1я  для  81п/  в  соз/'въ  фор- 
мулы (213)  и  принявъ  во  вниман1е,  что: 

(1  +  еУ~а\1  +  еу~Ъ' 


г     14-е         г      а^  г     0(14- е)  ' 


+  е         1^      а«  Г    ^(1+е) 
иолучиыъ  сл'Ьдуюпце  ряды: 


X 


—  ^*^^\^        ЬГгГз        6«       1.2.8.4.5  •••/ 

п—Ь\  1  — ^^- ^^^ 1-1—  — 

У—^\^       Ь\Л        Ъ^         1.2.3.4 


Отношеше  д :  &  есть  весьма  малая  дробь: 

1=0,00000153 


(секунда)^ 


9.  Р1ьиш1пь  задачу  о  движенги  матерьяльной  точки,  притягн'^ 
ваемой  къ  началу  координатъ  силою: 

Поступая,  вакъ  указано  въ  параграф'^  27,  получимъ  сл^дующхе  ре* 
вультаты. 


—  140  — . 

а)  Когда  2  Л  бо1']^е  нуля. 

Радаусъ  вевторъ  изменяется  съ  теченхемъ  времени  но  следующему 
закону: 


гд^: 


Го 


Уравнеше  траэкторхи: 
1)  Если  С*  —  и-  бол4е  нуля: 


2)  если  0*  =  ^.: 


В)  если  С  — и-  мен-Ье  нуля: 


^    /2Л^         2х 


х^=^,  —  1,  <р=0  +  Г2. 
Ь)  Въ  т^хъ  случаяхъ,  когда  2Л  равно  нулю: 

Траэвторгя: 

«)  Въ  т^хъ  случаяхъ,  когда  2Н  мен^е  нуля: 

г»/ -1л=^^  ^  _  с»  -  (Г,  +  2МУ.  Ф 

Уравнен1е  траэвторхи: 

^■-Л^=^_       2х 

10.  Тавимъ  же  образомъ  могутъ  быть  разсмотр^ны  вС1ь  случаи 


движетя  матеръял'ног!  пючкн  п'1'^ь 
же*пя  къ  началу  координать: 


■.*п,'<рю1цей  силы  притя- 


Р=^^^^^  +  ^■ 


Наирин'Ьръ,  уравнеше  траиктор1н  при  2Л  большемъ  щха  в  при  (ч— С) 
иеньшеиъ  &у1а  —  сл^д^ищее: 


I  13^ 


''""1— еяпх(«<+Г)' 


б=|/    1+^>2Л,  х'(7=СЯ- 


11.    Опредп>.мть   движенге    матер йядмои    точки,  къ  которой 
приложена  сила 

I  состоящая  изь  притяжен*я  т  началу  координате,  проп(^ц%онаАь- 

I  разстоятю  отъ  него,  и  изг  отталкивапУАлной  силы  оть  то^ 
же  точки,  обратно  пропотшальной  к1/бу  ралстояпя. 

Если  Л'  — [("(Х'+б")  бо-тЬе  пуля,  то  уравнешо  траэиторш; 

,=^,  .<_!+-,  .=/т: 


I  ЗЯБОа'ь  изи'Ьненй  аргукевта  В  —  сл'ЁдующЕЗ: 

18.(6 -НГ,)  =  1Л1^  18 1.(Г,  +  (). 

12,    Движеше  тяжелой  матероялмой  точки  въ  средть,  оказы- 
вающей движению  сопротивлрш'',  выражающееся  такъ: 

тд{к  +  ^V'*)■, 

сопротивлемге  вто  направлечо  противоположно  скорости. 

Приводниъ  зд'Ьсь  то  р*шеа1е  этой  задачи,  которое  дать  Якобн  *). 


•)  .1оигпа1  СгеИе.  В.  XXIV. 


—  142  — 

Движен1е  матерьдльной  точки  совершается,  конечно,  кь  той  верти- 
вальной  плоскости,  въ  которой  заключается  начальная  скорость;  эту  плос- 
кость примемъ  за  плоскость  ХУ,  начальное  положеше  движущейся  точки 
примемъ  за  начало  координатъ,  ось  У  направимъ  параллельно  ускорен1ю 
•силы  тяжести. 

Бъ  этой  задач*]^  возьмемъ  дифференц1альныя  уравнен1я  движетя  вида 
<39;;  означивъ  черезъ  <р  уголь,  составляемый  направлешемъ  скорости  съ 
осью  X,  будемъ  И1г]&ть,  по  сокращен1и  на  т\ 


> 


}^у^  %=д^\у1<9—9^—9)^^'' (214) 

^  у=^5'со8ср, (215) 

гд']Ь  р  означаетъ  величину  рад1уса  кривизны: 

^8      ю(И  гс\Аа\ 

Р=^5^=-^-й^ ("1») 

(Знаки  =ь  въ  обоих-ь  равенствахъ  (215)  и  (216)  должны  быть  оди- 
наковые). 

Изъ  равенствъ  (215)  и  (216)  сл^дуеть: 

^^=,-^; • (217) 

исключивъ  зат']&мъ  изъ  уравнешй  (214)  и  (217)  дифференщалъ  йЬ^  получимъ 
дифференщальное  уравнен1е: 

йу .       ___^ и»     м, 

V(^^  *'  С089  С085р        ' 

которое  иожетъ  быть  обращено  въ  обыкновенное  линейное  дифферен- 
цхальное  уравнеше  перваго  порядка,  если  сд^лаекъ  сл'Ьдующую  подста- 
новку: 


тогда  будемъ  им'Ьть: 


Ле Л  к   \     ,    пр. 

^9  \^^       С089/        сову 


• 


ИЕтегрируя  это  лпвеЯвое  дпффвреац1ал1>нос  ураавеа1е  но  нлв'Ьстаоиу 
правилу!  хЕ'  по^^^тигь  сл1^дтющ1б  р&(ультатъ: 


откуда  нолучнмъ  вы||ажеа1е  скорости  V  иъ  |||у||К1ия  угла  ?: 
'  (И-У) 


"2(С"-рУ>'-"-'(1  +  ,Т"1)^ 


. .  (Ш) 


Подставивъ  въ  ураваей1е  (217): 


■Ц 


.  1217  Ьш) 
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ви-ксто  ч  вторую  ?асть  равенства  (218)  н  интегрируя  полученное  днф- 
феревщаиаое  уровнеше,  получииъ  завиоиость  иехду  угзоиъ  ч  я  вре- 
невемъ. 

Координаты  ^^  я  ц  могуть  ((Ыть  выражены  въ  функц^яяъ  ума  ч;  для 
ВТОГО  иадо  взать  равенства: 


вмраввть   въ   викъ  со^^  I 
яощн  форнулы  (217  Ы»;): 


п  7  фунЕцшми  отъ  т],  а  1^' 


(?У=- 


11р1Т  ао- 

.  (219) 
. (220) 


зат-Ёнъ  заи^нить  о  второю  чашью  равенства  (318)  и  пшучениыл  диффе- 
ренцхальЕЫя  ураввев!»  интегрировать. 

13.  Опредгьлить  дваженге  тяжелой  матерьялъноы  точки  въ  среди,, 
оказывающей  движент  сопротивленге  постоянной  величины  ктд, 

Р4[веа1е  заключается  въ  форнулахъ  преды^дущей  задачи,  если  въ  няхъ 
сделать  |1  раввышъ  нули  и  пропэвести  указавныл  ннтегрирован!». 


«1 -}.<)., 

—  144  — 
Пожучинъ: 


^=         2С 


Л— 1      у1к+1\ 


'*'^*-''  2дС'\М-1~2к+1Г 


Разсматривая  эти  уравнен1я,  можно  у6']^диться,  что  при  А;>-1  скорость 
движущейся  точки  обращается  въ  нудь  въ  той  точк']^  траэктор1и,  въ  которой 

уголь  ^  д-Ьлается  равнымъ  ^;  координаты  этой  точки  суть:  —  Г,  и  —  Г^ 

и  движущаяся  точка  приходить  туда  в'ь  моментъ  ( — Г^). 

Бели  А;<1,  но  не  мен']^е  -^,  то  скорость  не  обращается  въ  нуль  и  дви* 

жущаяся  точка  направляется  въ  безконечность,  приближаясь,  ассимпто- 
тически,  къ  вертикальной  лиши:  а;  =  —  Гз. 

Бели  А;<-5^,  то  движущаяся  точка  направляется  въ  бевконечность,  при- 

чемъ  траэктор1я,  подобно  парабол*}},  не  тш'Ьетъ  ассимптотн. 

14.  Движете  матерьяльной  тяжелой  точки  въ  средп»^  сопро* 
тивленге  которой  движенью  пропоргтнально  квадрату  скорости. 

Р'^^шеше  получается  ивъ  формулъ  задачи  12-й,  если  сд^ать  въ  нихъ 
Тс  равнымъ  нулю  и  п  равнымъ  двумь;  такъ,  формула  (218)  даетъ  сл'^^дую- 
щее  выражеше  скорости  въ  функц1и  угла  «р* 


-1-=1/'' 1  -  М„^^-Ж\ (221) 

.=««(1-1) 

(гд']Ь  V^  есть  скорость  въ  наивысшей  точк'Ь  траэктор1и). 

Кром*!  того  можно  найти  въ  этомъ  случа']^  другой  первый  интегралъ, 
выражающШ  проэкцш  скорости  на  ось  X  въ  функщи  длины  дуги  траэк- 
тор1и;  въ  самомъ  ж\л^  изъ  дифференц1альныхъ  уравнешй: 


состяиим'ь  7р&внен1е: 
диищее  интегралы 


ео8  9=8Ш  у  —  ду.  С08  'а 


=«,в-?1"*: 


гсо5гр=г.е    "■■"; (222) 

гд*  8  есть  иааа  дуги  траэкторш,  счнтаеиая  оть  самой  высшеП  точки  ея 
въ  сторову  двияев1Л. 

Ис1июч11въ  скорость  V  язъ  квтегриавъ  (221)  и  (222),  получнмъ  сле- 
дующую аавнсЕность  иехцу  ^цнЕою  дуги  *  и  угюиъ  ^  {или  величиною  ч): 


>-е^->1с«,-'-=^ 


.  (Ш) 


Эта  заввсокость  ооказываетъ,  что,  на  сторонЪ  похохетбльныгь  дуть 
«',  аасатеаьнаа  цъ  траэктор1и  првСдвжаетсл  къ  параллельности  съ  осью 
Уот  (потону   тго   при   з:=со  винчина  т]  должна  обратиться  въ  нуль,  а 

сгЪдовательно  ^  обращается  тогда  въ  ^);  ва  сторов'Ь  отрицательныхъ  дугь 

3  васательвая  къ  траа1[тор{н  приближается  въ  иараиельностн  съ  напра- 
ыетенъ,  составляющЕхъ  съ  осью  X  такой  угогь  ((„  Еоторнй  удовлетяоряетъ 
ураввешю: 

Чтобы  рЬтить  вовросъ  вполи'^Ь,  надо  еще  интегрировать  ураввен1я 
(217  Ы8),  (219)  в  (220). 

15.  Составить уравпете траэкторги,опиеываемой  мат^ьяльною 
точкою,  притягиваемою   къ  началу  коозздинатъ  слпдукщею  силою: 

Дифференщ&льиыя  уравиевЫ  движсв1П  въ  атоиъ  случа'Ь  суть: 


г  =  — [^^^<    У  =— Н?5У- 


Тааъ  какъ  сила  направлена  Бъ  началу  коордиватъ^  то  эаковъ  1ио1ца- 
ей  гаФетъ  и'^сто;  поэтоиу  одииъ  нзъ  первыхъ  ввтеграловъ  будегь: 


(Ш) 
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Другой  первый  идтегралъ  найдемъ,  интегрируя  дифферешцальное  ур|^ 
внете: 

по^гучимъ: 

«Ч^ (225) 

I 

Изъ  уравнешй  (224)  и  (225)  составимъ  дифферешцальное  уравнеМе: 


/агу  2(1—4  .     2н1— 2      С, 


якрегрвруя  которое,  пмучимъ  уравненхе  траэБтор1ш 

»-'"^'=§8^и[(»*-1)(в  +  Гх)]. 

16.  На  матерьяльную  точку  дгьиствуетъ  сила: 

перпендикулярная  къ  радгусу   вектору  и  стремящаяся  увеличить 

уюлъ  в;  составить  уравненге  траэкторгщ  описываемой  матерьяль- 

ною  точкою. 

Въ  этомъ  случае  дифференц1альныя  уравнен1я  движешд  будутъ: 

Составимъ  дифферешцальное  уравнеше*. 

(л?')'+(У)»~**  Х^Л-У^  ' 
интегрируя  его,  получимъ: 

1ог«*=С1+2,*агс*§(|)» 

ип: 

г,»=^е^(«-«о) (226) 

Другой  интегралъ  и  уравнеше  траэвхорш  получатся  при  помощи  прхема, 
указаннаго  ^А.  Н.  КоркиннмЪ  и  приведеннаго  зд^сь  въ  пункте  3-мъ  пара- 


—  147  — 

лрафа  28;  примАшгаь  этотъ  прхемъ  здЪсь  воаможно  потому,  ^его  сы^  удо»* 
вдетворяетъ  усдовхю  (193): 


х'У-у'Х:^{^П(^,  у,Й; (Ш) 


л  именно,  въ  этой  вадат]^: 


€к)ставимъ  дифференщахьное  уравнен!е: 

йу 


^-^^^(1  +  (|)> 


.И1в: 


яервнй  интегражъ  его  будетъ  сд']^дующ1Й: 

агс1«|=1о8С,(а;«+у^^ 

|=*8108СзГ^ (827) 

Выравимъ  производную  отъ  у  по  а;  въ  подярныхъ  координатагъ;  тогда 
уравиенхе  (227)  можно  представить  подъ  с^г]^дующимъ  видомъ: 

йт  1 


га9~       1^(8  — Ь^С^гК-)' 


днтегрируя  это  уравнеше,  полутимъ  уравнеше  траэвторхи: 

С^^г%т{е+ах(^\%),  —  \о^С,т^)=Тге-^^ (228) 

17.  Къ  матерьяльной  точкп»  прилооюено  двп»  егмы:  одна  пер* 
пендикулярна  къ  радгусу  вектору,  равна: 

г 


—  138 


^^2=^1/т?е^   Г-^-евшГ=*/^-§, 


аУТ^ 


е 


3 


поэтому: 

ж=— •а^^1-^е'^8ш/*,  у=а(в  —  соз/*). .....  (213) 

Для  того,  чтобы  разложить  х  ж  у  въ  ряды  по  возрастающииъ  степе- 
нямъ  1^,  составимъ  сначала  подобное  разложеше  для  Л 

Возьмемъ  производную  по  времени  отъ  об']&ихъ  частей  равенства: 

получимъ: 

/^(1  —  есо8/*)=п; 

повторяя  то  же  дМствхе  надъ  полученнымъ  равенствомъ  и  такъ  продолжая 
дал-^е,  будемъ  получать  равенства: 

0-/^41  — есоз  Л +«(/")' 8Ш/^ 


• 


1 


изъ  которыхъ  опред^ккимъ  величины  производныхъ: 


То—^^^е'    То   —  ^, /о     — (^ц.^)*? 

/•(4)_л    ^(б)_тМ9в— 1) 

/о    — ^,  /о    —      (14-еУ     ♦ 

для  момента  ^=0. 

Подставляя  эти  величины  въ  Тайлоровъ  рядъ: 


« 


.»'-.  ^     ^ 


Рг 


Ш-25- 
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получимъ: 


о I     ^^     I     ^'^        ^      I     ^*^^     е(9е— 1)    . 

/~'^'+"1+е"^(1+е)П-2.3'*"  (1  +  6)^,2.3.4.5"^ 


и  отсюда: 


м_.    ,  ^^Н^     е  п*^    е(3в— 1) 

^_.ц-в       (Т+^1.2        (1  +  6)»  1.2.3.4 


•  •  • 


Отсюда  легко  получатся  ряды  для  81п  /"  и  сов  ^  такъ  вакъ: 

.    /.     /"—те — п<  /,      1/1       п\ 

8ш/^=^ — I — ;    С08/*=-(1-^)- 

Ват^мъ,  подставивъ  полученныя  внражен1я  для  вш/  и  соз/'въ  фор- 
мулы (213)  и  принявъ  во  вниман1ег  что: 

л'  ^М  д 


(1+е)»      «"(Ц-в)'      Ь' 

г     1+е         г      а*  г     5^(1+6)  ' 

получинъ  сл'Ьдуюпце  ряды: 

■  у.    .,  ^     ■>-''т)''     ' 

а:— 0<вг\^1        я. 2.3        Ь»       1.2.8.4.6 

У—^\^        Ь1.2        Р         1.2.3.4 
Отношенге  р :  Ь  есть  весьма  малая  дробь: 

1=0,00000153 


(секунда)^ 


9.  Р1ьшить  задачу  о  движенги  матер  ьяльной  точки,  притяги'^ 
ваемой  къ  началу  коардинатъ  силою: 

Поступая»  вакъ  указано  въ  параграф*}}  27,  получимъ  сл']^дующ1е  ре<^ 
зульмты. 


~  148  — 

и  стремится  увел\лчить  у«олг  в,  друим  сила  направлена  кь  начал!^ 
координатъу  равиа: 

опр€д1ЬАить  движенге. 

Въ  этомъ  случа*!  одинъ  изъ  первыхъ  интеграловъ  им^^етъ  видь  (188) 

(си.  пунктъ  1-й  параграфа  28): 

^'ш=V^+Сг (229) 

Задача  решается  вполн'Ь  и  уравнев1е  траэкторш  получается  С1']^дую- 
щаго  вида: 

108г-+?=^'(©+й (230) 

тл,^  р  л  Ч  суть  постоянныя  величины. 

18.  Къ  матерьяльной  тачкгь  приложена  сила: 

перпендикулярная  къ  радгусу  вектору  и  стремящаяся  увеличить 
уюлъ  ду  и  другая  сила: 

направленная  къ  началу  коррдинатъ;  опредп»лить  движенге, 

Зд-^сь  получается  интетралъ  вида  (190)  (см.  пунвтъ  2-й  параграфа  28)г 

г*(^У=Сг+21^Ф(е), (231) 


=/ 


^в)=  /  тле. 

Задача  решается  вполне  и  получается  следующее  уравнеше  траэк- 
торш: 

Р?-=Г,-  С-=М== (232) 


"-ли 


§  30.  Задача,  въ  которыхъ  требуется  опред'Ьлггь  отно* 
«■тельное  движее{е  матерьяльаои  точки  пп  йтпошсн1ю  бъ 
нен.ш^пя1^но|1  сред^,  п1|1>Ю1цен  данное  двй:к(^н1е;  дяны 
сялы,  пряложенныл  къ  яатерьяльиой  точк{1. 

Так1я  задачи  ножно  решать  лв1]аЕЕ1мъ2путанъ: 

1)  Ыояно  определить  абсолютвоб  двяхвн1е  хатерьялыоВ  точек, 
а  зат'Ъмъ  пероВтн  &ъ  отвосительвои}'  двнхе111ю  ся  П'З  отвошбВ1П 
ЕЪ  данной  движущейся  явизн'ЬвяекоВ  сред11,  какъ  указано  въ  § 
42  ЕинешатичесБОЙ  части. 

2)  Можно  составить  дифференц1алькая  ураваен1я  относитель- 
еато  двйхев1я  штерьяльной  точки  по  отвошевЁю  бъ  данной  не- 
язи^ЕяемоВ  сред^;  интегрируя  »ти  диффервнцтальныя  ураввен1я, 
получийъ  р'6швн1в  задачи. 

Обратинъ  ввияаше  па  рЪшен1е  такихъ  задачъ  вторыиъ  аутекъ. 

Дафферен111альныа  уравнеВ1Я  относвтедьнаго  двиввН1Я  «а- 
•герьяльной  точки  но  отвошев1ю  къ  данвоВ  двихун1ейся  неиэи'Ьвяе- 
аой  сред*  аилучатсяизъ  равенствъ  (347)  мнеиатячнской  части,— 
йТ01ТЪ  двшь  помножить  &ти  равенства  на  т  к  заминать  произведешь: 

т«со8(«3),  тгсоз(«Г),  тЬсо5{Ь2) 

про9кц1лнц  на  оси  Е,  X,  2  равнодействующей  силъ,  прилохев- 
внхъ  къ  иатерьяльвой  точкЪ;  величины  этихъ  проэкщй  на  буденъ 
обозначать  буквани:  Н,  V,  2. 

Следовательно,  общШ  видъ  диффервнц1альн11хъ  уравнеиШ  отно- 
СЕтельнаго  двиконЫ  иатерьяльной  точки,  подверженной  данныиъ 
«илажъ,  по  отн1)шев11>  къ  неизмеияекой  среде  движущейся  дан- 
ныиъ  обраэомъ,  будетъ  таковъ: 


г '^4 


~тр(^)Н^■п+^0+ш^^^—^ш(^^^~^ 


<^^\ 


.(Ш,а) 


ж-30. 


« 
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^уЗм  •  •  /7а*  Лил 


^5^=2— т«(?^со8(г(?^2)— ш1^1^+те^— 
-III^(р6+^^^"^с)+^с^^-  21^(1>^'-2|) . . .  (233,  с> 

Длж  примера  рФшен1Д  задачъ  вторнмъ  путемъ  возьменъ  сд^Ь- 
дующ1й  вопросъ. 

Прим'Ьръ  20-;й.  Къ  матерьдльной  точкФ  приложена  сила,  на- 
правленная БЪ  началу  воординатъ  или  по  продолжешю  рад]уса 
вектора;  про8вц1а  этой  силы  на  ось  а  (продолжен1е  рад1уса  век- 
тора) выражается  сл'Ьдующею  функщею  отъ  г\ 

гд'Ь  {1  и  X  еуть  дб^Ь  постоянння  велячины.  Начальная  скорость- 
■атерьяльно!  точвя  направлена  въ  плоскости  ХУ;  опредФлить^ 
относительное  двнжен1е  точки  по  отношешю  къ  неиа1гЬняе10Й 
средФ,  вращающейся  съ  постоянною  угловою  скоростью  ш  вокругъ 
положительной  оси  7^. 

Предположимъ,  что  ось  2  совпадаетъ  съ  осью  2^,  точка  Ю  —  съ^ 
началомъ  координатъ,  тогда  дифференц1альння  уравнен1я  относи- 
тельнаго  движен1Я  точки  по  отношен1Ю  къ  плоскости  г  X  будутъ; 


I* 


Изъ  НИХ!  составинъ  днфференщальныя  уравненха: 

%<'—4' — 2«>(к'+^V), 


И' + VV'-  (<»^+  »»)+р)(«^' +ч>,'), 
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первые  интегралы  которыхъ  суть: 

(,'-,Е'=В,-.Л (234) 

{17+ЫГ=(^+<''У  -  ^+2Н, (2»5) 

1'*"^%  ,        ,'*=А~.г' (ШЫ8) 

•|'в»|{]  «•=(|.+;,'у— ,4+2Я, (285Ы!) 

гд*  1>1  в  Н  суть  произвольный  постоянаныя,  « — скорость  ОТ- 
восвтельнаго  двял№ШЯ  точки;  »  —  уголъ,  соетаиляеннй  рад!усо11Ъ 
вектороиъ  съ  положительною  осью  2. 

Во  лторонъ  интеграле  заИ'Ьиинъ  и"  сулиою: 

Поступая  зат'Ькъ  та,Еъ,  каЕЪ  въ  эадачахъ  9,  10  и  II -б 
оредндущаго  параграфа,  получакъ  сд1|дующ1е  вторые  ивтегр&лы: 

<-(^-'--'      /'|:=(+А.; (236) 

8д4сь: 

ТЪ  хе  сакые  результаты  получатся  н  оря  рЪшен1и  задачи 
Пврввиъ  путеиъ;  въ  самоиъ  д-ЬлЪ,  иервые  интегралы  абсолютнаго 
двнхешя  точка  суть: 


—  162  — 
а  вторые  интегралы: 


/|='+г..  /&^=в+г., 


гд*: 


-В1=/^^^ь^^+2/^— Цг^; 


но  такъ  ваБъ: 

то  окажется,  что: 

А=С1,  2А=2А<|>+2Я,  В1=Е, 

Д1=Х1,     Д2  =  Х2  <1>±1. 

Произведя  въ  дМствительности  интегрироваше,  означенное  въ 
формул'Ь  (237),  мы  получииъ  уравнеше  траэБтор1И  относительнаго 
движен1я;  видъ  этой  кривой  иожетъ  быть  весьма  разнообразенъ  въ 
зависимости  отъ  знаковъ  постоянныхъ  (х  и  X  и  отъ  величинъ  произ- 
вольныхъ  постоянныхъ  А  и  к.  Обратимъ  внимаше  на  тЬ  случаи, 
въ  которыхъ  эта  кривая  получаетъ  видъ  логариемической  спирали. 

Уравнеше  (237)  получитъ  видъ: 

1о8г  =  п(?+Да), (23ТЫ8) 

гд'Ь  п — постоянная  величина,  если  при  всякомъ  г  им^Ьетъ  м^Ьсто 
<^Л'Ьдующее  равенство: 

^0  южетъ  быть  только  при  сх^ЬдующЕхъ  ус1ов1яхъ: 

то  есть: 

^= »^<о»,  х=  —  (пЧ  1)А*,  Я=  —  (Ц- п^)В,Ф ; 


I 
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два  услов1л  оокаввваютъ,  что  итноеительяое  двиЕеН1е  по 
^ивЕнческой  спирали  возмоино  тогда,  когда  сила  пропорщональ- 
р113стояй1ю  г  есть  отталкивание  отъ  начала  коордиштъ,  а  сила 
»тно-пропорц1она,лыая  кубу  г  есть  притяжев1е  къ  той  1е  точк*. 
Возьвемъ  теперь  другой  првж'Ьръ,  бол*е  слозный. 
ПрииФръ  21-й.  Опред-Ьлить  относительное  двя»ев1е  (по  отно- 
шешю  къ  зенл'Ь)  иатсрьяльной  тлхелой  точки,  брошенной  въ  "^ 
дааномъ  жФет*  зеяний  поверхности  по  кааоиу  ннбудь  направленш 
и  еъ  ваЕою  бш  то  ни  было  скоростью;  приввть  во  ввижаше  су- 
точное вращательное  двихев1е  зеили  вокругъ  ея  оси  и  годовое 
двихен1е  центра  ея  вокругъ  солнца. 

Прямеиъ  за  точку  Ю  (черт.  16)  ту  точку  земной  поверх- 
ности, изъ  которой  брошена  иатерьяльнад  точка;  оолохительную 
ось  2  проведенъ  по  продолжсшю  зеинаго  рад1уса  В  (проведеяваго 
нзъ  центра  зеили  С  въ  точку  Ю);  ось  5  прк»веде1ъ  по  перес4- 
чешю  плоскости  горизонта  точки  Ю  съ  плоскистью  мерид1ана  этой 
Т0Ч1Ш  и  положительную  часть  этой  оси  направяиъ  въ  югу;  ось 
Т  будегь  касательною  къ  параллели  точки  Ю  и  положительная 
часть  ея  будетъ  направлена  къ  западу  горизонта  точки  Ю. 

Угловая  скорость  ш  зенли  направлена  параллельно  рад1усу, 
идущему  изъ  центра  С  зенли  къ  южному  полюсу  ея  5;  если  цро- 
вестя  угловую  скорость  черезъ  точку  Ю,  то  окажется,  что  она 
будетъ  заключаться  въ  плоскости  2  Е  и  будетъ  составлять  съ  поло- 
яительною  осью  2  уголъ  X,  а  съ  положительною  осью  2  уголь 
г-|-'^)т  гд*  X  есть  сЬверная  широта  точки  Ю;  цоетожу  нроэкцш 
угловой  скорости  на  оси  2:,  Г,  2  яи'Ьютъ  сл'&дующ1я  велячивы; 


(!+*), 


р=шсозх,  ^■ 


=  0.   Г^ — т81ПХ; 


величина  же  угловой  скорости  вращения  земли  равна: 

„-0,0000729(555:'^ 
Скорость  центра  С  земли  наиравлена  по  правую  руку  наблю- 


.  (238) 


дателл,  стоящаш  вогаян  въ  С,  головою  по  Еапраглеа1ю  бъ  се- 
верному аолюс;  N  зеилв,  я  смотрящаго  на  солвце;  усворвн1в 
ТОЧЕН  С  ваправлево  Бъ  еохнпу  ж  равно: 

р,. 

гд*  ж  есть  касса  еолнда,  а  Р — рад1усг  веьторъ,  проведенный 
изъ  центра  солнца  къ  центру  земли. 

Скорость  ТОЧЕН  Ю  шйШ'кЕяьтй  среды,  неизи'&явц  связанной 
съ  землею,  есть  геомитрическая  сумма  изъ  скорости  точки  С  я 
изъ  вращательной  скорости  точки  Ю  вокругь  мгновенной  оси, 
проведенной  черезъ  точку  С. 

Ускореше  точка  Ю  есть  геометрическая  сумма,  составлеавая 
язъ  ускорен1я  точев  с  (направлен наго  къ  солнцу,  т.-е.  противо- 
положно ваправлен1Ю  рад1уса  вектора  Р)  и  изъ  цеятро-сгремя- 
тельваго  ускорен1я  точки  Ю,  наиравлепнаго  по  1ОС1  къ  центру 
Ох  (черт.  16  и  17)  параллели  точки  Ю  и  равнаго  ш^Лсоя*.; 
поэтому  про»кц1и  на  осн  коордйватъ  Я,  I,  2  усиоренк  №„  точвд 
Ю  веизм'Ёвяемой  среды  равны: 
еЛ1 


го«  СОЙ  (№Е)  = 


^-соб{Ре)- 

-УС08{РГ) 


'  й  С08  X  81П  X 


I 


а'«1:о$(м)В)=- 


ГС05(Р2)— со^ЙСОбЧ. 


Скорость  (е'о,  "п'о,  ^о),  съ  которою  брошена  матерьяльная точка  - 
т,  есть  скорость  относительная  по  отношешю  къ  еред4;  абсолютная 
же  начальная  скорость  точка  т  ег.ть  геометрвческая  сумма  азъ  выше- 
сказанной начальной  скорости  щ  О'о,  т]'е,  ;'<,)  и  взъ  скорости  точки  Ю. 

Абсолютное  ускореше  матерьяльяой  точки  сообщается  ей  равяо- 
д'Ьбствующею  изъ  силы  притяхвшя  ея  еъ  центру  земли: 

вМт 
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(гд4  М — васеа  земли)  и  иаъ  снлы  ррвтяжеяк  ея  къ  центру  солнца, 

(239) 


Р,-   ■ 


Гд*  ?!  есть  длина  рад1уса  вектора,  проведеннаго  изъ  центра 
солнца  къ  ноложеш'ю,  занииаеиоиу  точкою  т. 

На  основап1И  всего  сказаняаго,  уравнен1я  (233)  въ  настоя- 
щемъ  щчаА  буд;тъ  И|^ть,  но  сокращеа1и  на  ш,  слЪдующЮ  видъ: 

е"=  - .  "Е+в,+(«'х  -  2,'  „)  510  X (240,  а) 

1"=-.р1  +  8.+  А  +  2х'» (240,  Ь) 

С"=  —  .  *(1:+Л)  +  &+(а|'х— 2»|'»)соз1;. .  (240,  с) 
8ДФеь  введены  сл1ЬдуюЩ1я  обозвачсн|я: 

р'=Е'+ч'+(1:+ад',  х=итх+(с+Л)со5х 

../соз(РЗ)        (Ж(Р,Е)\ 


я,-.д 


8,=./И 


'см(РГ)       твСР.ТД 


'(!08(Рг)        С08(Р,5 
,       Р"  Р.* 


к  Начальное  подохевзе  матерьяльвой  точки  предаолагаетсл  въ 
Т0ЧВ11  Ю^  Еоэтону: 

(о=0,  1,-0,  С-О. 

Члени  ^1,  §8,  й'з  суть  проэкц1и  ва  оси  Е,  Т,  2  геожетричеокой 
разности  иехду  усиореЕ!яки,  сообщаеиынв  цритяхсв^енъ  солнца  иа- 
терьяльвой  точв!  и  центру  земли;  зти  разности  вредставллютъ  собо» 
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ускоревк  вееьиа,  иалыя  сравнительно  еъ  ускореше*ъ  силы  тяхвстк, 
въ  чеиъ  иожеиъ  уб'Ьдиться  на  освован1я  сл^д;ющаго  |)азсчета. 

Положииъ,  что  матерьяльнал  точка  ааходится  близъ  той 
частв  ловерхиос'ги  земли,  которая  обращева  въ  солнцу,  и  что 
иолвце  наюдвтся  въ  зевит'Ё,  тавъ  что  центръ  земли,  матерьяль- 
ваа  точка  и  центръ  солвца  находятся  на  одной  прямой  лвн1и; 
тогда  члены  6'  будутъ  ии'Ьть  сл1|д;ющ1Я  значсв1я: 


§1=0,  5,=0,  5^3 


-Чр^-^)- 


Вырааввъ  е.  въ  усБорев1и  силы  тяжести  на  поверхности  земли  I 
(фориула  205  Ьгз)  и  разложивъ  первую  дробь,  заключающуюся  | 
въ  больпшхъ  скобвахъ  выраж«в!я  5э,  въ  рядъ,  получвнъ: 


'■-4((1У+ )■ 


Изв'Ьстно,  что  масса  солнца  въ  354020  разъ  болЪе  массы 
земли,  что  средв1й  рад!усъ  земли  равевъ  859.5  географическимъ 
милямъ  и  что  среднее  разстояи1е  отъ  земли  до  солнца  равно 
20680000  географическихъ  миль:  водставивъ  эти  цифры  въ 
внражев1б  б*»,  получвмъ: 

метръ 


8з=д .  0,000000051  =0,00000049 


(секунда)* 


Следовательно,  &'а  составляет!  полс1ВИву  дееятимилл1онной  доле,! 
усворен1я  силы  тяжести;  если  иатерьяльная  точка  будетъ  свободво  ' 
падать  впродолжеа!»  100  секундъ,  то  всл^дств^е  ускорения  ^  ова 
упадетъ  на  глубиву  49000  метровъ,  усЕорвв1е  же  ^д  уиевыштъ 
втотъ  путь  на  2,45  миллиметра,  то  есть  ва  пять  стонилд1онвнхъ  ^ 
долей  всего  пути. 

Если  же  точка  будетъ  брошева  снизу  вверхъ  со  скоростью  ' 
980  метровъ  въ  секунду,  то  она  вернется  ваяадъ  по  истеченш 
200  секундъ,  усворенье  же  <?,  замедлитъ  возвращев1е  ея  ва  кил- 
Д10вную  ДОЛЮ  секунды. 


I 

а 

■ 


■ 

■        га  но: 
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Еря   т^хъ    срелствахъ   наблюдевШ,  Еотирын  накъ  известны, 

МОХеИЪ    И31|1ЬрЯТЬ   б0ЛЫ!11Я    длены  СЪ  ТОЧВОСТЬЮ  одной  ДВ}^а)ТЪ 

тнсдчной  доли  изн^рдехой  длина,  а  время  хохемъ  изн'Ьрять  съ 
точностью  до  одной  ЫЛЛ10ННОЙ  доли  промежутка  вреиеви;  поэтому  , 
о(!варухйть  существоваше  ускорешв  1^1,  8^,  8а  яч  не  иохемъ. 

Съ  другой  стороны  заи'Ьтииъ,  что  продолжительность  полета 
брошеннаго  т'Ъла  не  догтигаетъ  и  ста  секундъ  даже  при  саныхъ 
(■ольшнхъ  скоросгяхъ,  Еоторыя  ип  аожеиъ  сообщить  (!росаеиои7 
тФлу;  всл'Ёдств1е  всего  сказавнаго,  мы  вправе  пренебречь  членами 
5:,  52,  5,. 

Тогда  уравнеи1Я  (240)  получаютъ  такой  видъ,  что  ннтегрж- 
руются  безъ  затруднея1Й;  для  того,  чтобы  убедиться  въ  этомъ, 
етоитъ  лишь,  при  посредств'Ь  нижесл'Ёдующихъ  формулъ,  ввести 
абсолютныв  координаты  х,  г/,  г  вн'Ьсто  относительвыхъ  Е,  т],  с: 

|=(а:со8щ^  —  ув1П(в()81пХ  — гсоз*. 

Т)  =  Ж8Шш(-Г^С08ш^ 

С  +  Л=(а:со8ш*  —  ^зшш^созХ+'З'зтХ; 
тогда,  вместо  уравнен1й  (240),  будевъ  им*ть  сл1(дующ1я: 

„  Е'  .,  В^  и  В' 

яктегрировав1е  которыхъ  произведенъ  по  нравилаиъ,  уБазаввыкъ 

въ  §  27. 

Но   такъ   какъ   относительное   движение  натерьяльвой  точки 

должно  прекратиться  вскор*  послФ  начала  его.  всл4дгтв1е  иаден1Я 
;  ея  на  землю,  то  намъ  достаточно  будетъ  ниФть  такья  внражетя 
I  для  координатъ  Е,  т),  С,  которня  выражали  бы  состоян!е  движе- 

шя   точки   въ   первыл   минуты  посл'Ь  его  начала;  для  этого  мы 

воспользуежся  снособоиъ  интегрировавк  поно1Ц1ю  рядовъ,  укаэан- 

аниъ  въ  началЬ  параграфа  18-го. 

ПрвмФняя  зд4сь  этотъ  способ'ь,  мы  получимъ  выражеа1Я  для 
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^,  1],  с  оъ  вид^  рядовъ,  расаолижекныхъ  по  возрастающинъ  ств-1 
11ена1Ъ  вреиеви  /: 

5=Ео''+!о"2+*-о"'г2:з+ ЙИ'Я 

Ь .  с=!:.'(  +'.о"  I'  +  Со'"  пЬ  + (241, 4 

Выражет  для  Ец",  %",  Со"  получииъ  изъ  уравнев1й  (240),^ 
подставивъ  во  вторыя  части  ихъ  нача.льныя  величины  Боордиватъ! 
и  оЕОростеВ;  получииъ: 

?„"— Лш"со9*.»шХ  —  2г|о'«>згал 

Ш-  т|о"  =  2хо'- 

^  'о"  =  ^^  9  +  -Во»*  '^"8''  >•  —  2-Г]о'ш  С08  X. 

Прехде,  ч'Ьмъ  идти  дал'Ёе,  ма  изе^вииъ  [голохепе  осей  ео-^ 
-ординатъ  г  в  2  такинъ  образоиъ,  чтобы  въ  выражение  новой  ^'Я 
не  входилъ  члевъ,  заключающ1Й  Е^К 

Обратвяъ  вии11аЕ1е  ва  величввы: 

йт^е08).81П;.,    Дш^СОй'л  —  у, 

он11  вредставллютъ  проэкц1а  на  от  3  ъ  Ъ  гиомытрической  сукш! 
двухъ  ускорен1Й:  у|'корек1я  д  (черт.  18  лин1Я  ЮК),  направлен 
наго   къ  центру  О  зомли,  и  ускорешя  Лш^соз?,,  пасравленваро^" 
по  прододжеа!ю  рад1уса  С,Ю  параллели  точки  Ю.   Величину  и 
ванравлен]е    геометрической    суиин   ЮГ  этихъ  двухъ  ускорешй 
ЮК  и  ЮЦ  шы  УСЛ0ВВ1СЯ  обозначать  буквою  О;  и  такъ:        -« 

а=\/9^  —  Ч.дЯ^^  соз'  \-{-'Е\*  сов"  >., <^4 

<?со8(&Е)=7га>'со8Х8тх,  6^008(62)=— 5+ ^гш'со8^  (ШьЯ 

Возьненъ   за  ось   3  (за  новую  ось  2)  ваправлен1е  аротйВ(у1 


При   т4хъ   средствахъ   наблюден1й,  Еоторыя  ваиъ  18вФствн,   ' 
1Ы  яожеиъ  измерять  больш1я  длЕнн  съ  точностью  одной  двухситъ- 
твсячяой  доли  из1гЪряеиой  дливн,  а  вреия  нохемъ  взм'Ьрять  съ 
точностью  до  одной  1И1л1онной  доля  промежутка  вреиени;  поэтому 
обнаружить  существование  ускоревШ  б*!,  <^а,  5а  мы  не  иожемъ. 

Съ  другой  стороны  зам'Ьтимъ,  что  продолжительность  полета 
(Ерошенваго  т'Ъла  не  достигаетъ  и  ста  сеЕундъ  даже  ори  саиыхъ 
больпгяхъ  СБоростяхъ,  которыя  иы  нохенъ  сообщить  бросаемому 
т4лу;  всл'Ьдств^е  всего  саазанааго,  мы  вправе  пренебречь  членами 
5„  А'в,  ..Ч. 

Тогда  уравнев1Я  (340)  нолучаютъ  такой  видъ,  что  интегри- 
руются безъ  затруднен1Й;  для  того,  чтобы  уб4дятьсл  въ  этомъ» 
стоитъ  лишь,  при  посредстве  вижесл'Ёдующихъ  формулъ,  ввести 
абсолютиыя  координаты  х,  ?/,  г  вместо  относятельвыхъ  Е,  -г),  С: 

\  =  {х  СОЙ  аЛ  —  у  81П  и>()  31п  /. г  С08  X 

[;  +  Д=(гсо8ю(  —  у81Пц>/)со8).+гашХ; 
тогда,  вместо  уравненШ  (240),  буденъ  им'Ьть  сл4дующ1я: 

и  Л"  '-  Й'  'Г  Л' 


4 


И8тегрирован1е  которыхъ  нровзведеиъ  по  правиланъ,  указанвымъ 
въ  §  27. 

Но  таиъ  иакъ  относительнее  движен1е  матерьлльвоб  точки 
должно  прекратиться  вскоре  носл'Ь  начала  его,  веледств1е  падев1Я 
ея  ва  землю,  то  накъ  достаточно  будетъ  ивЪть  таЕ11я  выражоЕ1Я 
для  координатъ  Е,  -ц,  С,  которая  выражали  бы  стстоян1в  движе- 
ш  точки  въ  первыя  минуты  восл*  его  начала;  для  этого  мы 
восвользуевся  спослбомъ  янтогрирован1я  номопгш  рядовъ,  указан- 
■ъ  въ  начал*  параграфа  18-го. 

Прим^Ьнла  зд'Ёсь  атотъ  способъ,  ин  волучимъ  выражения  для 
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I,  7),  С  в^  вид*Ь  рядовъ,  раополодбнннхъ  по  зоар&стающию  сте- 
пенянъ  времени  Р. 

5=?о'«+?о"?+^"г|:з+-  • (^1.а> 

■»1=V*+V2+V"ь2:з"^" -(Ш,ъ) 

С=Со'«  +Со"  I  +  Со'"  гхз  + .  (Ш,  с) 

Выражетя  для  ^'\  ^^^^',  Со''  получимъ  изъ  уравнетй  (240), 
.  лодставивъ  во  вторыя  части  икъ  начальныя  величины  координатъ 
я  скоростей;  получимъ: 

^"  •=,  В1Х?  С08  X  8Ш  X  —  21Г|о'  ^  8Ш  X 

"По   — ^Хо«> 

Со" = — д  +  Ва?  С08^  X  —  27|о' <»  С08  X. 

Префде,  ч'Ьиъ  идти  дал'Ье,  мы  изм'Ьнииъ  положен1е  осей  ко- 
юрдинатъ  г  и  2  такииъ  образоиъ,  чтобы  въ  выражеше  новой  ^^ 
не  входилъ  членъ,  завлючающ1й  Вл?. 

Обратииъ  внимаше  на  величины: 

Б<о*С08Х8ШХ,    ^йа)^С08Ч — д\ 

он'Ь  представляютъ  проэкц1И  на  оси  г  и  2  геометрической  суммы 
двухъ  ускорен!!:  уекорешя  д  (черт.  18  лин1д  ЮК)^  направлен- 
наго  къ  центру  С  земли,  и  уекорешя  7га>^со8Х,  направленнаго 
по  продолжен1Ю  радгуса  С^Ю  параллели  точки  Ю.  Величину  и 
направлеше  геометрической  суммы  ЮГ  втихъ  двухъ  ускорен1й 
ЮК  и  ЮЦ  мы  условимся  обозначать  буквою  (т;  и  такъ: 

(? =|/У  —  2дВА^^  соа'  x+^гV  сое'  X, (242) 

ОСОЗ(&Е)=^(0'С08Х8ШХ,    (?С08((?2)=  — Й^Ч'-Вш* С08Ч  (242 Ыв) 

« 

Возьмемъ  за  ось  3  (за  новую  ось  2)  направлеше  противо- 


«ИР 


I 


полохное  усЕ0рен1ю  6  и  за  ось  X  (за  новро  ось  г)  ^  вапраые- 
в1е  перпеядикудярное  къ  оси  3  и  ядущее  въ  югу  отг  точкя  Ю; 
тогда  очевидно  проэкц1я  О  на  усь  X  будетъ  нуль. 

Назовеиъ  череэъ  А  уголъ,  соетавллеинЗ  осью  3  съ  эквато* 
р01ъ;  очевидно; 

4=>.+(3,2); 

координаты  ТОЧЕН  относительно  осей  3^  и  3  условннся  обозначать 
букваии  ей;. 

Воордаваты  деатра  зеили  С  со  отвошен1ю  къ  новннъ  исдиъ 
<5удутъ  сл4дующ1я: 

I  гдф  а  есть  уголъ,  составляеиыб  осяии  3  и  2  иежду  собою. 

При  осяхъ  координатъ  X,  Г,  3,  днффереяцгальныя  уравнеюя  от- 
[  восительнаго  двихешя  тяхелоб  точки  будутъ  ]1х11ть  сл4дующ1й  видъ: 

Г"=  — 3^(1  +  _К81Па)+(и.В— 2^)«МПД (Ш,  я) 

^'=— «/^■п+{шт)  +  2ё%, (Ш,  Ь) 

^^"=-^^(з^-^гсо5в)ч-м—  2>5')а.со8Д; ('243,  с) 


ГтД*: 


.    р'=(1:+Д8ша^-|-т1'+(^+^гсоза}-, 

ё=(Е4-1?еШа)81ПД  +  (5  +  Лс08я)с05Д. 

Иаг  этихъ  уравненЛ  сл^уетъ: 

Го''=  —  2т1о'ш81ПД  I 

»]о"=-Ь2(Е„'зшД  +  8и'со8Д)ш  ■, 

1^)"=  —  2'»),/а>С«8  Д  — О  ] 


(Ш) 


ш-го. 
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потому  что: 


ёо= В  С08  X,  V = ^о'  8т  л + }(,'  С08  л, 


^8та+<о*^ВсО8X8^пЛ  =  (?СО8((тЖ)*=0 


—  ^'С^За  +  о)  -ВС08ХС08Л  =  6^С08(^3)=  —  <?. 

Дад'Ьб;  составивъ  третьи  производннл  и  подставивъ  въ  ихъ 
внражешя  начальныя  координаты  и  екороети,  получинъ: 


^"=-^1|+(<о^  +  20 


'" ^^о' 


О) 


Ро' 


8о"=— 5^^  + Зй' ^  С08  а+(а>§о'  — 2  V')  «>  С08  Л; 


сюда  надо  подставить: 


Ро' =^о'  8т  а  +  8о'  С08  а,   а)Зо'  —  ^'^  =  —  Зво'«>, 
(1)7)0'  +  2во"= —  Зтг|о'«>  —  2(т  С08  Л; 


тогда  окажется,  что: 


Хп     = 


—  3(0Ч'8ШЛ—^^+ 35^^8111  а 


1^0     = 


= — 3(1)  V —  9^  —  2(т<о  С08  л 


5а"'  = 


Зя  г 


Зш'во'сОВЛ — ^^+35'^С08а 


. . . .:.  (245) 


Четвертня   производння   коордянатъ  выражав>тся   сж-Ьдующимь   об- 
рааомъ: 


+ (шв" —  27]'")  ш  81П  Л ; 


Ш  'Зо, 
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Чтобы  составить  выраженхя  начадьныхъ  лначешй  производншъ  чет- 
вертаго  порядка,  сос1авимъ  сначала,  при  помощи  прелыдущихъ  формулъ, 
выражешя  сл^^дующпхъ  всличинъ: 

ёо"'  =  ~  и\'-  I  во'  +  3  ^  ро'  С08  л 

ёо"  —  2щ" ' = 4«)\о'  +-  2 1 1,о' + 3(?о,  С08  л 


О) 


що"  +  28о"'  =  —  4«'йо'  —  2 1  Зо'  +  6 1  Ро'  С08  X. 

Посл^  н'Ькоторыхъ  преобразовангй  ваПдеиъ: 

1<*)=36'(«>'8ШЛС08Л  — ^81ПаС08а)  + 

+  4  (а)^  +  -^)  (от)о'81пЛ  —  6  ^  о)1Г)о' 8Ш  а  С08  X. + 
+  3|г  ((поУ  -  Цро'У)  81П  а  +  3  ;|  (ЗГо'ро- $«'х);  •  •  (246,  а) 
т)о'«=  —  4  («)Ч|)  «.«о'  +  6  I  шро'  С08  Л  +  6  ;^  тю'ро';  •  •  (Ш,  Ь) 
5,<*)=  3(?(ш'  С08'  Л  —  I С08'  «)+!<?  + 
+  4  Гш*  +  ^)  шцо  С08  А  —  6  ^  штг| ,'  С08  а  ГОЗ  X  + 
+  3|7((т1оТ-5(ро'Г)с08а+3'^(38„'р«'  +  ^о'х) (246,  с) 


х=Го'  С08  а  —  ^0  81П  ос. 


Принявъ  во  впимав1е  равенства: 
(х  С08  а  =  ^  — В(о^  С08^  X,    О  81п  а  =  7?а)^  8Ш  л  С08  X,  ) 
(тС08Л  =  (^  —  ^2(^^)  С08Х,    б^81ПЛ  =  ^8ШХ, 


(247) 


можемъ  упростить  выраженхе  перваго  члена  второй  части  равенства  (246,  а); 
а  именно  мы  найдемъ,  что  онъ  равенъ: 


3^7?а)*81пНсо8Х. 


\\ 


14  -  1о. 
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1 

Составииъ  ряды  для  сл^дующихъ  случаевъ: 

А)  Матерьяльная  точка  пущена  свободно,  безъ  начальной  от- 
носительной скорости,  то  есть: 

тогда  выражешя  для  координатъ  будутъ  сл'Ьдующ1я: 

Х=  — |Ба)*|8шЧс08Х+. (248,  а) 

^  =  — (?а)|с08А  + (248,  Ь) 

3  =  _б^|+й^(^  +  а,2^.08^Л— |с08'а)|+.  .  .  .  (248,  с) 

Второе  выражеше  показываетъ,  что  точка  уклоняется  въ  отри- 
цательную сторону  оси  Т  (то  есть  къ  востоку)  отъ  плоскости 
меридхана  точки  Ю]  величина  этого  отклонешя  пропорц10нальна 
косинусу  истинной  широты  Л  точки  Ю. 

Взявъ  (т=9,8  единицъ  ускорен1я,  Л  равнымъ  51°  и<=  5,687 
секунды,  получимъ  приблизительно: 

^=158,5  метра,  7]=  —  27,56  миллиметра; 

то  есть,  при  паденш  точки  съ  высоты  158,5  метровъ  подъ  ши- 
ротою въ  51°  (скверной  широты),  отклонен1е  къ  востоку  полу-* 
чается  въ  27  съ  половиною  миллиметровъ;  по  опытамъ,  произ- 
веденнымъ  РеЯхомъ  въ  Фрейбург'Ь  (находяп1;имся  подъ  широтою 
51  градуса)  оказалось,  что  при  падеши  съ  этой  высоты  получается 
отклонеше  въ  28,3  миллиметра  къ  востоку;  кром'Ь  того,  при  т'Ьхъ 
же  опытакъ,  наблюдалось  еп1;е  н'Ькоторое  отклонен1е  къ  югу. 

Формула  (248,  а)  даетъ,  напротивъ,  отклонеше  къ  сЬверу 
и  притомъ  совершенно  ничтожное:  для  ^=6.  секундамъ,  полу- 
чается 8  милл]онныхъ  долей  миллиметра;  поэтому  можно  сказать, 
что,  по  формуламъ  (248),  движенхе  падающей  точки  совершается 
приблизительно  въ  плоскости  31" • 


При  /=6  сегсундачъ,  второй  члевъ  ряда  (248,  с)  иредста- 
■вляетъ  длину  въ  2,6  миллиметра;  если  приаебречь  этивъ  членоиъ, 
а  также  вс^ни  членами,  ;11шючающйяи  стеаени  I  выше  3-0,  то 
1  двахев1е  свободво  падающей  точки  внраяитсл  такъ: 


«=0.   ,1= 


-Оа,^  Г08А,    1= 


'ОЧ; 


^^двал 

^^к  тра9Ктор!л  окажется  полтвубв ческою  параболою,  заоючающеюа 
^НоЪ   ОЛОСЕОСТИ   ЗТ. 

^Н  Б)  Е&ли  начальная  относительная  скорость  ваправлена  по  оси 
^^^3,  то  есть,  если  точка  брошена  вертикально  снизу  вверхъ,  то  выра- 
^^нжеагя  относительны хъ  Еоординатъ  булутъ  ии'Ёть  сл'ЁдуюшШ  видъ: 


5=,Л-е!;-}.'|1з(. 


■С"3    Д —  ъС08' 


«}+1]. 


4СЛИ  Пренебречь  членами,  ^аключающини  четвертая  и  внсш1я  сте- 
аеня  времени. 

Чтобы    составить  себ'Ь  хота  приблизительное  пондт10  о  видф 
гого  днихен]я,  превебрежеиъ  члеваии,  заключающими  величины: 


_йш* 


К' 


рсогда  нолучимъ: 


.{Ш) 


Изъ   этихъ    выражен1Й    видно,    что   въ  тотъ  ноиеятъ  (х,  въ 
1*оторыВ  точка  достигаетъ  наибольшей  высоты,  она  будетъ  откло- 
.  къ  западу  отъ  вертикальной  плоскости  на  длину: 


С08  Л; 


^'56' 
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въ  моментъ  <2=2<  точка  вернется  на  ось  Г  и  будетъ  отклонена^ 
отъ  точи  Ю  къ  западу  на  длину: 

Вся  та  часть  относительной  траэктор1И,  которая  пробегается 
точкою  въ  течете  промежутка  времени  отъ  1=0  до  <=^2,  на- 
ходится въ  квадрант'Ь  положительны хъ  осей  Г  и  3. 

С.  Чтобы  составить  себ*  приблизительное  цонят1е  о  вид*  дви- 
жен1Я  матерьяльной  точки,  брошенной  съ  начальною  скоростью  щ 
подъ  угломъ  а  КЪ  истинному  горизонту  точки  10  и  въ  верти- 
кальной плоскости,  составляющей  азимутъ  р  съ  плоскостью  мери- 
Д1ана,'  мы  пренебрежемъ  членами,  заключающими  величины: 


2     !  2      !  2     19 


и  ВСЕМИ  членами  высшаго  порядка  малости;  тогда  полудимъ  сл'Ь- 
дующ]я  выражен1я: 


1Г1=т^о'^  +  (5о'  81П  А  ■+  %о  С08  л)  ^^(1)  —  (^-^^  С08  л 


^2 


(250) 


5о'  =  ^оС08аС08р,   7]о'  =  ^оС08а8Шр,   Зо'=«*о8Ша. 

Сравнивъ  эти  выражен1я  съ  т-Ьми,  которыя  получились  бы  при 
неподвижности  земли  (при  а)=0)  и  при  д-Ьйстши  на  точку  уско- 
решя  (г,  направленнаго  по  отрицательной  оси  3,  мы  увидимъ, 
что  вращеше  земли  оказываетъ  сл-Ьдующее  вл1ян1е  на  полетъ  бро- 
шеннаго  тяжелаго  т4ла. 

а)  ДвижРН1е  параллельно  оси  3  совершается  не  съ  ускоренхемъ 
(х,  но  съ  ускорешемъ 

(т  +  2|*о«>  С08  Л  С08  а  8111  р, 
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добавочный  члеоъ  коториго  про11о|)ц1()палонъ  косинусу  истянН|^й  гаи- 
роты  Д  и  сияусу  аэниута  р;  иоэтоиу,  ири  одцой  и  той  хе  СЕорости  «о 
и  при  томъ  же  угл*  а,  брошенное  т'Ьо  поднияется  на  ббльтую  вы- 
соту при  вогточноаъ  азимут*  (р<0),  ч:4мъ  при  засадяоиъ  ^^^>0). 
Ь)  Траэктор1Н  не  заключается  въ  вертикальной  плосвоети: 

вак'ь  было  бы  при  неподвижности  земли,  но  имЪетъ  видъ  витой  кри- 
вой ЛЯ81И;  если  представить  себ*  подвижную  вертикальную  плоскость, 
заключающую  въ  себ*  движущуюся  точку,  то  законъ  .язм^нен!^  ази- 
иута  Л  этой  плоскости  вырлзится  следующею  формулою: 


1е-В: 


2шС08А  . . .  (251) 


Изъ  этой  формулы  видно,  что  брошенное  т'Ьло  отклонлется,  на 
сЬверноиъ  полушар1и,  вправо  отъ  перБонача.1ьваго  нанранлен1я;  въ 

санонъ  д'Ьл1Ь  второй  членъ  суммы  (251)  сохраояетъ  ноложгтельвую 
величину  въ  течен1н  времени  отъ  ^=0  до  ;—  ""д"-;  поэтому: 


5>(р  +  агс1ё{'">й11|Л)). 


Если  тЪло  брошено  горизонтально,  и  начальник  скорость  его 
настолько  ве.1иЕа,  что  ножно  пренибрвчь  вторыяъ  члевоиъ  суняы 
(251),  то  тогда: 

то  есть  уголъ  (В  —  (3)  возрастаетъ  вропорцшпально  времени  и 
сиаусу  широты  Д,  и  притояъ  зто  отклонев10  ие  зависитъ  отъ 
первоначфгьнаю  азимута  р. 

с)  Можно  показать,  что  вращеВ1е  земли  увеличиваетъ  дальность 
полета  ври  западномъ  азимут*  |'1  и  уменьшаетъ  при  восточномъ. 

Виражен1и   (250)  иогутъ  быть  получены  также  при  помощи 

I   «1'ЬАуЮЩИХЪ   Д'ЬЙСТ111й. 


Ш  -Ьо. 
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Пренебрежемъ    въ  дифференщальннхъ  уравнен1яхъ  движен1Я^ 
(243)  членами: 

И,  зам^^нивъ  р  черезъ  В,  вренббрежемъ  отношен1ями: 


111. 

В^    В''   В' 


тогда  получимъ  дифференщальныя  уравнен1Я  сл'Ьдующаго  вида: 

$"  =  —  27|'о)8ШЛ 

^''ж=  +  2(5'8Ш  А+5'с08А)а)  [ (252) 

^"=— 2^<»>со8Л  — б^ 
Первые  интегралы  этихъ  уравненШ  будутъ: 

$'  =  Хо'— 27)0)8ШЛ 

"П '  =  У1о  +  2(5  8Ш  л  +  ^  С08  л)  (1) 

Ь'—Ьо—  27)0)008  л—  01] 

они  даютъ  намъ  выражешя  проэкщй  скорости  въ  фунвщяхъ  вре- 
иени  и  Боординатъ;  подставивъ  эти  выражен1я  въ  уравнешя  (252) 
и  отбросивъ  члены,  содержащхе: 

0)^5,    ш\,     ф\ 

будемъ  им'Ьть  дифференщальныя  уравнен1я: 

5^= —  21Г|о'а)81ПЛ 

7]"  =  2(хо'  8Ш  Л  + }о'с08  А)  О)  —  2<(тш  С08  А 

^"=х_27]отсо8А— (?; 


двукратное   интегрироваше   этихъ   уравнешй  приведетъ  насъ  къ^ 
выражешямъ  (250). 


т 
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<  31.  110Д0ЖСП1Я  раввовЫл  гва((одк»й  иатерьяльноё 
~ткв.  УсиовЫ  V стой чн вести. 

/?.  Св(|6однал  иатерьйльная  т^пка,  пздверженнал  дФйстеш  Еавихъ 
лвйо  си.ть,  мчжетъ  оставаться  въ  поко*  въ  т^хъ  точкахъ  про- 
гтринства,  въ  которыхъ  силы,  ирилихецныя  еъ  ноБоящейся  точк'Ё, 
взаивво  уравнов-Ьшиваются;  т11К1я  иоложев!я  иатерьяльаой  точм 
называются   положанъями  уавновгьсгя  ея. 

Наирви^ръ,  иатерьдльвая  точка,  подверхеннал  притяжеши, 
ваоравлеипон;  еъ  неподвижной}'  центру  С  и  пряиопропорцшнальво- 
«у  разст1)ЯЯ1ю  отъ  С,  будетъ  им4ть  положение  равновЪс1Д  въ  это«ъ 
центрЬ  С. 

Тотъ  же  центръ  будетъ  ноложен1е11ъ  равнов'Ьия  даже  и  тогда, 
когда,  крон*  притяжен1я  къ  нему,  на  точку  будетъ  дЬйствовать 
соаротивлеше  гредн,  пропорциональное  первой  стенени  г-корости; 
въ  аноиъ  д'Ёл'6,  еслн  н:1терьяльнм  точка  будетъ  пои'&щена  въ 
цеятръ  С  безъ  начальной  скоропти,  то  об'Ь  силы  будутъ  равна 
нулю,  в  иатерьяльная  точка  останется  въ  поио!. 

Тотъ  же  дентръ  будетъ  ноложен1е11ъ  равнов-Ьпл  и  въ  тоиъ  слу- 
чае, Богда,  в)11>сто  прптлже[11Я,  на  точку  д'Ьбствуетъ  сила  отталки- 
вающая ее  отъ  центра  и  орг-порц!  опальная  разстоян1ю  отъ  него. 

Матерьяльвая  точка,  цои'Ьщенная  въ  положен1и  равпов'Ьеи 
безъ  начальний  скорости,  будетъ  оставаться  въ  поко4  до  т4хъ 
норъ,  пока  какая  либо  лосторовняя  сила  или  причина  не  вы- 
ведетъ  ее  изъ  этого  ноложен1я. 

Положвнъ,  что  д'Ьйствшяъ  н^Ькоторой  вреиенной  причины,  иа- 
терьяльная точка  будетъ  отклонена  изъ  полож1'в1я  равнов'Ьс1я  М^ 
въ  одну  изъ  близлежащвхъ  точекъ  пространства  и  будетъ  выпу- 
щена изъ  этой  точки  -3/„  съ  начальною  скоростью  Vщ  поел*  этого, 
д'ЬЙств1е  временной  нричвны  нрекращаетсл,  в  хатерьлльаой  точк'Ь 
нредостав-тлется  совершать  движете  нодъ  вл1яв1емъ  т'Ьхъ  снлъ, 
Еоторыя  взаияно  уравновешиваются  въ  точк4  М„  но  не  уравно- 
В'Ьшиваются  въ  близлежащихъ  частяхъ  пространства. 

Движен1е  это  ножетъ  быть  различнаго  характера,  сютря  по 
расположсн1Ю  силъ  въ  соседств*  съ  точк1>ю  М„  снотря  по  величин'Ь 
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И    яппраВ1Св)и    начальнаго   ьт&.ьтеа\я  М^М„  и  смотря  т>  вели- 
чин'Ь  и  напр!11!лен1ю  вачальн^^й  скорости  р„. 

При  и'Ь1мторыхъ  силахъ  ма'1трья.|ьнан  точка  совергааетъ  двяже- 
В1е.  не  выходя  изъ  пред-Ьловъ  н-Ьвоторага  объема,  окружающаго 
Т0ЯК7  М„;  прятонъ  раэи'бры  атого  объема  Ииъ  иеи'Бе,  чЪиъ  яш11(^ 
откловен1'е  М,Мо  и  СЕорость  V,-,,  а  если  посл1^дн!я  (то  есть  Ж,М„ 
л  Уо)  безконечао-вала,  то  движен1е  говершается  въ  безконечно- 
т*сннхъ  пред-Ьлахъ  около  положеп1л  равнов^тя  3/",. 

Если  двиксв1е  ии*етъ  такой  характоръ  при  весьма  малыхъ 
вачидьных'1.   •)Тклонеп1яхъ   по   виевозиовцымъ    направлен! и иъ    изъ   | 
полоасенш  равнов'Ьшя  н  при  всовозиожнихъ  насгравлонтяхъ  »ег.ьна 
малыхъ  начальныхъ  скоростей,  то  положеи1е  раввов'Ьпя  на-шваютъ 
угтойчивымг. 

При  другихъ  же  силахъ  матерьлльпая  точка  въ  своииъ  дви- 
жевш  все  болФе  и  Сол^е  удаляется  отъ  положения  равнов'Ьс1'я,  даже 
всл^Ьдств!?  саинхъ  иезначптельаыхъ  начальныхъ  отоонен1Й  и  ско- 
ростей;  такое  положение  ра11вов'6с1Я   вазываютъ  неустойчивым^' 

Насрвм4ръ,  центръ  С  есть  положен10  устойчвваги  раввов'Ьс1Я 
иатерьяльной  точки,  вритягиваемой  къ  нему  силою,  проиорц1ональною 
рмзстояшю;  потому  что  матерьяльная  точка,  по  отклонрвш  ея  ва  раз- 
(!тиян1е  конечной  величины  отъ  цевтра  С  я  по  сообщена  ей  началь- 
пой  скорости  конечной  величины,  будетъ  совершать  двнжен1евокругъ 
С  но  эллипсу  1гонечныхъ  разя*ровъ  (см.  прия^ръ  5  ва  стр.  8Э). 

Напротивъ,  тотъ  же  цевтръ  буд*'тъ  положеиемъ  неустойчиваго 
равнов'Ьс]я,  если  опъ  отталкиваетъ  отъ  с*бя  матерьяльпую  точку  си- 
лою, пронорц!овальною  разстоянш;  потому  что  движущаяся  точка 
ух'^двтъ  въ  безконечность  даже  вйлЬдств1е  саиыхъ  незн^чптельннхъ 
отклонен1Й  изъ  центра  С,  какъ  это  видно  изъ  сл-Ьдующвхъ  формулъ: 


при  составлвН1и  которыхъ  иредполагалось,  что  щштръ  С  взятъ 
за  вачало  коордиват1<,  и  чтэ  начальная  скорость  равна  нулю; 
изъ  :1тихъ  формулъ  ВИДНО,  ЧТО,  д;ше  при  весьма  яаянхъ  иачаль- 


внхп.    |.'тклояеВ1ях'ь    Ха,    )/о,    координаты  хну  получаютъ  (^^.г- 
воиечцо  большая  зпачен!я  при  /=со. 

Устойчивость  раваов'Ьг1я  матерьяльной  точки  въ  центр*  С, 
притягинающеиъ  ее  силою,  ирооорцшиальною  ра:1стояя1Ю,  аронв- 
ляет-'я  довольно  ниглядно  въ  срвд'В,  оказывающей  двнжепш  ма- 
терьяльной  точки  С01фотивлен1е,  пропорцюнальное  скорости;  тогда 
движущаяся  точка  будотъ  Постепенно  приближаты^л  къ  аритягя- 
вавилеиу  певгру,  опягнкая  вокругъ  него  спираль,  все  бол'Ье  а 
((ол'Ье  съуаив;шщуюея  (с1.  стр.  83,  черт.  6). 
Р-  Положения  равнов'Ьг1я  маторьяльной  точки,  на  которую  д1!й-  > 
етвуютъ  силы,  им'Ьющ1я  потевц1алъ  II,  суть  не*  т*  точии  про- 
странства, координаты  Еоторыхъ  удовлетворяют!  т|1емъ  уравне81яяъ:    , 

"/"  =  0,    -1^'-0,    ^'=0: (253) 

ато  иогутъ  быть:  или  изолнроЬанвыя  точки,  идя  сплошиыя  лин1и, 
поверхности  и  объемы,  Н!1прии4ръ: 

Прим-Ьръ  22.  Силы,  ариложенння  къ  матерьяльной  точкф, 
суть:  силы  притяжеп1Я,  процорц1ональныя  раз1'.тояа1Ямъ,  къ  двумъ 
центражъ,  находящимся  на  оси  X  въ  точкахъ  (У|=а)  и  Огз=^ — а), 
и  сила,  параллельная  положительной  оси  2  и  пропорцишальная 
Евадрату  разстояя1я  яатерьяльвой  точки  отъ  плоскости  ХУ;  велн- 
чини  этихъ  трехъ  силъ — сл11дующ1л: 

•^\и     '\^'^■^,     ?.У, 

гд*  /1  И  Гг  оаиачаютъ  раастолагя  матерьяльнчй  точки  отъ  притнгв- 
вающихъ  цевтровъ. 

Въ  эгомъ  случа-Ь  потенп1альная  функЦ1я  будетъ: 

Уравнетя  (25Я)  будутъ  (М-Ьдующаго  вида: 

—  2!1'.г  =  0,   — 2:Л/  =  0,   лУ— 2/5  =  0: 


|ТГ-Ь1 
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изъ   нйхъ   находимъ,    что   равнов'Ьс1е   силъ   возможно  въ  двухъ 
точкахъ  пространства: 

1)  х=0,  у=0,  ^=0; 

2)  ^=0,  ?/=0,  ^=5-'- 

Прим^ръ  23.  Притяжен1я  т^^  же,  какъ  и  въ  предыдущенъ 
прии^Ьр'Ь^  но  вм'Ьсто  силы,  параллельной  оси  2^  д^Ьйствуетъ  сила, 
отталкивающая  иатерьлльную  точку  отъ  оси  X  пропорщонально 
квадрату  разстояшя  точки  отъ  этой  оси;  величина  этой  силы: 


Потевц1альная  функц1я  зд4сь  будетъ  следующая: 

■)>  3  1|2         „  ,,3 

ТТ ^'    /'^.2_1_^2\2  Ь^    л-  2  И*   ^  2. 

и=-^\у  +^)  —  ^-п  —  2^2 ; 

приравнявъ  нулю  первыя  производння  ея,  получимъ  уравнен1я: 

изъ  которыхъ  сл'Ьдуетъ,  что  положешя  равнов'Ьс1Я  суть: 

1)  начало  координатъ:  гг=0,  ^=0,  ^=0, 

2)  каждая  изъ  точекъ  круга: 

Прим'Ьръ  24.  При  дМств1и  силъ,  ии^Ьющихъ  потенц1алъ: 

положен1я  равнов4с1Я  матерьяльной  точки  суть  вс4  точки  поверх- 
ности сферы,  ии^^ющей  рад1усъ  X. 

Въ  каждой  такой  точк4  пространства,  координаты  которой 
удовлетворяютъ  тремъ  уравнешямъ  (253),  равнов4с1в  будетъ  устой- 
чивымъ  или  неустойчивымъ,  смотря  потому,  им-Ьетъ  ли  потенц1аль- 
ная  функц1я  17  въ  этой  точк'Ь  максимумъ,  или  минимумъ. 


ТГ"^ 
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С  Пусть  М,  есть  одна,  взъ  точеиъ  р!1вно[14с1я,   17, —  численное 
~мачеи1в,  получаемое  [1отенц1альаою  фунЕЦ1ею  въ  этой  точкФ;  х„ 
у„  г, —  коордипатц  этой  точки,  удовлетворяющая  треиъ  уравве- 
шяиъ  (253). 

Въ  точЕ'Ь  М  (.г.  +  оз:,  :^,  +  5*/,  г,  +  Ьг)у  безкоаечно-блиавоЙ 
иг  точЕ*  М.,  потенциальная  фувкц1л  висЬетъ  следующее  чясленвое 
11вачен1е: 


и,л-ь'Ю; 


гд1Ь  во  вторыя  пройэводвыд  долхвы  быть  подставлены  киординаты 
точки  М,. 

Фувка1я  С  ая^етъ  максииуиъ  въ  тощ^  М„  если  '/Ь'  им'бегь 
отрицательвыя  велнчивы  при  всякихъ  знакахъ  безЕовечво-налыхъ 
величиях  Зг,  гу,  Ьз  и  при  всякихъ  отношетяхъ  между  виш; 
какъ    известно,   это   можетъ    быть   только   тогда,   когда  вторыл 

ВрОИЗВНДНЫЯ    уДОВЛеТВОрЯЮТЪ    усЛ0В1ЯМЪ'. 


■НV„I',.-^',Л,)'>о■,\ 


(254) 


(зл11сь    пторыя    цроизводввя   обозпаченн   для    сокращев]л   объема 
форнулъ  особ^ни  синволанв;  такъ 

Г    =^\- 

Если  УСЛ0В1Я  (254)  удовлетворены,  то,  въ  вепосредственноиъ 

соседств*  СЪ  точкою  3/„  ВОВерХНОСТН  урОВВЯ  ИМ'ЬЮТЪ  ВИДЪ  9ЛЛЙЦС0В- 

довъ  еъ  безковечно-малыми  осями,  им^ющихъ  центры  въ  точк4  Ж; 
параистръ  такой  поверхво^^ти  уроввя  есть:  V. —  А";  а  уравнев|е  ея: 


-й=Г„,а-Ч(7,,„ 


-  (7,/+2  Г^,.^.'4-2 1г,,,х-^21\^ху-,  (255) 


|ТГ-3(.     . 
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к  есть  весьма  малая  постоянная,  имеющая  т^^мъ  больтую  величину. 
ч4мъ  поверхность  уровня  дал-Ье  отъ  точки  М^. 

Положимъ,  что  матерьяльная  точка  отклонена  изъ  иоложен1я 
равнов'Ьс1Я  М^  въ  весьма  близкую  къ  нему  точку  Ж^,  и  зд-Ьсь 
ей  сообщена  весьма  малая  начальная  скорость  V^\  пусть: 


и.-к 


2 


<^сть  параметръ  той  поверхности  уровня,   на  которой  находится 
точка  Ж"о. 

Движен1е,   совершаемое   матерьяльною   точкою^    должно   удо- 
влетворять закону  живой  силы: 

или: 


пи'^       ть\  ^ 


А'  >  Л"/:    '!'1г    ^к^  ^  ^ 


^  у-      1Г1', 


т.  < » 


изъ  ЭТОГО  уравнен1Я  видно,  что  точка  не  можетъ  выйти  внаружу 


^^./п^л    той  поверхности  уровня,  для  которой 


тV 


потому  что  живая  сила  не  можетъ  быть  отрицательною;  поэтому 
точка  Ж",,  въ  которой  потенщальная  функщя  им-Ьетъ  максимумъ, 
есть  положеше  устойчиваго  равнов'Ьс1Я. 

Такъ,  въ  примЬрахъ  22-мъ  и  23- мъ  начало  координатъ  есть 
положенхе  устойчиваго  равнов'Ьс1я. 


ж 


Механика  несвободной  матерьяльнои  точки. 

§  32-  Митерьяльаая  точка  в^снобидаа,  еми  существуюхъ  пре- 
гради, не  1103В0ЛЙЮ1Д1Я  ей  ид'Ь'гь  штую  угчдио  скорость  по  какой; 
угодно  П!1.пра1<лсв1ю  изъ  той  точки  прострааств!!,  въ  которой  ова 
находится. 

Всяк1я  пр1!гряды  иогутъ  быть  разснатрайАсны:  одв'Ь  —  кавъ 
поверхвости  т'Ьлъ  цеарооиа>1('мыхъ  иаторьяльвою  точкою,  друпя  — 
какъ  поверхности,  удержи  паю  Щ1  я   па  себ'Ь  точку. 

Кажд:1И  орегрида  и1^рв;1го  родл  пе  позволяетъ  матерьяльнои 
точк*.  находящейся  на  црегражД!1Ю1цей  иоверхаоети,  сойта  г.ъ 
нея  въ  сторону  ПС  проницаема  го  т11ла,  д'Ьйстнительнаго  или  во- 
ображаемаго,  ограниченнаго  зтою  П'-иерхностью;  точка  мож1;тъ  дви- 
гаться вд^1ль  по  поверхности  или  соЗти  съ  иея  въ  свибодиую  гто- 
ропу;  Поэтому  такая  преграда  вазавается  поверхностью,  не  удер- 
живающею мтт рояльной  тпчны. 

Цапрй»1>ръ,  иатерьллквал  точки,  ирикр11и лепная  кг.  одноиу 
концу  гибкой,  пррастяжиЯ'1Й  и  аеиЯ'Ьнщей  шас^^ы  нити,  другой 
консцъ  которой  прякр'Ьплевъ  въ  аачал'Ь  координатъ,  и«*етъ  дре- 
градо!)  поверхность  сферы,  рад1усъ  кчтор^'Й  равенъ  длин-Ь  нити, 
&  цептръ  находится  въ  п;^!.!*  коордипат'Ь.  Покапать  ненатянута, — 
иатерьяльная  Точка  пнходится  внутри  ефгры,  гд-Ь  (1на  совершенно 
свободна;  если  же  нить  натянута,  т"  точна,  находясь  на  пчперх- 
ности  сферы,  мож'тъ  ия11ть  движеи1е  вдоль  но  сфер'Ь  или  внутрь 
ея;  нн.фужу  же  сфр'ры  ея  движ1>н1е  прег|1ажд|'Но  иерастяжимостью 
нити.  Эта  гф|'ра  есть  пчевяднп  иовгрхнчсть,  не  уд|'рживающая 
точку  отъ  яер(!11'ЬЩ''П|В.  Н!1п11аил''нныхъ  внутрь  ея. 

Каждая  ирегряда  втораго  рода  не  пчзволяетъ  матерьяльнои 
точи*  сойти  съ  н'Ьк1'Т(|рой  поверхности,  на  въ  ту,  ни  пъ  Другую 
сторону    ея,    такъ  что  точка  можетъ  днига.Ться  только  вдоль  по  , 


поверхности;  такую  преграду  называютъ  поверхностью,  удержи-Л 
оающею  на  себгь  матсрьяльную  точку. 

Прин'Ьрпиъ  такой  поверхности  яожетъиужить  поверхность  сфе- 
ры, аа  ноторой  должна  иставлться  иатерьлльнан  точка,  прикреплен- 
ная къ  одному  концу  безконечно-тонкаго,  вполне  твердаго  стержня, 
другой  конецъ  котораго  иостолнно  находится  въ  начал*  коорди- 
натъ;  Ьродполагается,  что  стержень  можетъ  совершать  какое  бы  то  I 
ви  было  вращательнор  движете  вокругъ  этой  неподвижной  точки.  ; 

§  33.   Ограиичв111р  свободы  движеп1Я  точен  оов^рх- 
ностью,  удсржнвающен»  «е  иа  геб^. 

Координаты   иатерьяльной  точки  должны  постоянно   удовле- 
творять уравненгю   поверхности,  удерживающей  ее  на  себ*. 

Если  эта  поверхность  неподвижна,  то  урапнеше  ея  заключаетъ 
въ  себ*Ь  координаты  и  постоянные  нараиетры. 

Если   же   поверхность   движется  или  изм'Ьпяетъ  оъ  течетемъ  \ 
времени  свой  вядъ  или  размеры,  то  уравнен1е  ея  будетъ  заклю- 
чать: координаты,  постоянные  параметры  и  время  ^ 

Наприм^ръ,    поверхность   сферы,    центрт.    которой   движется  \ 
равномерно    со    скоростью   к   по   оси   X,    а  рад1усъ  возрастаегь 
равномерно  со  скоростью  Л,  выразится  сл^дующинъ  уравнеп1еяъ:  | 


{х 


-Л'Г+уЧ^М-К+^О'^о. 


гд*  ■/  есть  абцисса  центра,  а  Б  —  величина  рад|уса,  въ  моиентъ 

Если  матерьяльная  точка  движется  по  поверхности,  выражае- 
иой  ураБнеЕ1е»ъ: 

ах,у,^,1)=^)^.] ...(256)1 


то  скорость  ея  должна  удовлетворять  следующему  уравиенш: 


дх  А1  '^  дц  М  '^  дя  а!  "^'йС"» \^»*}А 


и4,и^ 


Ах 


_^1 


ггО 


-^175 


IV -зг 


^/\А?. 


1^     тппАзи 


1т     плша    ■аидгмд    1>IгжА^^д.^^- 


кг    ^  ЬЪ  . 
(54..    /сгчл^е-ч.-*-^   ^у^лгкечр    Л     »"  оХ»*   Л',^^г    ун**« 


Го 


С^     Ы»      »    '    «<■        /**      "  *1      Г. 


,>'»1'»'иго  «> 


у 


-/  <•  л*^  '<^ 


^/- 


г  У- 


'/* 


'./: 


/<б^(ие  .2^:  <       т  /•  г  о  <  с  <  /"        Г'-     ■' Л"  л^»  гс /^  у      г  ^^  ^г- ^ 


ь1 


^о 


;^;^У1^ 


'**^- 
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Должна   удиплетворять   тоиу    же  уравнетю  (2о8),  китарпму  уд<Н 
^^,        влетворяетъ    и  V,   потому   что  иагерьяльная  точка  ия'Ьла  бы  I 
'(пмг^ш'    (г.-е.  сЕорость  м>),  если  бы  оставилась  въ  постояаноиъ  совпадешй 
Щы1     '   съ  ТОЧКОЮ  ЗП,  а  ае  доигал!1сь  бы  вдоль  ио  повирхпости;  в  так'ьа 

К''"' /.7ГД1'.  Д/'(*соз(.«;,Л')+  ^=0 {ЧЩ 

№  В|лтя  уравнетс'  (261)  изъ  ураваеа!я  (258),  рплучимъ: 

К»    /;    ,,,..;.  "      ^/'(Vе05^'V,N) — м?с18(м),Л')]=0, 

Н-  ^       'или-  ^  «,  (V;  ^_)  -  -'с*.  КЛ'^  =и  ^^^■^.^^] 

Щ  дЛг*С05(м,^')=0, (26^ 

Н  гд*  м  есть  скорость  относительЕЧГо  движсн1я  матерьяльачй  тичв! 

Н         по    отноп1ен1ю    &ъ    той    ИЁН^м-Ьвяеиоб    ср«Д'!^,  съ  которою  двих 
Н  щаяся    повс'рхаость    неизн'Ёплеяи  связана;  ураваев1е  (262)  пыра^ 

Н     (    хартъ,    что    относительная   скоропть   и   должна   заключаться 
^Ж     \    касат1'ЛЬной  нлоск.<}Ста  къ  поверхаости. 

В  Ё1^ли  и1Ж(фхность  ДЁфор!11[1ру|^тся,  то  «ожн!)  представить  себ4Е 

Н  что  она  иринадлежптъ  а'Ькоторой  дефориирующеЙ11Я  сред11,    так*^ 

Н  что    вей    точии    новерхвосш    суть  точки  этой  среды.  Разсуждая 

^К         такъ  же,  какъ  выше,  приденъ  къ  такому  же  ;)аБлючен1Ю,  а  именно, 
что  скорость  отмосите/гьнаго  движетя  матеръплъной  точкЩт 
по  отношенгю  т  сред/ь  должна  заключаться  въ  насате.гьчаЩ 
плосктши  къ  поаерхноапи.    /-:.•'.-.■-=■-.-        "--';"■'  ■ 

§  34.  Огранпчев1е  свободы  дв11ЖС111я  тпчки  поверкЯ 
по1-тью,  ПС  удерживающей)  с»  съ  одцой  стороны.  I 

Углопймся  писать  уратшед^е  1{ажд(1Й  аеудсрживающ^'й  аовнрх^ 
вости  такииъ  образоиъ,  чтобы  во  второй  части  ураннсв!)!  былг  нуясЛ 
а  чтобы  первая  часть  д-Ьлалась  Сбльшею  нуля  ори  подстановлйнм 
въ  нее  воордиватъ  точекъ  Т'-В  части  ||р1и;трннства  пн*  иоверхаостдд 
въ  а1'Т0|)ую  матерьнльная  точка  можстъ  сойти  съ  поверхвости,  Я 

Тнкъ,  нанрии'Ьръ,  уравн1?Н1е  вчверхноств  сферы  рг1д1ут  ^Ш 
ия'ЬюнМ'й  цсатръ  въ  пачал*  копрдиватъ,  будеиъ  писать  такъ:  Н 


-(т^+Г  +  г')  =  0. 


.(36» 


ЕОтирие  яози'-'  ородставять  подъ  тапияъ  вллинъ: 
'»Л'    Д/'.«.1:<|я(».?0+|^=0,.. 

г.,...:,"- ,„,/:,!:^ «■*;.-:л?;?1  ,„,.,.„ 

гд*  Л'  ость  папрамен1в  цмодител'ьв'^Й  нориади/возстановленной 
бЪ  поверхности  (256)  изъ  той  точки  ея,  въ  которой  двихущаяся 
жатерьлльнал  точка,  находится  въ  яохевтъ  1\  Еосинусы  ;гловъ,  мста- 
вляеиыхъ  этою  ворналью  съ  осями  коордпцатъ,  выражаются  такъ: 


С08№Х)=^^^ 
С08№У)=^^^. 


. (259) 


'-/=+/(1Г+©ч©'. 


.  (259  Ъ 


УравЕев1е  (268)  внраасаетъ,  что  ороэЕЦ!^  сворости  V  на  на- 
[  правление  иоложительной  ворхали  должна  имЪть  величину: 


\_дг 


I 


(260) 

I  '"'Й'ро^вщя  св'()ростн*'на  васательнуй  шосисть  къ'поверхности 
кожетъ  быть  вакая  угодно. 

Частная  производная  отъ  С  по  Ь  равна  нулю,  если  поверх- 
ность неподвижна;  тогда  уравиеа!е  (258)  будетъ  выражать,  что 
Скорость  должна  заключаться  вь  касательной  плоскости,  чтй 
лоаатно  и  сано  собою. 

Бели  поверхность,  не^  изменяя  ни  своего  вида,  ви  разн'Ьровъ, 
и^еть  какое  либо  движев1е,  то  модно  представить  себ*,  что  она 
принадлежитъ  некоторой  движущейся  неизменяемой  сред*,  такъ 
что  вс*Ь  точки  поверхности  суть  точки  этой  средн.  Озаачимъ 
черезъ  -ш  скорость  той  точки  ЗЛ  новерхностя  и  среды,  съ  кото- 
ро»  иатерьяльная  точка   въ  ноиеитъ  I  совнядаетъ;  эта  скорость 


I 


IV -63м 5^ 
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должна  удовлетворять  тому  же  уравнешю  (258),  которому  удо- 
\^  /.  влетворяетъ  и  V,  потому  что  матерьяльная  точка  им-бла  бы  ее 
сллл-  (т.-е.  скорость  го),  если  бы  оставалась  въ  постоянномъ  совпаденш 
"''  '''^^"   съ  точкою  9Й,  а  не  двигалась  бы  вдоль  по  поверхности;  и  такъ: 


^^и>соф,N)+  1=0 (261) 


>.^^гр.г,„  .  ^  Вычтя  уравееше  (261)  изъ  уравяеехя  (258),  получимъ: 

или:  V  0^  (у;  Л';  -  V/  с^л  ^г,  л']  с  и  с-г^(Х1  ,лЛ 

АЛ«^со8(г^,^У^)=0, (262) 

гд*  г^  есть  скорость  относителькяго  движен1я  матерьяльной  точки 
по  отношен1Ю  къ  той  неизм'Ьняемой  сред*,  съ  которою  движу- 
щаяся поверхность  неизменяемо  связана;  уравнен1е  (262)  выра- 
жаетъ,  что  относительная  скорость  и  должна  заключаться  въ 
касательной  плоскости  къ  поверхности. 

Если  поверхность  деформируется,  то  можно  представить  себ*, 
что  она  принадлежитъ  некоторой  деформирующейся  сред*,  такъ 
что  всЬ  точки  поверхности  суть  точки  этой  среды.  Разсуждая 
такъ  же^  какъ  выше,  придемъ  къ  такому  же  заключен1Ю,  а  именно, 
что  скорость  отпосительнаго  движенгя  матерьяльной  точки 
по  отношенгю  къ  средгь  должна  заключаться  въ  касательной 


■»  ^  • 


I  плоскости  кг  поверхности,   /л./*' .-х^^^/*;  /  ^^у 

%  34.  Ограничен1е  свободы  движен1я  точки  поверх- 
ностью, не  удерживающею  ее  съ  одной  стороны. 

Условимся  писать  уравнение  каждой  неудерживающей  поверх- 
ности такимъ  образомъ,  чтобы  во  второй  части  уравнен1я  былъ  нуль, 
и  чтобы  первая  часть  делалась  ббльшею  нуля  при  подстановлеши 
въ  нее  киординатъ  точекъ  той  части  пространства  вн'Ь  поверхности, 
въ  которую  матерьяльная  точка  можетъ  сойти  съ  поверхности. 

Такъ,  наприм'Ьръ,  уравнен1е  поверхности  сферы  рад1у(а  72, 
имеющей  дентръ  въ  начал*  координатъ,  будемъ  писать  такъ: 

В^-  {т'-^у'^  +  г')=0 (263) 
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еин  поверхпоаь  ата  но  удерживяетъ  матерьяльную  точку,  иахола- 
щуюся  на  ней,  (^тъ  прргм-Ьииш!!!  киутрь  ея;  ротону  что  шхфди- 
вмы  точокъ,  находяших''!!  внутри  сферы,  Д'Ьлаютъ  пврвую  часть 
ВТОГО  уравнения  бодфе  нуля  я  обрашаютъ  еп)  въ  неравенство: 

~(а:'  +  г/'  +  г')>0. 

Если  ЯЕе  та  же  самая  сфера  не  удерживаетъ  яатерьяльную  точку 
Оть  пере11'Ьщев1й  внаружу  ея,  то  уравнен1е  ея  станешь  писать  такъ: 


{7Г  +  ,/  +  г)-Е'  =  0. 


■  (Ш) 


для   того,   чтобы   первая   часть  его  делалась  большею  нуля  при 
аодстановлеши  въ  вес  коордннатъ  го*1екъ,  находящихся  вв'Ё  сферы. 

При  соОлюдев1в  этого  услов1я,  8Ъ  свободную  сторону  поверх-  ' 
ности  будутъ  направлевы  положительный  вормали,    возставовлен- 

I  ввя  нзъ  точекъ  поверхности;  въ  саиомъ  д^л*.  если  близъ  точки 

[  Ж  {х,  у,  г)  новеркности: 


/•(х,1,,г,/)=0  . 


.  (265) . 


\К 


воаьяемъ  другую  точку  ДГ,  {х-\-Ъх^  у-\-Ц,  г+Ьг),  такую,  чтобы 
Ш1ПравлеН1е  ММ^  состанляло  острый  уголь  съ  направлешемъ  поло- 
Жйтольноб  нориали  Л'  (2-')9,  259  Ыа),  возстановленвой  изъ  точки 
Ж,  то  можеиъ  утверждать,  что  произведеше: 

Л/".^ЙЖ:С08(ЖЖ1,ЛО 

ИЛИ  равЕгай  р11(у  тричленъ: 


'^+ру+1>'' 


боЛ'Ьв  нуля;  знакъ  же  этого  тричлена.  при  безковечноб  малости 
вбличинъ  ъх,  Ьу,  Ьг,  опред^ляетъ  собою  знакъ  величины: 

({х  +  гх,  у  +  Ьу,  г  +  Ьг,1); 


•г- 


Я    НС^ 
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значитъ  эта  величина  также  бол'Ье  нуля,  а  сл'Ьдовательно  точка 
М^  находится  ве*  поверхности  съ  свободной  стороны  ея,  3/-^А^^^^V^ 

Матерьяльная  точка  свободна,  когда^  находитсяГ  вн'Ь '  поверх- 
ности (265);  тогда  координаты  ея  удовлетворяютъ  неравенству: 

/•(ж,  у,  ^г,  <)>0, 

а  скорость  ея  иожетъ  им'Ьть  какую  угодно  величину  и  какое  угодно 
направлен1е. 

Если  въ  какой  либо  моментъ  I  матерьяльная  точка  находится 
на  поверхности  (265),  то  въ  моментъ  (<-|-с?0  координаты  ея: 

х\Ъх=Х'\-у}йН  х^'^^Л- 

1  •  «а 

г + 1)^=^4- -?'<?« -4- У  ^'+. ... 
должны  удовлетворять,  ели  равенству: 

/•(ж+Бж,  уЛ-Т^У,  г+Пг,  Ь-\-сИ)=0, (266) 

■ли  неравенству: 

Пх+Ох,  у+Ву,  г-\-Вг,  <+<г«)>0, (267) 

смотря  потону,  осталась  ли  точва  на  поверхности,  или  сошла  съ  нея. 
Разложииъ   первую   часть  равенства  (266)  или  неравенства 
(267)  по  восходяп^ииъ  степеняиъ  дифференц1ала  М;  припявъ  ъа 
внижанхе  уравнен)е  (265),  получииъ: 

Пх+Вх,  у-\-Ву,  ^+1)гг,г«+<гО=|(й+0^Ч..(268) 


гд*: 


1=1^+|^'+1^'+1 (269) 


^^^^^^^^^^             -  179  — 

■Л 

^^^Ш                Ж-=Гх''  +^!>  +Я''  +1^/^ 

.(270)    Н 

^^Ш            КГ=^{^Г^^.1,'Г+'^.иГ+%+ 

^^В               +^й/У'+^й'''''+'^й,''+ 

ч 

^...о:^-(1^Ш|й^§:- 

...(271)    ■ 

^^Н           Посл^  9Т0Г0  нокенъ  сказать,  что  если  иатерьяльЕая  точка  въ      ^^Н 

^^Н    номевтъ   1  Еаходитгл  на  поверхности  (2бо),  то  Боордиисны  чи,     ^^Н 

^^Ж     скорость  и  ускорев1Я  дилякы   удовлетворять  равенству 

■ 

...(272)    И 

^^Л    ялн  неравенству: 

■ 

^Ш                          Ш^^-^Ж-Тл^ >0' 

...(273)     ■ 

^^Ш     аотря  потому,  остается  ли  точак  къ  концу  безконвдно-иа.иго  проке-      ^^| 

^^В     хутЕа  Брех1'ни  йЬ  на  той  же  цоверхпости,  или  сходвгь  съ  нся.     ^^Н 

^^Г            Огсюда  сл'Ёдуетъ,  что  первая  11'1лиая  ароязводнм 

ОТЪ  (  ПО           ^^Ж 

^Н       не  можетъ  быть  отрицательною,  такъ  какъ  знакъ  ея 

(при                 ^^Ц 

^^&     жительвоиъ  Ш)  опрел'Ьллетъ  знакъ  всего  ряда;  а  нотоиу  скорость     ^^Ц 

^^Н     матерьяльноб  точки,  находящегося  на  неудерхниающей  с 

(оиерхности     ^^Н 

^^Н     (265),  должна  удовлетворять  сл'&дующ>;му  услов1ю: 

В 

Щ          ~'^  2-'+|у+^'+1-о 

■  ■  •  (™^  '"-Д 

^^Ш    то 

'^1 

■                                               V^^т{V,N)^-^^% 

.  .  .  (275)     Щ 

^^Ж            Если  поверхность  неподвижна,   то  услов1е  (275) 

приввяаетъ    ^Н 

^^Ш     ел1дующ1&  видъ: 

^Н 

^^Ц                                       V  сое  {о.Ж)'^0; 

. .    (276)    Н 

^^^^^^^^^ 

^^^^^^и 
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йто   аначйтъ.    что  скорость  матерьяльпой  точки,  находящейся  1 
на  неподвижной  нег/держивпющей  поверхности,  можетъ  импть  \ 
какую  угодно  величину  и  какое  уюдно  направленге,  составля- 
ющее а  положительною  нормалью  острый  или  прямой  уголь, 

это,  конечно,  повятяо  само  собою. 

Если  поверхность  движется  ила  дефоряируется,  то  ин  иожевъ  I 
себ*  представить  в4которую  среду  (какъ  объяснено  въ  предндущешъ 
параграф*),  переносящую  эту  поверхность  въ  пространств*;  озна- 
тамъ  черезъ  9Н  ту  точку  поверхности  и  среды,  съ  которою  ла-  I 
терьяльная  тотка  совпадаетъ  въ  иоментъ  (.  I 

Такъ  какъ  точка  ЗЛ  всегда  остается  принадлежащею  поверх- 
носта,  то  скорость  ея  гс  удовлетворяетъ  уравнснш: 


услов1Я  (275)  и  равенства  (261)  сл'Ьдуетг: 
,    .       и  ('08  (щЮ^^О; 


(261)  I 


.  (2ГГ) 


ЭТО  знатитъ,  что  скорость  относительнаго  днижен1Я  точки  по  отно- 
шетю  1и.  сред*  должна  составлять  острый  или  прявой  уголъ  съ  ' 

положительною  нормалью  къ  поверхности. /.-л.'  -^'-' '-', 

§  35.  Услив1е,  которому  должно  удовлетворять  ускорейе 
ТОЧЕН,  двлжущейги  ио  давноб  удсржнвающгй  поверхности. 

Кром*  вышепригч'дсппыхъ  услов|3,  ограннчввающихъ  произ- 
вольность скорости  движущейся  тошги,  существуютъ  еще  услов1я, 
которымъ  должны  подчиняться  ускорея1я  ея. 

Для  точки,  остающейся  на  данной  поверхвости,  услов1я  эти 
выражаются  равенстваии: 

•''  ^=0  ^'1=0  '^=0  ■■  ';»'^1 

ла  ")      ,111  ^'1      Л1  ^' Г.  ^Ш 


^    Разсиотрииъ  значеше  перва.го  взъ  нихъ. 

^ '  Оно  будетъ  ии4ть  сл*дую1ц!й  видъ  при  кеподвижаоотя  ио- 


'/У+^й" 


Ь%г"+ГАх',у',/)=0,, 


■ (278)  I 


гд4  /а  есть  сл*дуЮ1Д!и1   иднорпднил  фуикц|я   второй  стопепи  отъ 
скоростей  х,  у\   г: 

Ах',у,/)=2м-+|:(г/')Ч-^МЧ 


1-2,|^»^+2 


Равеиствг)  (278)  мож^тъ  бнть  представлено  «щи  тацъ: 

лЛ1>со5  0>,_?О-|-/;(У,//,У)=0, (279) 


гд^  р  озяачаетъ  вели'1ину  и  направлеше  рад!уса  кривязны  травЕто- 

Р1И,  описываемой  матерьяльпою  точк'^ю  на  неподвижной  поверхности. 

Принявъ  во  внииа1!1е,  что  скорость  ыерпендикулярна  въ  нор- 

кила  Л',  иы  найдеяъ,  что  разсиатриваеюе  наия  условие  «ожетъ 

к'1$!1ть  выражено  такхе  сд^дующинъ  равевг.тво»1]: 


--<:оз(р,Ю= 


. (280)  'Л 


.  гд*  Яд,,   йу,   «2  оаначаготъ ,  Кисинусы  угловъ,  составлявмыхъ  наг 
правлея1еиъ  скорости'Ъ  осяин  коордиаатъ  2,   У,  2*). 
А.    Равенство  (279),  или  равенство: 


«.С08(Й,Д^)= 


■V 


(279  Ыб) 


опрсд^лдетъ  величину  при»БД1и  ускорсв1Я  на  нориаль  Л^  въ  Бал- 
дой точБ'!^  поверхности;  величина  эта  зависитъ  отъ  величины  к 
направлен1л  скорости,  такъ  чти  въ  каждой  точкгь  поверхности, 


")  Косинусы  УТ11  должны   уД011ЛеТВО|'11ТЬ  |>аВ1!ПС1Ву: 
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при  опребуьленныхъ  величинахъ  V ,  а^,  о„,  а^,  проэнцгя  уско-  , 
ренгя  ца  нормаль  }п>  поверхности  должна  им1ьть  вполнгъ  опре* 
д^ьленнок  зиачете  для  тою,  чтобы  движущаяся  точка  не  оста- 
вида  поверхности. 

Х-     Равенство  (280)  опред^ляетъ  величину  рад1уса  кривизны  траэк- 
тор1и  въ  аависимости  отъ  направлей1л1  гЕорогтии  ип.  зтла,состав1яв- 
иаго  плоскостью  кривизны  траэ11тор1И  съ  нормалью  къ  поверхности. 
Ъ-        Подвижную  поверхность: 

Пх,  у,  ^,  0=0 

веизи11Няемаго    вида   мы    пррдставляеиъ  себ*  яринадлелащею  н4-  1 
которой  движуи1ейся  неизи'Ьняемой  сред*. 

Выразияъ  абсолютныя  Еоординаты  х,  у,  г  въ  координатахъ  Е, 
■»],  ',  относительно  нФкоторыкъ  осей  5,  Т,  2,  неизи'Ьнно-связанаыхъ  I 
со  средою;  тогда  первая  часть  уравпетя  поверхности  должна  < 
будетъ  выразиться  нпкоторою  функумю  координатъ  Е,  т),  С. 
не  заключающею  времени  явнымъ  образомь,  потому  что  поверхность  | 
находятся  въ  относительномъ  поко'Ь  по  отношен!»  ЕЪ  сред*. 

Положинъ: 

/{х,  у,  г,  1)  =  Ф%  г^,  С). 

Всл'Ьдств^е  такой  перем'Ьнв  координатъ,  равенство: 

жЫх"^  ^ТуУ^1'  +г/=о, 

(гд4  К(  выражается  формулою  (271))  приаииаетъ  видъ: 

аналогичный  виду  равенства  (278). 

Отсюда,  также  какъ  я  для  неподвижной  поверхности,  получияъ:  I 


«С08(М,Л')  = 


«'Ф.(';,Ч°С) 


гд*  я^.  а,,  л^  суть  косипуш  угливъ,  гоставлярмыхъ  направлРН1емъ 
относительбоЁ  скорости  и  съ  осями  Е,,  Г,  2-  эти  косивуш  должна 
удовлетворять  равенству: 

Шдъ  Ф,  и  ^Ф  иы  подразу1гЬваешъ 

^*=+/(г)"+(^:г+("г. '283) 

Равенств!)  (282)  опред-Ьляетъ  величину  пр09кц!а  на  нориаль  от- 
носительнаго  ускорен]л  движущейся  точки  по  отяошев1Ю  къ  яеизм!- 
няеиоВ  сред*;  въ  каждой  точк*  поверхности,  нри  опред'Ьленныхъ 
величинахъ  и,  а^,  а  ,  я;;.  проэкц1я  отяосительпаго  ускорен1я  и  аа 
,  нормаль  къ  поверхности  должаа  ии'Ьть  вполне  опред'Ьленное  зна- 
чев1е  для  того,  чтобы  движущался  точка  ве  оставила  воверхяости. 

Деформирующуюся  поверхность: 


/■(х,  у,  г,  0=0. , 


.(285) 


1Ш  представдяеиъ  себк  ирииадл ежащею  ц'Ьио'юроЙ  дефоркирующеЯсл  сред!, 
такъ  что  во  все  время  движев1я  поверхность  состоитъ  цзъ  одв^хъ  и  тк&ъ 
же  точекъ  этой  среды. 

Буквами  X,  у,  г  иы  будеиъ  теперь  обо:шача'[ь  Еоординаты  матерьядь- 
ной  точка;  шордивитм  же  точекъ  среды  и  иоверхности  ны  будемъ  обоз- 
начать такъ,  какъ  въ  У-й  глав-Ь  кивематнче1'1(ой  чает,  а  имеаво  а,  В,  ( 
будп'ь  оавачать  коордиваты  каков  ли№  точки  среды  въ  иоиентъ  2=0, 
а  Г,  9.  )  — координаты  той  же  самой  точки  среды  въ  иоиевтъ  I 

Поюжммъ,  что  двнжев1е  среды,  а  съ  нею  к  поверхаоств,  выражается 
егЁдующвии  фувкнЫмп: 

1=5,(а,  Ь,  с,  1),  ?=^(а,  6,  с,  *),  ь-Ы',  6,  с,  () . . .  (286) 

Ёслн  въ  ураввен1е: 

«г,  ?,  »,  0=0 (287) 


1У-1Ь 
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вместо  зс,  ^,  }  подставить  функцш  ^1,  ^а?  ^81  то  должны  будемъ  получить 
уравнеше,  удовлетворяемое  начальными  координатами  в(уЬхъ  гЬхъ  точекъ 
среды,  которыя  находятся  на  разматриваемой  поверхности;  говоря  иначе, 
по  исключеши  величинъ  зс,  9,  ^  изъ  равенствъ  (286)  и  (287),  мы  должны 
получить  уравнен1е  начальнаго  положетя  поверхности: 

Па,  Ъ,  с,  0)=0, (288) 

ТО  есть,  уравнеше,  не  заключающее  времени  явнымъ  образомъ. 

Уравнен1е  (285)  должно  удовлетворяться  тождественно  функц1ями  вре- 
мени: 

^=т),  у=т\  г=т\ 

выражающими  абсолютное  движен1е  точки,  движущейся  по  разсматривае- 
мой  поверхности;  точно  также  уравнен1е  (288)  должно  удовлетворяться 
тождественно  функц1ямв  времени: 

выражающими  относительное  движенхе  той  же  точки  по  отношев1ю  къ  де- 
формирующейся сред*  (Кинем,  часть,  стр.  197,  строки  15—22  сверху). 

Если  функд1я  /  будетъ  приведена  къ  виду  (288),  то  услов1я: 
выразятся  следующими  равенствами: 

|«"+|ь"+|с"+0(а')«+. . .  •  +  2а1ь«'Ь'=0;  (290) 

съ  другой  стороны  произвоцныя  отъ  /*  по  а,  Ь,  с  могутъ  быть  получены, 
разсматривая  /  какъ  функц1ю  отъ  х,  ^^  0  ж  ^у  а.  х,  у,  0  —  какъ  функцш 
(286)  отъ  а,  В,  с,  ^,  такъ  что: 


да     дх  да^ду  да'^д^  да 


~дх'  \дй1  '^ду^  \да)  "» "^  ^  дхду  да  да'^ 


''дх  ^о'"'  ^  ро*   '  дг  да' ' 


Всл1дств1е  этого,  рпвеицтва  (2в9|  И  (290)  ти^ч&тъ  такоб  вндъ: 

д/.исп5{11,Л')+и7;(с„  сз,  Са)=0, (291) 


ГЦ*  и  теть  скорость  относнтельвап)  движвни  (проавшп  которой  ыа  осв  ко- 
ОрдЛнать  вмряжаютсл  формулами  (240)  кинематвч^кой  части);  г„  Сд,  с, — 
1юс1га7сы   умовъ,  гоотавдяеиьат.   яа1Гравлен!оиь   этой  скорости  съ  осями 

I  коорлппатъ:  и  —  ускорите  отиоси телъиат  движевЫ  точки  по  отношетю 
|гь  де1|1орнирую1аейся  поверхности;  111юэки1я  атот  ускорвии!  на  ось  X  вы- 

I  ражается  танк 


Равенство  (291) 


>  равенству  ('279)- 


*)  Въ  дополггеше  къ  сказапаому  въ"У-8  пав*  кннематипесвой  части 
с<ЪдуЁГ1>  Щ'ибавить,  что  уско)>е111е  абсоллугиаго  двнжев1я  точки  М  иъ  аакоЛ 
жнбо  ком^нть  (  есп  геометрическая  еу^^^''  «^^оставленная: 

I)  изъ  ускореп|Я  м'  той  точки  изкФняеиоЯ  среди,  сь  которою  точка 
М  В1|  !1тог7|  монентъ  соввадаетъ, 


V  ст  ЫХ)  ■ 


_<Г'Г 


•2)  вап.  ускореи1л  и  относнтельняго  движешя 

К   3)   нзъ  доГввочиаго   ускорения,  проэк111л  котораго  на  ось  .Х  внра- 
яюеюл  так1.: 


з(.41«'- 


^    и1    I      ° 


т  добавочное  ускорение  есть  иротнвонолож- 


§  36.  о  кривЕзя^  лнаЫ,  проведеивыхъ  по  аове|1хнос19 
н  о  кривнзн1^  поверхаост^б. 

Формула  (280)  выражаеть  [фивтпну  Л11В1Н,  ироведевиой  ио  новерхвост 
ВЪ  функц1И  сл^дующихъ  веднчннъ:  х,  у,  е,  а^,  а^  а,,  соз  (р,?П;  ыервыя  т 
суть  коордывах^л  той  точки,  въ  сюторой  опрсд^лется  кривизна  Ервво! 
сд'6дуыш.1я  три;  я^,  а^  а^,  суть  иосивусы  угловъ,  составляеиыкъ  с 
координать  касательБою  к'ь  крнвоП  аъ  этой  точк*;  поол-Ьдняя  величина  вс1( 
коошусъ  угла,  составляемаго  плоскостью  крввизвы  иривов  съ  вормал 
въ  поверхности  въ  тон  же  точк'Ь. 

И»ъ  фориулы  атой  моано  видеть  сл11дующее. 

1.  Раззичвыя  арпвыя  Л11Н1Н,  проведевныя  во  поверхности  череяъ  одну 
тачку  ел,  ии'Ъюш,1я  въ  цтоп  точк11  общую  касательную  п  общую  плоскость 
крнвиВЕЫ,  и111>ют'ь  въ  ие!1  одивакоБЫЁ  рад|уиъ  крцвизвы. 

2,  Различныя  кривыя  лппш,  проведееныя  по  поверхности  черезъ  одв^ 
точку  ея,  и  1пи'Ьющ1я  въ  этой  ючк'Ь  общую  касательную,  по  различим 
плоскости  кривизны,   ии11ютъ  въ  этой  точк'Ь  так1е  радаусы  кривизны, 


.(29а 


для  всЬхъ  вхъ  одинаково. 

Означниъ  череаъ  Э1  величину  рад1уса  кривизны  лини!  перес^чен1|й 
поверхности  плоскостью,  проведосвою  черезъ  нормаль  ^  и  черезъ  общу^ 
касательн1то  во  вс*мъ  кривннъ;  такал  вривод  называется  нормпльнижь 
сгъчен1емъ  поверхности. 

Предыдущее  огиошен1е  (293)  раввлется  едивнц*,  д-Ьлениой  на  91,  есл 
рад1усъ  кривизны  норнальиаго  с'Ьчен1л  направлецъ  во  ^7;  вь  иротивнон 
хе  случае  отЕошен!е  (293)  равняется  иниусъ  едивии.'^  дг^леиной  иа  И 

Сл'Ьдовательио: 

то  есть  ражусь  кривизны  какой  либо  кривой,  проведенной  по  поверхнос 
равеяъ  прожк/ги  на  плоскость  ея  крипиты  радгуса  кривизны  нормальн 
спченги,  проведенято  черел  касательную  къ  кривой. 

Для  того,  чтобы  формулы  ие  заключали  яввимъ  образоиъ  двойствен 
наго  знака,  условимся  считать  кривизну  нориальнаго  сеченая  отрндатежБ 
кою,  если  рад!усь  кривизны  его  направленъ  въ  сторону  отрицательно! 
нормали;  обозначать  ее  будеиъ  знаконъ  Д. 


;у " ^{0* 
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Л=-Ы2^^ (294) 

5.  Формула  (294)  упрощается,  если  уравнен1е  поверхности  будетъ  р*]^ 
шено  отиосительно  0  и  представлено  подъ  видомъ: 

Р{х,  у)  —  л=0; 

тогда  будетъ: 


гд*: 

_д1^       _дГ      ^д^       _д^     /— ^. 
Р~дх^   ^~ду'   '^~дз^^   ^~  дхду^  ду' ' 

а  потому: 

6.  Формула  (294)  упрощается  тоже,  если  ось  2  параллельна  нормали 
N\  тогда: 

гд*]^  9  есть  уголь,  составляемый   касательвою   къ  кривой  съ   осью  Х^^\ 
будетъ:  ' 

1'^=-(2<^о«^  +  23;со8<р8ш<р+§8шЧ). .  (296) 

7.  Формула  (296)  послужитъ  намъ  для  сужден1я  о  закон'Ь,  которому 
сл']^дуютъ  кривизны  нормальныхъ  С']^чен1й,  заключающихся  въ  различныхъ 
плоскостяхъ,  проведенныхъ  черезъ  одну  и  ту  же  нормаль;  для  большей 
наглядности  формулы,  преобразуемъ  ее  сл'Ъдующимъ  образомъ. 

Квадраты  косинуса  и  синуса  угла  ^  выразимъ  въ  косинус]^  двойнаго 
угла  ^: 

^             дх^'^ду^        дх^       ду^         о           \дхду)    .     ^ 
Л  = -^ -^С08  2ср 5Г"81п2(р, 


\У.^(а. 
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зат-^мъ  приведемъ   коэффищенты   у  косинуса  п  синуса   къ  сл^Ьдующему 
виду: 

дГ_дГ  (  дУ  \ 

^^=-2-С08  2сро,         а/    =у8^п2сро, 

тогда  получиа1ъ  сл'Ьдующее  выражен1е  кривизны  нормальнаго  сЬченхя* 

^  =  -^^^^  -  |со8  2(<р-<ро), (297) 

гд-Ь: 


Изъ  формулы  (297)  хорошо  видно,  какъ  изы'Ьняется  кривизна  нормаль- 
наго  сЬченхя  при  вращенхн  сЬкущей  плоскости  вокругъ  нормали.  Наимень- 
шую кривизну  им'Ьетъ  с^Ьчен1е  плоскостью,  составляющею  уголъ  ср^  съ  плос- 
костью ^^X;  наибольшую  —  сЬченхе  плоскостью  перпендикулярною  къ  первой 

и  составляющею  уголъ  {сро"1"тг)  ^"^  плоскостью  ^Х   Эти  нормальныя  сЬ- 

чее1я  называются  главнымщ  а  кривизны  ихъ  —  главными  кривизнами  по- 
верхности въ  разсматриваемой  точк4. 

Обозначимъ  наибольшую  кривизну  знакомъ  Я*^,  наименьшую  —  зна- 
комъ  Я',„;  изъ  предыдущихъ  формулъ  наГгдемъ  сл'Ьдующхя  выражешя  для 
суммы  и  произведен1я  этихъ  кривизнъ: 

^м+^ш-^-'-^^^ (299) 


дд,^^=^^^^^^      У^-^^^ ,  .  (300) 

8.  Изъ  формулы  (297)  видно  также,  что  сумма  кривизнъ  двухъ  взаимно- 
ортогональныхъ  нормальныхъ  сЬченгй  въ  каждой  точк*  поверхности  есть 
величина  постоянная,  неаависящая  отъ  угла  ср,  опред']^ляющаго  положенге 
с-Ьченхй;  формула  (299)  выражаетъ  величину  этой  суммы. 
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,  Подобно  тоиу,  «ЯЯ1.  средняя  кривнлт  какой  лпйо  дуги  ПЭН'Ьряе'ГСл 
|отн(т1е111С-иъ  и'Ько-шрнги  угла  къ  л.1Я111  дуги,  ап)ио1'|1<1по  этому  с)1влвян 
■врпвизва  илкой  либо  имгпутой  площади  паа-Ьрлсгся  отно11гев!емъ  пакета* 
■рато  т^лесиагп  уна  въ  вели'иш'Ь  площади. 

Оусть  5  вежв'иша  в'1;китороЯ  плоиции,  юя1'о^  па  1ф1Шо8  поверхности 
т  огравичеипой  яаыкнутмн'ь  Еонтуртнъ. 

иредставиы'ь  ге^^-  тваче.скук\  поверхность,  иы'Ьюшуа)  вершиною  яа- 
■ча.10  коордпнатъ,  а  иронцводяинши  —  лиши  параддельаыя  нормолйиъ  а'ь 
^овер1Ш01.'Т11,  йровсдеинниъ  череэъ  точки  контура  площади  5. 

Представпнъ  с'еЛ)'.  краи11  того,  сферу  радхуса  равпаго  едипиц!:,  ия'Ью- 
Шую  цевтръ  также  вь  начале  Боордпватъ. 

Пусть  ^  есть  велипвна  площади  тоП  чш;ти  иоверхвости  сферы,  которая 
I здключаетсд  внутри  вышеозначен пов  конической  нокорхностп. 

Веднчниа  г^^леснаго  угла,  обраауеиаго  кпннчеекою  поверхностью  при 
|еа  вершнм1-,,  панЬряется  отиошцв1еш>  илощодн  X  вь  сдиииц'Ь  илотоди. 

ОтПОШ(?!11С: 

5  1 

5{сдип.  дливы)' 

ннается  среднею  к/пшизиою  площади  5. 

Кр^внта  поверх-нпсти  въ   какой  либо  точк*  ея   Л  есть  величин" 
вднеЯ  кривизны  бсзиовечио-надоЛ  площидки,  паиличающей  въ  ссб^  (и^я 
№а  евоеит.  контур*)  точку  Л. 

Озиачимт.  черезъ  »^,  V  .  ч^  косинусы  угловъ,  состивляоиыхъ  нормалью 
■;вт.  поверхнос^ти  сь  оспин  коордиватъ;  координаты  точки,  находящейся  на 
ирхности  вышеозначенное  сферы,  выразятся  веди'шнаии: 


(едва,  длины) V 


|едцв.  длины!  б/ 


,                         4            (едчп.  длины)  й/ 
Нин.    ДЛИ1Ш)у,,  =  ''-^!^^ -'^ 


(един.  длины)у^=' — -^ '-^-^- 

Площадп  ь;  и  5  выразятся  следующими  интегралами: 


IV -36. 
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Косинусы  V,  и  ч    ыогутъ  быть  выражены  функщями  отъ  а;  в  ^;  по- 


этому: 


=(.,...  дл™„)-уу(^^-^^) 


йхду 


'0 


Изъ  этого  сл-Ьдуеть,  что  кривизна  поверхности  въ  какой  либо  точк'Ь  ея 
выразится  такъ: 


_д^х  ^^у 


дVд.    д^у 


кривизна  поверхности=^^-^-~-. 


Если  ось  2  параллельна  нормали,  возстановленной  изъ  точки  А  по- 
верхности, то,  для  этой  точки: 

дх~^^   ду""    '    дх   дг      дх'^     дх  д0~дхду^  '  '  '  ' 

а  поэтому  кривизна  въ  точк-Ь  А  выразится  второю  частью  равенства  (300); 
изъ  этого  сл-Ьдуетъ,  что  во  всякой  точк-Ь  поверхности: 

(кривизна  поверхности)  =*№ж^Лп1 (^01) 

10.  Нетрудно  составить  для  суммы  кривизнъ  ортогональныхъ  с']Ьчеш9 
и  для  кривизны  поверхности  бол^^е  общ1я  выражешя,  ч']^мъ  т^,  которыя 
приведены  выше  (формулы  (299)  (300));  а  именно,  легко  убедиться,  что: 


Ллг4"«^^= 


Д/  ,   '^\дх'    ду^    дг) 


^г 


3 


Лж^|п=  — 


т' 


^дл 


^)         /Ж>         /«/>         /1 


(303) 


Ж>  1у^ 


а 


; .  . . .  (303) 


Тх^   Тххч   Тху^  Тх0 
Ту^    Тху9   1ууу    Туи 

/0^      1X0^      Ту0^     100 


8д^^сь,  въ  опред'Ьлител']^,  производныя  означены  сокращенными  знаками;  въ 
выраженш  же  (302): 


'^^Т~дх^'^ду^'^де^ 


11.  Есяп  ура1шеБ1е  поверхвости  блтгь  уШеао  отпоснте^ьво  и  а  яа 
пожеласмъ   вглраяпть   вышескаааниыа   величины  въ  р,  ^,  г,  $,  1,  то  полу- 


«И+Я„ 


г(1+!1<)-2рд!,+  1(\+р') 
(1+р'  +  3")* 


ЯжЛт 


(1+г>-  +  9')>- 


(304) 
.  (805) 


§  37.  Услов1е,  которошу  должно  удовлетворять  уско- 
рен1с  Т0ЧЕ1,  движущейся  по  дапвов  пеудержявающе! 
иовер\по(та. 

Кигда  точка  сходитъ  съ  поверхности,  тогда  та  изъ  ряда 
цроизводвыхъ: 


фШ  первая  Ее  обращается  въ  нуль,  подучаетъ  ЗЕачев1е  подожн- 
СгЬдователъно,  если 

ТО  ускорен1е  точки,  находящейся  на  данвоВ  неудердявающей  ао- 
Вйрхности,  должно  удовлетворять  условш; 


.  (306) 


Это    услов1е   11ри   неподвижной    поверхности   принимаетъ  сл'Ь- 
ДУЮ1Ц1Й    ВИДЪ: 


V  СГ18  (^'.^V)^ ^ — -, 


.  (307) 


прн  подвижаой  поверхности  неиз.ч*няемой  формы  —  и4дуюш1й; 

. . .  (308) 


1<С05(«,^)^-"'    ''?а°'''°", 


ы-  ^'•■^'^ 
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а  при  деформирующейся  поверхности — сл-Ьдугощ!!: 


••"  '■  '•  •  и  С08 {п,Ю^ — ^У^(<'ис„  с.) ^Здд^ 

I 

Если   же    скорость  точки  составляетъ  острый  уголъ  съ  нор- 
далью,  то  есть,  если 


то  ускореше  ея  не  подлежитъ  никакому  ограничетю. 

§  38.   Итакъ,  абсолютная   скорость  и  абсолютное  ускореше 
';    матерьяльной  точки,  стесненной  въ  своемъ  движети  поверхностью: 

/*(^,  у,  ^,  0=0, 

должны  удовлетворять  сл*дующимъ  уСЛ0В1ЯМЪ. 

1.  Если  поверхйость  удерживаетъ  на  себ*  точку: 

^.И  А/^,  г;со8(г;,^\Г)=—  |. (258) 

А/.г;со8(г),]У)=—  Щ, (310) 

гд4  Щ  есть  сокращенное  обозначеше  сл^дующаго  выражешя: 

V%(аx,  ау,  а^)  =-&(л^Т +  ....  + 2 ^жу. 


ь 


2.   Если   точка  находится  на  поверхности  неудерживающей, 
то  абсолютная  скорость  доджна  удовлетворять  услов1ю: 


:;г:  д/.г;со8(^,^\г)^— |; (275) 

а)  если  скорость  удовлетворяетъ  равенству: 
к.  -■'  ••      •  •  А/.«;со8(г;,^)=—  -п^ 


...г.  ...  ..'.'•"■  '  ■  ■  ■■  ^^ 


I 


I  абсолютное  ускореЯ1в  точки  должно  удовлетворять  услов!»: 

^/.Vсоа(V,N)^'~К^\ (311)  ■ 

Ь)  если  Ее  скорость  удовлетворяетъ  неравенству: 

Д/".  УС05(У,Л')> — ^, 

то  абсолютное  уекорен1е  точки  не  подлежитъ  никакому  ограннчев1ю. 

3.  Если  точка  наюдитса  ввЪ  неудержи вающей  поверхности,  то 
БЯ  скорость,  ни  ус1;орен1я  ея  не  подлежать  никакииъ  огравичед1Я1ъ. 

§  39.  Релкд!»  поверхности. /г,  л   /^  —  .  ^ 

Три  основныя  начала  (§  Н),  положенныя  вг  основанге  ме- 
ханики свободной  точки,  составляютъ  также  основанк  ме- 
ханики несвободной  матерыншой  точки. 

На  основании  этихъ  началъ,  абсолютное  ускореше,  сообщаемое 
несвободной  катерьяльной  точк'Ё  всЬки  си.1амй,  одновременно  прило- 
женными въ  вей,  инЪетъ  ваправлеп1е  равнодМствующей  этихъ  силъ 
И  равно  величин*  равнодействующей,  деленной  на  массу  точки. 

Въ  силу  т^хъ  же  начвлъ,  зная  абсолютное  ускорение  несвобод- 
ной катерьяльной  точки,  ин  д'Ьлаеиъ  заключеше  о  величин*  и  на- 
правлении раввод'ЪйствующеЁ  всЬхъ  силъ,  приложеппыхъ  къ  точк*. 

Йзъ  этого  и  изъ  услов1Й,  приведенннхъ  въ  иредыдущемъ  пара- 
граф*, сл*дуетъ,  что  равнодействующая  всЬхъ  силъ,  приложен- 
ннхъ  къ  матерьлльной  точе*,  стесненной  въ  своихъ  движен]яхъ 
поверхностью: 

Пх,  у,  г,  1)^0, 

удовлетворяетъ  следующииъ  услов1Ямъ: 

1.  Если  поверхность  удорживаетъ  на  себ*  точку,  то  проакц1я 
на  нориадь  къ  поверхности  равнодтьиствующей  вспхг  силЪ)  при- 
Аоженнихъ  къ  точкп,  равна 

(312) 

точка  находится  на 


'"д/ 

2.  Если  воверхность  неудержи вающая 
йеВ  и  если 


я)  скорость  точка  перпевдикулярна  къ  нориали,  то  пронкщя  1 
вышесказанной  равнодЪЙствующрв  ва  аориаль 


-«»д^' 


.  (Ш)1 


й)  если  же  скорость  точки  составляетъ  острый  уголъ  съ  нор- 
малью, то  вышесказанная  раввод'Ьйствующая  не  подлежитъ  ни- 
каЕону  огравичешю. 

Разсматриваеиаа   поверхность  преграадаегь  8СЯБ1я  двихен!я  1 
иатерьяльвой  точки,  неогласныя  съ  существовангемъ  преграды. 

Причина   такого   дФйств1я  преграды  должна  заключаться  въ  | 
образованш   силы,    приложенной    къ    натерьяльной  точк'Ь,  и  по-  ' 
являющейся  только  тогда,  когда  11роч1я  при'зины  движен1я  пибуж- 
даютъ   матерьяльную   точку   преодолеть  преграду  *);  такая  сила  | 
называется  реакцию  прпрады. 

Реакшя  преграды  развивается  до  такой  величины  и  получаетъ  ' 
такое  направлеше,  что  равнод'Ёйствующая,  составденная  изъ  нея 
и  изъ  всЬхъ  прочихг  силъ,  приложевныхъ  къ  точк-Ь,  удовле- 
творяетъ  тому  изъ  условий  (312),  (313),  которое  свойственно 
ия'Ьющсйся  нреград'Ь. 

Эти  прочгя  силы  иы  условится  называть  задаваемыми  силами. 

Итакъ,  равнодМствующая  изъ  задаваемой  силы  Р,  прило- 
женной къ  матерьяльной  точк'Ь,  находящейся  на  удерживающей 
поверхности: 

/■(ж,?/,  г,  0=0, 

и  изъ  реакц1и  Я  этой  преграды,  должна  удовлетворять  условш 
(312),  то  есть: 


]^ со^  {I',:N)-]- Л  сон  {Е,Ю=—т^ 


■  (313) 


•)  ЦрЕчивани  движешя,  побуждающими  къ  этому  матерьл^ьн1^ю  точку, 
могуть  быть  це  только  веА  1фоч1л  (ва  11С1и[ючеи1енъ  реавиш  преграды) 
СН1Ы,  приюженыыл  къ  натерьлльвой  юче'!),  но  также  и  инера1л  ел. 


Это  равенство  опред^ляртъ  тольао  ввлячину  проэкч1И  реакц!и 
ва  во|191а.ль;  пр^ека^я  хе  реакц!»  он  кигательвую  плоскость  остается 
иеоиред'Ьлевною,   кнкъ  по  величин'%,  такъ  и  по  ваиравлен|Ю. 

Такой  результатъ  волучилв  мы,  разсматривая  преграду,  какъ 
кинематическое  уелов1е,  ст*саяющее  свободу  дважен1я  точи  н*- 
Боторою  поверхностью,  и  не  д'Ьлал  ипкакнхъ  предполоя<.'В1Й,  ни 
отвосительпо  вида  и  физической  природы  т^лъ,  образующихъ  пре- 
граду, ни  относнтельно  ирироды  вещества  иатерьяльвой  точки; 
поэтояу  то  кы  Получили  вволн*  опред-бленвую  ведичнву  для  той 
части  реакц1и,  которая  существевно  аеобх^'Дика  для  удовлетво- 
реН1Я  услов1Ю,  положенному  ареградою. 

Всл'Ьдств1е  этого  мы  вправ*  принять,  что  сила  Л  сов  {В,^), 

яаправленвая  по  нормали  къ  воверхности,  есть  собствввно;>вак11гл 

поверхности;  составляющую  хе  В  5т  {В,!>!),  дМствующую  въ 

касательной  плоскости,   мы   отаесенъ  къ  числу  силъ,  зависящихъ 

I  отъ  физическихъ  свойствъ  т'Ьлъ,  образующвхъ  преграду;  объ  этой 

I  составляющей  будеяъ  говорить  нихе. 

Въ  силу  вышесказаннаго,  мы  будемъ  принимать,  что 


г  РВАКщя  поикрхвости  н. 
[  вБРХвастй,  вАПРЛБленд 


НАТЕРЬЯЛЬВУЮ    ТОЧКУ,     НАХОДЯЩУЮСЯ    ВА    ЭТОв    00- 

10  иормАлн  къ  ПОВЕРХаОСТН, 


Реак1;1я  удерхиваюш,е9  поверхности  иохетъ  быть  ваправлева 
[  по  положительной  или  по  отрицательной  нормали;  въ  нервоиъ  слу- 
|11а&  Величина  ея  9},  опред'Ъллеыаа  по  фориул1^: 


^=—т^  —  ^сов(Р,Ю,- 


■  (312) 


-  Зч- 

■  лнразится  числом-ь  полохительаымъ,  во  второнъ — отрнцательнииъ; 

I  сообразно  съ  этииъ,  ны  буденъ  вазывать  реаБа1Ю,  направленную 
до  полохительноВ  нормали  —  положительною,  а  направленную  по 

I  отрицательной  нормали  —  отрицательною. 

Если  лвихев1в  матерьяльвой  точки  ио  данной  удерхивающей 
поверхности  будетъ  иав'Ьстао,  то  формула  (312)  дастъ  яаиъ  ве- 
личину реакфи  во  вслк1й  кокеать  днихеа1я. 


§   40.    Днффе|1евц|альвыя   ^[рвнешя   движения 
терьяльион  точки  ио  данной /Одерживающей  поверхноств 
при  дЪйств1и  задаввыхъ  сн.1ъ. 

Пусть 

есть  уравнеВ1е  поверхности,  т  —  иасса  натерь^ц[ьно&  точки,  X,  У, 
2 — про9кц1и  на  оси  координатъ  равнодействующей  приложенныхъ 
къ  ней  заданаеиыхъ  силъ. 

Проэнцш  реаБа]и  на  оси  координатъ  будугь: 

Яй/     «а/     п^ 
л/йж'   д/(^^/^   д/йе' 

Бъ  силу  основннхъ  вачадъ  (§  14),  днфференцшльныа  урав- 
неви  движешя  этой  точки  (въ  арлиолиаейвыхъ  пряиоутольныхъ 
коордияатахъ)  будутъ  сл*дующ1я: 


I  яа-     ^1 


■  (314) 


гд» 


м«- 


1С(»,г>А.^ 


(Я5)] 


^А=+/Ш"+(|)Ч(|; 


и  гд^  коордиваты  х,  у,  а  связаоы  ураввенЕеиъ  поверхности: 

/■(я;,  у,  г,  0=0.  .  - (316) 

Для  ооред'Ьленхя  движев1Я  точки  жолно  поступить  слйдую- 
щимъ  образомъ:  исключить  л  изъ  уравнен1й  (314).  вг.л'Ьдств1е 
чего  получатся  два  диффере11ц!а.львыя  ура.внен|я,  не  заключающая  л; 
эти  уравнешя  иатегряровать,  орииииая  во  внииан^е,  что  ^,  у,  г 
и  Ь  связаны  уравяеа1еи'Ь  (316). 


яли  же  можно  определить  ).  изъ  котораго  либо  язъ  уравнешй  (314). 

§  41,  Законъ  живой  силы  для  точки,  движущейся  ао 
поверхности. 

Изъ  дифферена1альныхъ   }'равнео'|й   (3 1 4)   жохно    составить 
ураввен1е: 


*(М 


:Хл;'+УУ+2'г'+).( 


«слй  поступить  такъ,  Еакъ  во  второй  половин*  параграфа  21-го. 
Это  уравнение  получить  вндг  уравнен1я  (111)  того  же  пара- 
графа, если  поверхность  неподвижна,  потому  что  тогда  при  вм- 
комъ  полохети  то^IСИ  яя'Ьетъ  и'&сто  с1'Ьдуищее  равенство: 


и'И 


^Ч 


диУ  "Гйг 


=  0. 


Раэсухдая  зат-^яъ  такъ  хе,  какъ  въ  §  26,  мы  придегь  къ 
«Л'Ьдующему  заялючен1ю: 

Если  матерьядьная  точка  находится  на  неподвижной 
поверхности  неизмтъняемаю  вида  и  если  придоженныя  кг  ней 
задаваемыя  силы  имгьютъ  потенцгалъ,  то  двиокенге  точки 
подчиняется  закону  живой  силы,  выражаемому  интеграломъ: 


"-^  —  П=},. 


%  42.  Геодезическая  лнн1я. 

Полохимъ,  что  данная  поверхность  неподвихна  и  что  при- 
лохевнвл  БЪ  иатерьальной  точК'Ь  задаваемыя  сили  взаимно 
уравнов'Ьшиваютсл  во  все  время  дв«жен1а  ея,  тогда  единственная 


У-Нл. 
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сила,  приложенная  къ  точк'Ь,  будетъ  реакц1я  поверхности,  вели- 
чина и  знакъ  которой  опред'Ьляется  по  фориул'Ь: 

%=ХД/'=-т''^'%^^'''^\ (318) 

МИ  (см.  формулу  294): 

гд'Ь  Л  есть  величина  кривизны  нормальнаго  с'Ьчен]л,  проведен- 
наго  черезъ  направлеше  скорости  точки. 

Дифференщальныя  уравнешя  (314)  получатъ,  въ  этихъ  слу- 
чая хъ,  сл'Ьдующ1й  общ1й  видъ: 

гпх"=Х%,    шу"=х|,    т^'=К%; (319) 

интегралъ,  внражающ]й  законъ  живой  силы,  будетъ: 

I 

или 

это  означаетъ,  что  скорость  матерьяльной  точки  сохраняеть 
постоянную  величину. 

Такъ  какъ  скорость  постоянна,  то  проэкщя  ускорен]я  на  каса- 

^1гС         тельную  къ  траэкторхи  равна  нулю,  а  потому  проэкщи  ускорешя 

на  оси  координатъ  могутъ  быть  выражены  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

Подставивъ   8ти   выражев1Я  въ  дифференц^альныя  уравнен1я 
(319),  найдемъ,  что  они  пстучатъ  а'Ьдующ!!  видъ: 


=^н;  •  ■  ■  да») 


язъ  аихъ  сл'Ьдуетъ: 

СО^{?,Х)  _  СОЗ^р.У)  С08|р,г) 

сов  (^^Д)~со8  ^N,У)—соа^N,г)> 

ТО  есть,  что  радгусъ  кривизны  тражтор1и  направденг  по  нор- 
мали кг  поверхности,  а,  слгьдовательно,  плоскость  кривизны 
ея  проходитг  черезь  нормаль. 

Кривая  шш,  проведенная  по  поверхяоити  такинъ  образоиъ, 
чтобы  пЛ11скость  вривизви  но  всякой  точк*  ея  заключала  въ  себ'Ь 
яориаль  к'ь  поворхности,  возстановленвую  въ  той  же  точи*,  наш- 
ваетсл  геодезическою  лишею. 

Следовательно,  если  къ  матерьялъной  мочкгъ,  удерживае- 
мой неподвижною  поверхностью,  не  приложено  никакихь  зада- 
ваемыхг  сидъ,  то  точна,  иди  находится  въ  локоть,  или  дви- 
жется  а  постоянною  скоростью,  описывая  геодезическую  линт; 
эта  ЛИН1Я  нроходитъ  черезъ  нача.'1ьное  оолохен1е  точки  в  касается 
къ  наара8лен1Ю  начальной  скорости. 

Такииъ  образомъ,  каждая  задача  этого  рода  сводится  на  задачу 
о  проведев1и  по  данной  воверхности  геодезической  лин1и  черезъ  дан- 
ную точку  и  По  данному  направлению,  проведенному  изъ  этой  точки. 

При  р'Ьгаен1и  какъ  этихъ,  такъ  и  ииогахъ  другикъ  задачъ  о 
двияеа1И  точки  по  поверхаости,  выб^фъ  системы  координатъ,  наи- 
более подходящей  къ  вопросу,  вграетъ  весьма  существенную  роль, 
такъ  какъ  очень  часто,  при  удачномъ  выбир*  координатъ,  фор- 
мулы не  только  упрощаются,  но  и  получаютъ  ббльшую  наглядность. 

Конечно,  сл'Ьдуетъ  отдавать  предпочтеа1е  такой  системе  коорди- 
натъ, пра  которой  заданная  поверхность  есть  одна  изъ  координат- 
ныхъ  поверхвостей;  напрам'Ьръ,  при  движен!и  точки  по  цилиндриче- 
ской поверхности  съ  круговымъ  с4чен1емъ,  перпондикулярнымъ  къ  оси, 
сл1)дуетъ  отдать  предпочтен1е  кругово-цилиндрической  систем*  коор- 
динатъ, ось  которой  совпадаетъ  съ  осью  данной  поверхности;  движе- 


{-НЬ\ 
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те  же  точки  по  поверхности  шара  или  по  поверхности  прямого  кру- 
говаго  конуса  удобн'Ье  разматривать  въ  сферическихъ  координатахъ. 

Прим^ръ  25.  Олред']^имъ  движензе  матерьяльной  точки  по  боковой 

« 

поверхности  прямого  вруговаго  конуса,  предполагая,  что  къ  ней  не  при- 
ложено никакихъ  задаваемнхъ  силъ. 

Воаьмемъ  вершину  и  ось  конуса  за  полюсъ  и  за  полярную  ось  сфери- 
ческой системы  координатъ;  пусть  ^^  есть  уголъ  между  производящими  и 

ч 

осью  конической  поверхности. 

Нормалью  къ  поверхности  будетъ  служить  координатная  ось  Р;  реак- 
щя  9^  будетъ  направлена  вдоль  по  р  или  по  ея  продолжен1ю. 

Дифференщальныя  уравнен1я  движен1я  будутъ: 


г"— Г81П>О-0^')'  =  О, 


Г8Ш9оС08  9о.(^'')'=^, 


1 


<?(г*8Ш'Уо.фО_^ 


Г81П9о  ^^ 

(Проэкцш  ускорения  на  координатныя  оси  сферическихъ  координатъ: 
см.  стр.  255,  формулы  (ИОЗ)  кинематической  части). 
ТретЬе  изъ  этихъ  уравнен1й  дастъ  интегралъ: 


второе  служитъ  для  опред']^лен1я  величины  и  знака  реакц1и: 

ЭС  = р^  8Ш  9о  С08  сро , 

первымъ  же  мы  не  воспользуемся  теперь  вовсе,  такъ  какъ  уже  ъж^емъ 
«ще  одинъ  интегралы 

Изъ  этихъ  первыхъ  интеграловъ,  следуя  обычному  прхему,  получимъ 
следующее  уравненхе  траэкторхи: 

гсо8(^8т9о+Г,)=^^, (321) 

гд*  Гх  —  произвольная  постоянная. 


Еси  Еоня^есван  поверхвость  б^детъ  развернута  на  олоскость,  пол«- 
жевае  точекъ  на  котороК  будетъ  выражено  въ  позярвыхъ  жоордвнатахъ: 

)  геодезнчоская  В1)ивая  (321)  обратится  въ  ирямую  лиихю: 


Ве1ич{|на  завит1а  *)  геодвипеской  ляши  въ  какой  либо  точк'Ь  ея  но- 
веть быть  виражсяа  произвсден^енъ  изъ  аолуразностя  главннхъ  крк- 
виааъ  новерхноети  въ  этой  точк*  и  спвуса  удвовннаго  угла,  составляе- 
маго  плоскостью  кривизны  геодезической  лвпш  съ  клосбостью  одною  кзъ 
главннх'ь  воряальныхь  с'Ьчен!^;  для  вывода  этой  формулы,  возь»е1Г1>  общее 
вьфажен1е  завнт1л  какоЯ  либо  ЕривоК,  приведенное  на  стр.  260  киаенати- 
чесЕой  частя,  (формула  (311)  и  (312)),  в  прям^вонъ  его  кь  геодеанчоской 
лвнй,  для  которой: 

Положииъ,  что  плоскость  ХУ  вараллельна  касательной  плоскостн  въ 
поверхво^тя  въ  тоб  точк^  въ  которой  отеосится  нашъ  выво^гь;  тогда,  въ 
этой  точк*: 

1=°.    |-0.    СО8(р,Х)  =  0,    СО5(р,У)  =  0, 


5-0.  ^=0. 


(посл'Ьдтя  два  равенства  сл'Ьдують  паъ  формулъ  (313),  ст]).  261  кинемати- 
ческое части). 


•)  Си.  стр.  :;59  кнпеиатяческой  ^ 
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Кром"]^  того,  зам']^ти11ъ,  что  шежду  тремя  рад1усами  кривизны:  р,  %,  ^ 
существуетъ  сл']^дующая  зависимость: 

р=§р  +  ^> •  •  • (^^) 

§  44.  Прии^Ьры  р1Ьшен1я  вопроеовъ  о  движен1и  по  дан- 
ной удерживающей  поверхности  иатерьяльной  точки,  под- 
верженной заданныиъ  силаиъ. 

Прим']^ръ  26-й.  На  боковой  иоверхности  прямого  круговаго  конуса 
находится  матерьяльная  точка,  притягиваемая  къ  оси  конуса  силою,  про- 
порцюнальною  разстоян1ю  отъ  нея;  опред^ить  движен1е  точки. 

Воспользуемся  сферическими  координатами  также,  какъ  и  въ  прим'Ёр]^ 
25 -мъ. 

Ра8стоян1е  точки  до  полярной  оси  выразится  произведен1емъ  изъ  г 
еа  синусъ  угла  ^^;  очевидно,  что  потенщалъ  данной  притягивающей  силы 
будетъ: 

гд']Ь  ^^  есть  постоянный  коэффиц1ентъ. 
По  закону  живой  силы: 

{г'У + г'  зш*  п(.^')'=  2  А — I*  V  зш'  90 (326) 

Другой  интегралъ,  такой  же,  какъ  въ  прим']^Р'Ь  25-мъ,  получается  изъ 
днфференц1альнаго  уравнен1я,  выражающаго,  что  проэкщя  ускорен1я  на 
ось  -у  равна  нулю;  этотъ  интегралъ: 

г'вт'<?о.<^'=С1 (327) 

Такъ  какъ  проэкц1я  силы  на  ось  р  равна  отрицательно-взятой  вели- 
чин']^  ея,  помноженной  на  соз  ^^,  то  реакц1я  по  положительной  оси  р  вы- 
разится следующею  формулою: 

ЭД  =  —  тг  81П  <ро  С08  <ро  ((фО^ ^^\ 

ТО  есть  сл^Ьдующею  Функщею  отъ  п 

^Д  =  —  ^  С08  Сро  ((г 81П<Ро)'  "^  ^^^  ^^^  ^^ ^^^^^ 
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Изъ  ивтеграловъ  (336)  ж  (327),  при  нонощн  обычяаго  приема,  получинъ 
,  ураваен1е  граакторш  в  о[1ред'к1и>1ъ  дввжеа1е  точки  по  вей. 

Ол'Ьдуетъ  зан'Ьтить,  что,  если  развернуть  боковую  ооверхеость  конуса 
,  то  точка  на  поверхиости  ковуса,  вм'Ьющал  сфервчосЕ1Я  ко- 
ординаты г,   <},    взобразится   ва  плос'воств   точкою,    шгЬющею  волирвия 
координаты  г,  б^фшир,^  ддл  того  же,  чтобы  вслкал  неразрывная  лпнйл, 
находащался  на  поверхиоств  конуса,  пзобризидась  нералрывиою  же  .1нн1ею 
ва  плоскости,  яеобходнмо  вредстанить  себ*,  что  боковая  поверхность  ко- 
I  нуса  состо11Т7|   изь  безчисленяаго   явокества  безконечно-тонкпхь  слоевъ, 
I  составлающикъ  иЬлуа  воверхвость.  навернутую  на  боковую  поверхность 
I  конуса  бе»<1Нслеяное  число  раяъ. 

Введя  ь  въ  интегралы  {Ш&)  а  (327),  приведемь  вхъ  в.ъ  сл*кдующе11у 

(Г')ЧЛ9?=3/'  -(^81П'5,/Л (329) 


.  (330) 


I  а  это  суть  первые  интегралы  двнжеаш 
нодверженвоЗ  притлжеиш: 


1  плосЕоста  натерьяльноб  точки, 


(118Ш  !ри)^  -  Г=ДГ31П  ^„)  81П  1^,о 


Ю)  11ача1у  коордннать*). 

Отсюда  видно,  что  р'Ёшевхе  данной  задачл  сводится  на  р'Ьшев1е  другой 
I  задачи  о  днижев1в  натерьлльноП  точки  той  же  массы  на  плоскости  подъ 
вл1яшеиъ  силы,  направленной  по  рад1усу  вектору  и  равной  вроэкщи  задан- 
ное сиди  ва  вроиэводящую  копвческоП  поверхности. 

Эту  вторую  точку  ин  назовемт.  изображен  16111.  данной.  При  рЪшев1я 
задача  о  дввжсн11[  ^того  изображен1я  на  плоскости,  надо  ни'Ьть  въ  виду, 
начальное  ноложев1е  его  им^еп,  сл*дуюпня  коордкваты:  >•„  н  {фо  аипр,,), 
13^  Го  и  фд  суть  начальный  координаты  данной  точ^^и;  Ерои'Ъ  того,  данная 
ка  в  ея  воображение  ня11ютъ  вачальвыя  скоростп  одкааковов  величнвы 
и  составляющ1я  одинаковые  углы  съ  производящею. 

Р-Ъшкв'!.  задачу  о  двнжешн  и<й}бражен1я  на  плоскости,  ыоаеиъ  нереКти 

къ  рЬшен1ю  данной  аадачи,   прсдставквъ  себ1,  что  плоскость,  съ  двпяу- 

I  ]1(вися  по   яе&   иаображев1еи'ь,  снова   навернута  ва  поверхность  конуса; 


*)  Эга  сила  есть  ][роакц1я  заданной  с 


1  производящую  конуса. 
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тогда  изображеше  будетъ  совершать  на  поверхности  конуса  то  саиое  дви- 
жен1е,  которое  совершаетъ  данная  точка. 

Бъ  настоящемъ  случа'Ё  изображенхе  движется  на  плоскости  по  эллип- 
су, им-Ьющему  центръ  въ  начал-Ь  координатъ. 

Примтьчанге,  Такимъ  же  образомъ  могутъ  быть  р-Ьшены  и  мнопе  друпе 
вопросы  о  движен1и  матерьяльной  точки  по  развертываемой  на  плоскость 
линейчатой  поверхности  подъ  вл1ян1емъ  заданной  силы,  направленной  вдоль 
по  той  производящей,  на  которой  точка  находится.  Каждая  такая  задача 
сводится  на  задачу  о  движен1и  изображен! н  точки  по  поверхности,  развер- 
нутой на  плоскость,  и  при  Д']^йств1и  той  же  силы,  направленной  по  той 
пряной  ЛИН1Н,  которою  производящая  изобразится. 

Предлагаемъ   читателю  решить,   наприм']^ръ,   вопросъ  о  движен1и  по 
данной   конической   поверхности  матерьяльной  точки,   притягиваемой  къ 
.<     вершин*]^  поверхности  силою,  обратно  пропорц1ональною  квадрату  разстоя- 
Р        /     н1я  отъ  нея. 

.  *-.  Прим-Ьръ  27-й.  движен1е  тяжелой  матерьяльной  точки  по  поверхности 

ц^Д         неподвижной  сферы. 

^^     {у      у      Возьмемъ  полюсь  сферическихъ  координатъ  въ  центр-Ь  сферы,  поляр- 
г^  г  4^^  л.    ду^^  ^^^  направимъ  параллельно  направлен1ю  силы  тяжести. 

Такъ  какъ  сила  тяжести  им'Ьетъ  потен ц1алъ  тди!,  поверхность  же  не- 
подвижна, то  движен1е  точки  удовлетворяетъ  закону  живой  силы: 

..;!"  ,>а/'-./Ь  •:1'';  /-'  ■'•    '"^ '      V''=2п  +  2д^^, (331) 

V^=Ця^V^—  Цг^ (332) 

Проэкцхя  силы  тяжести  на  координатную  ось  х  равна  нулю;  поэтому: 

г/ .      /.  /I      ^  8111^  ср  .  -^=С=ВУо  8Ш  <Ро  С08  (^от) ', (333) 

(332)  и  (333)  суть  первые  интегралы  движешя. 

Реакщя,  направленная  по  координатной  осп  а  или  противоположно  ей, 
выразится  формулою: 

-=  — ^созср  — 5= ^— (334) 

Дал']^е,  для  опред']&лен1я  движев1я  точки,  произведемъ  сл']^дующ1я  ж'^й- 
ств1я: 


«(•)"." ■ 
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Пс.|иючннт.  ■!<'  ияь  ■атмрада  (331):  '"  ■' 

И  -    - 

г^изъ  ивтеграла  (333);зм«#!ыим:    г.  11г".  ^'-'\    <^'-  р,  .  ~~ 

-г- ,■:  /..    (Л8тт.?')'=^  Р (335) 

гд4  1'  есТ1,  сл+.дуюиОй  «ногочлепъ  третьей  стеиени  отт.  а: 

{,'=(^+г)(й=-,.')-|' (338) 

I  Л  воордиыата  I  равняетсл  &  г.оа  <;. 

Изг  дпффероип1а1Ьваго  ураваетл  (335)  видно,  что  Еоордпната  »  двя- 

[  х;шейсл   точка   ие   иожеть   сд-Ьлать  миогочлевъ  П  отри  цате  льншкъ,  такъ 

[Ъ  это  противор^иио  бы  знаЕ7  иервой ' часта  этого  урввнешя. 

Отсюда  оЪдуетц  что  движущаяся  точка  не  можетъ  пройти  пп  черезъ 

нвявюю,  ни  черезъ  верхнюю  точку  сферы,  аотоку  что  въ  няхъ  я'=й* 

1  ивогочленъ  (336)  иолучаетъ  отрицвтельпов  авачен1е. 

При  г=1ец  нногочлепъ  по1учаетъ  иоложнтельное  зиачен1е,  а  ииевно: 

Ваъ  этого  видно,  что  V  должно  ем'{1ть  одвяъ  д'Ьйств  и  тельные  корень 
гд!  либо  иехду  в=— Л  и  е=^в^  н  одииъ  действительные  корень  гд^  либо 
нежду  «о  н  в^+Л;  нервый  корень  озиачимъ  черевъ  г,  иля  Лсоа=,  вто- 
рой —  чрезъ  е,  или  Л  соз  Э- 

Многочленъ  V  иолучаетъ  полохительныл  значеа1я  для  всякихъ  е, 
заиючающихся  пожду  аредЬлами  я,  а  «„  а  потону  траэктор1и  двнжеи!я 
расположена  между  параллельными  кругаин:  ыижвихъ  7,=^  и  верхннмъ 

?.=«•)■ 

Трет1Й  корень  г,  кногочлена  V  пн^тъ  величину  отрвпатсльвую,  пень- 
тую  ( — Д);  это  видно  изъ  того,  что  при  г=— со  многочленъ  обращается 
въ  +СО,  а  при  г-=  —  К  нолучаетъ  отрицательное  аначен1е. 

Изъ  двухъ  параллельныхъ  круговъ,  служащнхъ  иред^ани  траэкторш, 


*)  ТХри  со8(г„];)=1  можетъ  быть  три  случая: 
1)  го=г„  2)  в,=Л^  3)  г,=г,= 


\1'^Н\ 
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верхшй  можетъ  находиться  на  верхней  нал  на  нижней  полусфере  (т.-е.  ^^ 
можетъ  быть  положптельнымъ  или  отрицательньшъ),  нижнай*  же  параллель- 
ный кругъ  ни  въ  какомъ  случа'6  не  можетъ  быть  на  верхней  полусфер']^, 
что  сейчасъ  докажемъ. 

Между  коэффицхентами  многочлена  17  и  корнями  уравнен1я  17=  О  су- 
ществуетъ  зависимость,  выражаемая  тремя  равенствами: 

-^1  +  ^2  +  ^3= 

-3^1-2^2  +  (^1  +  ^^2)^3  = -В 


Изъ  втораго  получи мъ: 


-з=-^Й^^ (337) 

исБлючивъ  же  изъ  ъс/к^ъ  трехъ,  какъ  ^е;„  такъ  и  — ,  найдемъ  сл'Ьдующее  ра- 
венство: 

м=^; — Ни1+^2)^г  -  — 2^, 

или: 


Отсюда  видно,  что  сумма  (^ег^^-^а)  должна  быть  непременно  величиною 
положительною;  а  такъ  какъ  и  разность  («1— ^е^,)  бохЬ/^  нуля,  то  г^  не  мо- 
жетъ быть  величиною  отрицательною. 

Такъ  какъ  0,  находящееся  въ  уравненш  (335),  должно  быть  не  бол']^е 
0^  и  не  мен']^е  е^  то  выразимъ  его  сл^дующимъ  образомъ: 

;2?=^1С08^тг]+-2^2  8т^Т|=^1 {^х  —  ^2)8т*Т|;  .  .  •  (339) 

тогда  будутъ: 

г  —  ^1=— :  (-8^1 — -2^0  8т\    ^  —  -8^2  =  ^1 -З^а)  С08^^, 


^—^8=    \11 —  (1— г  8ш'т|), 


Б81П9С?9«=С^^=  —  2(^1  —  ;8?а)  81П  7)  С08  тг](?тг],  .  .  .  (340) 


-тгч 


"  —в- +  21,1,  +  ,,'  ' 

.   штэтоиу  днффсревщолыюе  ураевеп1е  (335)  полуиггь  1'а|10й  вндъ: 

I'  ио-пу  2Л(«,  +  г,)   )и-«8гач), 


(341) 


Разность  (1  — А'яп'т|)  не  иожртт.  обратипкл  вт.  нудь  ни  при  каком 
I  х'ЬЙетвительяомъ  >;,  потону  что,  какг  сей'шсъ  иокаяемъ,  к'  меи'Ьс  единицы, 
е&11  пиько  корян  е,  н  г,  не  равны. 

Въ  самонъ  д'Ьд!!,  составлвъ  8ьграа!ен1е  для  (1  —  А:'): 

"       Л'  +  2г,г,  +  г,'      ^р  -  г.»  +  (а,  +  а,)» 
и  принявь  во  виимаше,  что  г,'  бол^е  е,',  мы  заклю'пшъ,  что  к'  иси'Ье 

Такъ  как1>  вторая  часть  уравнснЫ  (342)  не  >10Же1"Ь  обратиться  В']1  ну.И', 
}  проинводиан  1'  не  ножетъ  изи'Ьянть  ивоего  итшка  ни  ]1и:4у  во  В1^е  врвмл 
|.движея1в;  такт,  что  ааакь  начвлышго  иначевЫ  ея  •;'„  оир«х'1лве[Ь -лиак'Ь 
^  коряя  второй  части  уравнения  (342). 

Начальное  'лгачея1е  производное  г'  выра}кается  фо))муло)о: 


5,)в111  11)  сок  15а' 
1.а  начальная  исличина  г^  онредЪяеть  веднчниу  квадрата  синуса  ' 


8Ш'т)о  = 


{Ш) 


I   же  ве.1ичин'Г.  чпи;,,   н   со5<]„   предыдущини   фориуланн  во  опрсд-к- 
ш   и   могут!,  быть  выбраны   по   нашему   проиаволу;   если   мы   усло- 


0>г|о>  — ^1|риЛо'>0, 
0<т|о<2"  11риго'<0, 


.  (344) 


Гу^ИМ. 
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то  >)'о  будетъ  во  всякомъ  случа*]^  бол'Ье  нуля,  а  потому  корню  второй  части 
уравнен1я  (342)  должны  будемъ  приписать  знакъ  положительный. 

Сл-Ёдовательно,  при  соблюдеши  условхб  (344),  уголъ  у\  будетъ  не- 
прерывно возрастать  вм^*]^  съ  временемъ  по  закону,  выражаемому  фор- 
мулою: 


*=/г5^тШг^И^'^)-^^о.^)), .  •  (345) 


гд']^  1\%к)  означаегь  сл'Ьдующ!й  интегралъ: 


о 


(346) 


^^0)^)  ~  такой  же  интегралъ,  им^юпий  ^г)^  верхнимъ  прёд&ломъ. 

Интегралъ  1\%к)^  называемый  эллиптическимъ  интеграломъ  перваго 

рода,  выражаетъ  некоторую  трансцендентную  функцио  отъ  V);  намъ  должно 

ознакомиться  съ  н^^которымп  свойствами  этого  интеграла. 

1)  Во  первыхъ,  очевидно: 

Р(--п,1с)=-Щ,к) (Ш) 

2)  Во  вторыхъ,  зам'Ьнивъ,  подъ  интеграломъ  (346),   ^)  черезъ  (С — л) 
получимъ  сл'Ьдующее  равенство: 


или; 


и 


ТО  есть: 


Л^,  к)  =2?(714-и,  к)  —  1г'(1г,  А) 
Р{у1+^,к)=Р{-п,к)-\-Пък) (348) 

3)  Положивъ  въ  последней  формул*]^  у\  равнымъ  (  —  '^)  ^  принявъ  во 
вниман1е,  что  на  основаши  формулы  (347): 
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^(-г.')=-^^(5".*). 

Едмучииъ: 

^(;,*)=5^(»,И (3«) 

^)  Дал-Ёс,  изъ  формул!.  (348)  н  (349)  кайдеиь: 

^{|.*)=з^(1,*) 

I  к  такг  да**!!;  такъ  что,  если  и  есть  ц-Ьдос  число,  то: 

-Р(т.*)=»<|,*) (350) 

5)  Пусть  ч^пп+щ  гдЬ  м  есть  п*лов  число,  а  ?.  — дроГ'ь,  меньшая  сди- 
|в1цы;  прни*нля  л  рааъ  |1юр11улу  (348),  яайдемъ: 

У{-^,к)=Щ^,к)'\-пР{7:,к) (351) 

6)  Цавонсцъ,    ооложимъ   въ   форнул):  (348)  ч  =  —  лк,   гдф   А— дробь, 
^  иеиьшаа  иолоннвы: 

^'(тг  —  Хтг,  &)=!'{— Я«,  А) -}--Р(1г,  Л); 

Еотсюда,  на  основа111п  раве11С1'8ъ  (347)  и  (34'Л,  получимъ: 

р{1,к)—т^,к)=1ь—>.^.,к)^р(1,1,). . . .  (352) 

^вап1е  эттаъ  своЛсгвь  I^итоI'|Iала  (ЗЩ  пизволяетг  ианъ  вывести  сл!- 
Ь|у»щ!н  закличеиш  изъ  равонгтв!,  (346)  и  (339). 

Назовенъ  черезъ  т  тогь  иомептъ  времени,  въ  который,  щп  отрпиа- 
мьБоиъ  >)о,  уголъ  >|  обращаетси  въ  нуль;  при  положнтельпомъ  ^^  иоиевтъ 
с  Лудеть  отрицательны нъ. 

Проэкидя  скорости  движущсйсл  точки  на  ось  р  будсгь  обращаться  въ 
Е^уль  кажды!)  разъ,  какъ  она  ириходитъ  на  одну  изъ  арайинхъ  нараллеле!); 
а  будетъ  въ  сл*дующ1е  моиенты; 

,1=х,   1  +  1,   х  +  Г,   т  +  |г,   Т  +  2Г,   -  +  |7',  .... 
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въ  эти  моменты  уголъ  ^  иолучаетъ  сл'1^дую1Ц1я  значен  1я: 


?=Р)        а>         Р)        ^9        Р»        «) 


такъ   что  переходъ  точки  отъ  нижняго  круга  къ  верхнему  совершается 

Т 

всегда  въ  течеши  промежутка  времени  —  и  такое  же  время  требуется  для 

обратваго  движен1я. 

тс 

Пусть  т)|  есть  н-Ькоторьгй  уголъ,  меныи1Й  -^^  которому  соотв-Ьтствуеть 
уголъ  <р1,  определяемый  по  формуле 

С08ср1=С08р  — (С08р  — С08а)81П^1Г|1; ,  (353) 

наконецъ,  пусть  I,  есть  соответствующей  моментъ  времени.  (Этотъ  момевтъ 

Т\ 
заключается  въ  промежутке  между  моментами  т  и  т+— |.  ; 

Въ  дальн'Ёйшемъ  своемъ  движен1и  матерьяльная  точка  поднимется  до 

параллели  о,  гд*  будетъ  въ  моментъ  (^+9^)1  загЬмъ   начнетъ  опускаться 

и  снова  придетъ  на  параллель  «р,  въ  тоть  моментъ  1^,  въ  который  >)  воз- 
растетъ  до  величины  7]2==(те  — у),),  такъ  какъ  тогда  будетъ:  81тг)а  =  8Ш*1Г),; 
на  основан1и  свойства  (352)  интеграла  ^^  мы  заключимъ,  что: 


(х  +  |)-^=<,-(т+|) 


то  есть,  что  лодыят1е  точки  отъ  параллели  ^^  до  параллели  а  и  обратное 
нисхожден1е  ея  отъ  а  до  ср|  совершаются  въ  течен1и  равныхъ  иромежутковъ 
времени. 

Зат']^мъ  точка,  коснувшись  нижней  параллели  «р  =  р,  снова  начнетъ 
подыматься  и  снова  достигнетъ  параллели  (р,  въ  такой  моментъ  ^з)  въ 
который  V)  возрастетъ  до  величины  у^з=1п  +  1^\^,  потому  что  тогда  тоже 
8Ш1Г]з=8ш '/]]*,  изъ  равенства  (348)  заключимь,  что: 

Чтобы  опред']Ьлить  законъ  изм']Ьнсн1я  угла  ^,  возьмемъ  дифференщаль- 
ное  уравнеше  (333)  и  подставимъ  въ  него  вм'бсто  С  его  выражен1е  (338); 
получимъ: 

^^  ~—  ГЛ«-^»)1/М=^,' ^"^^^^ 


I 
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гд*  верхН1Й  ;1ни[1Ь  1;оотВ'Ьт1Мвуеп,   т+.мъ   случаям!..   в%  ктор\1\ъ  1'08(1'ц7) 
'')о.11;е  вудя,  ииж111Й  —  т^Х1>,  въ  котирык).  акуть  жнятуиъ  мен1;и  нуля. 

Исключит.  Ш  1137.  0Н2)  и  (354),  будеиъ  ии'кть  сд'Ьдуянш'о  дифферен- 
циальное уравые111е: 

Д*  8Ш  3  8Ш  » 


4<^==^ 


2Ййч_ 


. (355) 


тя%  для  краткости,  прлпито  временно  оГкювачеиЕе: 
Д1]=1/1— А-'вш*'-»]; 

(зтоть  знакъ  ве  С41:луегь  тгЬшивать  съ  такииъ  хр  звакои!..  аужнвшниг 
яамт.  для  обояначеи1я  величивы,  встречавшейся  въ  предыдущих'!.  11а11а- 
графахъ). 

6ъ  получеииои'!;  дифф('|  101  ц!аль  понт,  урзвненш  (355)  1грои.1врдсмъ  сл*!^- 
дуспес  ра.х1ожсв1е: 


2Я 


=^.+ 


1 


Н'-«'~"Л+г'ГЛ-» 


.(3551*) 


яа'[^^мг  вмразннъ  г  К1.  1\  по  форкул-Ь  (ЗЗЙ)  н  иаковеп),  1трои:1вед|'»'г,  ннте- 
грирован1е  вь  преД'Ьлахъ  оть  '1)=0  до  I];  получкнь: 


^(Д-г.)  /   (Ц-«,йш'у|)Лг||'  •  ■ 


.  (356) 


и,  =  - 


Я+5Г 


**»— л:^Х' 


а  *■  есть  координата  той  иерндюнальной  плоскости, некоторой  движущаш'л 
точтса  заключается  въ  иокентт.  т, 

Вкодяв11е  въ  это  в11рвжев1о  ивтсгралы^  на:I^^гIаоы^е  эллиптическими 
внтегралами  гретьяго  рода,  обладают!.,  подобие  11нтсгра.1у  1\  свойствами, 
выражаемыми  фориуламп: 

Д— *1)=-ад;  Щ-^'^)=^Ы)+^Ы,  Д.)=2ь('-), 

гд*  Ь  озпачаетъ  такой  интсгра.эь  третт.яго  рода. 
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въ  эти  моменты  уголъ  ^  иолучаетъ  сл'1^дую1Ц1я  значен  1я: 


?=Р)        а?         Р)        ^^}        Р*        «) 


такъ   что  переходъ  точки  отъ  нижняго  круга  къ  верхнему  совершается 

Т 

всегда  въ  течеши  промежутка  времени  —  и  такое  же  время  требуется  для 

обратнаго  движен1я. 

тс 

Пусть  т)|  есть  н-Ькоторьгй  уголъ,  меньш1й  ^,  которому  соотв-Ьтствуеть 
уголъ  <р1,  определяемый  по  формуле: 

С08ср1=С08р  — (С08р  — С08а)81П^1Г|1; ,  (353) 

наконецъ,  пусть  ^^  есть  соотв^тствующШ  моментъ  времени.  (Этотъ  моментъ 

заключается  въ  промежутке  между  моментами  т  и  '^Л-к]-  ; 

Въ  дальн'Ёйшемъ  своемъ  движен1и  матерьяльная  точка  поднимется  до 

параллели  а,  гд*  будетъ  въ  моментъ  (^+9^)1  загЬмъ   начнетъ  опускаться 

и  снова  придетъ  на  параллель  «р,  въ  тоть  моментъ  ^з,  въ  который  /]  воз- 
растетъ  до  величины  7]2  =  (те  — у),),  такъ  какъ  тогда  будетъ:  вштг),  =  зш'тг),; 
на  основан1и  свойства  (352)  интефала  ^^  мы  заключимъ,  что: 


(х  +  |)-«,==^,-(х+|) 


то  есть,  что  лоднят1е  точки  отъ  параллели  ср^  до  параллели  а  и  обратное 
нисхожден1е  ея  отъ  а  до  ср4  совершаются  въ  течен1и  равныхъ  промежутковъ 
времени. 

Зат']^мъ  точка,  коснувшись  нижней  параллели  <р  =  Р>  снова  начнетъ 
подыматься  и  снова  достигнетъ  параллели  ср}  въ  такой  моментъ  ^з)  ^^ 
который  V)  возрастетъ  до  величины  тг]з=«  +  т11,  потому  что  тогда  тоже 
8ш  1Г]з=8Ш'/]]-,  изъ  равенства  (348)  заключимь,  что: 

Н  —  ^1  ^  -I  • 

Чтобы  опред']Ьлить  законъ  изм^нснхя  угла  4^,  возьмемъ  дпфференщаль- 
ное  уравнен1е  (333)  и  подставимъ  въ  него  вм'бсто  С  его  выражен1е  (338); 
получимъ: 

Д^Ф  _  ^  Д'  ^^  81П  р  8Ш  а  (ЧГ.±\ 
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ей  вврхв1в  знакь  соотВ'Ьтетвуетъ  тЬмъ  случаям!.,  въ  которы1[ъ  сов{('ат) 
бол'Ье  ауля.  ни<кв|0  —  гЬнъ,  въ  которигь  этчуп.  косинус!.  иев'Ке  нудл. 

Исключив!.  в1  н:п.  (342)  II  (354),  йуденъ  ии+.ть  сл'1луи'|цее  диффереи- 
цшьвое  у1)авпев1з: 

Л*  81г  3  8111  !> 


2Ы^ 


. .  (355) 


гдФ,  для  краткпгтк,  П]»тнто  вреиенно  обозпаченйе: 

I  (йтотъ  зиакъ  пе  сл'С^дуеп.  смешивать  съ  такинъ  же  знакпн1.,  глуж11П||]ии1. 
вэмг  для  обоя11ачев!я  величины,  ъс-цЛч&втенсл  въ  предыдущих!,  пидт- 
графахъ). 

Въ  подученионг  диффррени!алы1от.  уравнеп1Н  (355)  пронлнрдемг  сл!;- 


2Л 


Я'- 


=»^+ 


1 


.  (355  Ь!8) 


аатЁмъ  ямразвнг  .г  В1.  1  по  формул'Ё  (.Ш>)  п  паковецг.  ироиннедоиъ  внте- 
грнрован1е  въ  пред'Ьпахт.  отъ  1)=0  до  т,;  иолучии'ь: 


ч 

,.._-н     Д'81ир8шд      Г        1         /"  <1п ^ 

УН'+2г,7Р1^'  1(Л  +  й,) 7    (1  +  ",в1п»1)Д1^ 

.  ..^  / ^_1 

Т^(Н-г,)    /    (I+п.зт^.,)1V,^^   '  '   ' 


(356) 


а  Ч'  есть  координата  той  мерид1о11альной  плоскости,  В1,  когороЯ  движу1даясл 
точка  яаиючаетея  въ  иояевтъ  т. 

Пходн1Ц]е  въ  это  внражен1е  иитегрвлм,  Е1а:1Ц[1аС11ие  аллиптнческини 
нвтегралаии  д'ретьяго  рода,  обладают!.,  подобно  нитегра-чу  ?',  свойствами, 
БЫрахасныин  формулами: 

Д— >1)=-«ч);  Дч-|-.)=Ц,)+/.Ы,  ХЫ=27.(|), 

Й  -Ь  озпачиетъ  такой  иитсгра.1'1,  третг.яго  рода. 


IV  -НИ. 
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На  основанти  этихъ  свойствъ,  можемъ  вывести  изъ  предндущихъ  урав- 
н€н1й  сл']Ьдуюш,ее  заключешё  относительно  закона  изм']^нен1я  угла  <Ь. 

Во  время  каждаго  перехода  точки  отъ  одной  изъ  крайнихъ  паралле- 
лей до  другой,  уголъ  <Ь  возрастаетъ  на  одну  и  ту  же  величину  со,  выражае- 
мую опред'Ьленнымъ  интеграломъ: 


тс 


>Ш  Р  81п  а        у 


V Л»+2х?,)?а+  и!,'  I   (^*  -  ^')Д^ 


(357) 


Можно   показать,  что  абсолютная   величава  угла  ш  бол']^е  пряиаго 

4. 

угла. 

Для  того,  чтобы  доказать  это,  мы  ирпмемъ  во  внимав1е,  что: 


такъ  какъ  Л*/]  мен'1^е  единнцы;  поэтому: 


тс 
2 


4-|/т^->      Д*8Шр8Ша  Г    2ВаУ1    , 


примФ.ннвъ,  къ  под1>интегральной  функц1И  этого  интеграла,  разложен1е 
(355  Ы§)  и  выразнвъ  е  функщею  отъ  и)  по  формул']^  (339),  мы  легко  опре- 
д'климъ  величину  каждаго  щъ  IIолучивт^^xся  интеграловъ  и  найдемъ  сл*]^- 
дующее:  ' 


Е^  -  0^        В   81П  а  С08  Р   ' 

о 

поэтому: 


+  ^0)  >2|/    -2Ж+2^ 


-|-2Б*81пв8тр. 


22»  8Ш«  Э 


но  эгоп.   корень,  очевидно,  бол'Ье  единицы,  такъ  какъ  (+2  81па)  бол'Ье, 
ч*мъ  (—  8Ш  Р),'  а  потому  •  и  подавно  абсолютчая  величина  угла  <«»  бол-Ье, 

ч*мъ  — . 
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Ва  чертеж'Ь  19-)П1  лредс^таиеиа  про:>кц1л  на  гориза шильную  плоскость 
траэито{1Ш,  оггисиваеноЛ  точкою  пъ  одноиъ  иаъ  такихъ  двиаеы1Й;  на11ужиыЛ 
II  ввутревнШ  кругл  иуть  ордакцЫ  првд'^иьны&ъ  оараллелей;  уг.и^  а,ОЬ„ 
Ь,Оа%,  а.,ОЬ„  .  .  .  равны  ш. 

Реакцй  91  по  координатной  оси  а  (т.-е.  ао  продоляен1ю  ра,иуса  век- 
тора) выразится  фуикцтсю  одного  я,  егли  с*,  заключающееся  въ  формул! 
(334),  будетъ  Н1'к.1ючено  нлъ  нея  при  помощи  выриженш  (331);  тогда 
получниъ: 


91= 


» — л~- 


.  (358) 


Обратияъ  вни||&н1в  на  сл^куюоцв  случая  дв11жен1и  шчки. 
Если  корни  г,  н  г,  равны  другь  другу,  то  многочленъ  V  т. 
оредсгавлен ь  нодъ  сл^дующииъ  ввдоиъ: 


Р-^— (г  — гг)' 


{Д'-г'+(^  +  а.)') 


я  ткъ  как-ь  ^,  '^ол'Ье  нудя,  то  ири  вслюпсъ  2,  относящихся  въ  точканъ 
ионерхностн  сферы,  ывогочленъ  V  иолучает'),  отрицательыыя  аиаченха; 
нск.1ичете  (.щставллютъ  лишь  точкн  параллельнаго  круга  г— г„  для  кото- 
рых'Е-  V  обрашдегся  въ  нуль. 

Такт.  вам.  ивъ  урввнеи1я  (335)  сл'Ьдует!.,  что  тогда  (ири  г  =  з,)  произ- 
водная у  равна  нулю,  то  Ч'очка  будстъ  двигаться  но  парзллельноиу 
кругу  н  угол.  |р  будегь  постоянно  равенъ  своей  начальной  величии-Ь 
»,(е,=Дсо8?а). 

Изт.  выражеи1Я  (338)  сл-Йдусп.  тогда; 


^  С05  Ч„ 


съ  Другой  «С  сторонн,  такп.  тсакг  начальная  скорость  должна  бр^т^.  н 
тельвою  К1.  кругу  иа1заллели  ?=<»„,  иуь  выражения  (даЗ)  нолучииъ 

цзъ  сравае111л  зтих'ь  вмражен1Й  найденг,  что  [^надрать  начильноп  скор 
должевт.  нн'Ъть  с^^дующую  величину: 


1  скорость  остается  постоянною  во  все  времи  двнженш. 


!?*•'« 
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углу  ф  опреД'Ьлггся  изъ  урав11ен1я: 


Ро~У   Лтз%' 


д|<1гжеп!е  равномерно  и  п|юда;гж1!те|г.по1''гг.  одншч)  нплкаго 
01С11уя!Т1ост11  уанна: 


0^»/  -йм"» "Р. 
"У      ■  д 


. (359) 


§  Дэ.  Р1'акц1я  иеудержявающен  ппнерхности.  ШЬсто 
гхнда  движу|ценея  точен  гъ  такой  поверхности- 

Реакц!)!  уд^зрживающкй  поверхности  можетъ  быть  яааравлена 
кавъ  по  положительной,  такъ  и  по  отрицательной  ворнали, 
^  ,  Роакцк  паправлена  по  положительной  воркали  тогда,  когд^ь: 


Рсо%{Р,Ю-\-т§<а-,. 


. (360)  ' 


она  есть  противод'Ьйств1е  сходу  точки  съ  поверхности  по  отрица- 
тельную сторону  ея;  а  точка  сошла  Сы  въ  эту  сторону,  осли  бы 
приняла  ускорен1е,  сообщаемое  ей  силою  Р,  такъ  кант,  это  уско- 
реП10  удовлетворяло  бы  ел'Ьдующеиу  неравенству: 


Реищт  направлена  по  отрицательной  нормали  т(1гда,  когда: 


.(361) 


она  есть  противод*йств1е  сходу  точеш  съ  поверхности  по  положи- 
тельную сторону  ея;  точка  сошла  бы  въ  эту  сторону,  если  бы 
приняла  ус11орен1е,  сообщаемое  ей  силою  Р,  такъ  какъ  это  усЕо- 
рен1е  удовлетворяло  бы  неравенству: 


Д/'.усозСу.Л')  |-Л7>0, 


/1/^ 


>0, 


Нйудержявающая  поверхность  не  оказываетъ  никаЕого  прп- 
'Г11вол'Ь9стп!я  првчпнанъ,  пибужлающинТ)  точку  сойти  съ  поверх- 
ности по  положительную  стороау  ея;  а  потому,  если  скорость 
точки,  находящейся  на  поверхности,  удовлетворяетъ  равенству 
(258)  (§  38),  а  задаваемый  силы  —  неравенству  (361), 
ц1я  будегь  равна  нулю- 

Следовательно,  неуаерживаюгцая  поверхность  не  оказывает?, 
реакцш,  направмнной  по  отрицшяедьноа  н(урмала;  реакция  ея 
можетъ  быт1<  направлена  только  по  положительной  нормали. 

?.  Если  скорость  точки  удовлетворяетъ  равенству  (258),  а  за- 
даваемыя  силы  ^  веравевству  (360),  то  неудерживающая  воверх- 
ность  оцазываетъ  реакц'ш  по  положительной  нормали,  прогиво-  ' 
действуя  точкФ  сойти  внутрь  непроницаемаго  т*ла  (дФВствитель- 
наго  или  вообраяаемаго),  ограниченяаго  этою  поверхностью;  вели- 
чина реаицш,  выражаемая  формулою: 


Ш=—Рсо5{^^,N)—т§ 


■  (312) 


такова,   что  ускорен1е    точки,    сообщаемое  ей  равнодМствующею 
силы  /''  и  роакц1и  91,  удовлетворяетъ  равенству: 


Н'Г 


=  0. 


Точка  движется  по  неудерживающей  поверхности  до  т'Ьхъ 
нор'ь,  шша  задаваоиыя  силы  удовлетворяютъ  неравенству  (:^60); 
ВТ.  той  точк*  Л  поверхности,  въ  которой  скорость  точки  и  за- 
Л!1иаемын  силы  удовлетворятъ  равенству: 

реа1и[!11  обра1дает(:я  въ  нудь. 


Если,  71ри  дальнмаитъ  Овиженш  точки  по  поверхности, 
сумма 


становится  положительною,  то  движеню  точки  но  поворхиости 
возвожао  только  при  существован1и  реакщя,  направленной  по  от- 
риц:! тельной  нориали;  во  такой  реакц1й  веудерхивиющая  поверх- 
ность оказать  яе  иожетъ,  а  потому  мотка  должна  сойти  и 
поверхности. 

Она  сходить  г,ъ  иовцрхности  въ  точк'Ё  Л  и  движется  дал^Ье 
своОидно  ьн'Ь  поверхности  подъ  вл!яшеиъ  приложенных!,  къ  ней 
зад;|.нныхъ  силъ;  начальною  скоростью  на  этомъ  свободномъ  дви- 
Ж1'Н1н  матерьлльной  точки  служитъ  та  скорость,  оъ  которою  она 
пришла  въ  точку  А. 

Такое  движете  продолжается  до  «стр-Ьчи  точки  съ  поверхностью, 

Полажинъ,  что  сфера,  ио  цоториЦ  дёихс-п^  твжслая  нап^рьнлг.цая  точка 
(11рим1!]1Ъ  27-й),  не  удерживаетъ  точку  от1.  пере111-.ще1пй  внутрь  ея  полости; 
по  УСД0П1Ю,  гд-Нлапноиу  въ  нача-гЬ  параграфа  34-го,  иоложи11Ш1цан  ыорналь 
ВТ.  этом'ь  случае  должна  Смп  направлена  къ  центру  сферн,  то  есть  про- 
тивоиаюжно  направлен1Ю  положительно!!  координатной  оси  п;  въ  ирви-Ьр^ 
27-ИЪ  мы  получили  выражешс  (334)  длл  реакщи  по  лтой  оси,  поэтому 
реакц1и  9^^^  ио  иоло!ки'ге.тьной  нормали  къ  сфер1'.: 

в'  — (хЧ!/'+г')=0 

вырааитгя  сл11ду10щею  фо|)мулок1: 

<I^},=^{V'+д^) (362) 

11.1'[.  ягой  формулы  видно,  что  движущаяся  точка  можетг.  <^011тп  съ 
иоперхностн  с||1еры  только  въ  т-Ьхъ  точках!,  ея,  въ  которыхъ  сумма  (''Ч-уг) 
оОцащается  т.  нуль,  и  поел*  того  становится  отрицательной. 

Поэтому,  если  г^>0,  такъ  что  все  двнжен1е  точки  совершается  ио  ниж- 
ней полусфер*,  то  точка  не  оставить  сферы. 

Если  же  г,<СО  и  прнтонъ  сукма  {V,'  +де,)  тоже  иен*е  нуля,  то  движу- 
щаяся точка  должна  будетъ  оставить  поверх  нос1' е.,  еще  не  дойдя  до  {1тоЙ 
верхной  пара,1лели. 
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$  46.  Треи1е  матерьяльион  точки  «  поверки опь. 

При  движсши  одного  т-Ьла  ио  другту,  йудитъ  ли  это  ско.тьжвн1е 
или  катше,  ЯП  |;10тся  сооротивлен^е  двйжон]Ю,  называемое  тр|>н1еК11. 

Св'Ьд'Ьшя  нашн  о  заковахъ  трешя  почерпнуты  изъ  наблюдев1й. 

Разсиатривал  хатерьяльную  точку,  находашуюся  ва  данвоб 
поверхности,  какъ  веизи'Ьримо-малов  т*ло,  а  поверхность  —  какъ 
поверхность  реальваго  тЪла,  и  врим'&няя  къ  вяшъ  законы  треи1л, 
вайдеввыя  изъ  ваблюдеН]^,  нохенъ  высказать  эти  законы  въ  сл% 
дующеиъ  вид*. 

1)  Трепе  есть  со11ротивлвн]е  двихев1Ю  матерьяльной  точки 
по  поверхности,  приложенное  къ  точк*  и  вавравленное  противо- 
положно относительное  скорости  точки  до  отвошев1Ю  къ  поверхности. 

2)  Трев1е  можетъ  д'Ьйствовать  и  на  точку,  покоющуюсн  ва  по- 
верхности, если  про9кц1я  ва  касательную  плоскость  равн  од  явствую- 
щей вс*хъ  арочихъ  задаваеныхъ  силъ  не  равна  нулю;  тогда  трен1е 
противоположно  этой  ироэкц1и. 

3)  Величина  тренш,  прилохевваго  къ  движущейся  точк*,  про- 
порциональна абсолютной  величин*  иорнальной  реавп.!и 


^^к\/'>^^к^^.V^^^. 


.  (3(Ш) 


гд'Ь  квадратные  корпи  предполагаются  положительпыии. 

Коэффифентъ  к  есть  отвлеченное  число,  величина  котораго 
зависитъ  отъ  физической  природы  трущихся  т4лъ.  "  '■■■■    '  ■ 

4)  Величина  треН1я,  прилояеннаго  къ  матерьяльвоВ  точк'Ь,  на- 
ходящейся въ  относительномъ  поко*  по  отношению  иг  данной  но- 
верхвости,  выражается  тою  же  фориулою(ЗбЗ),  но  численный  коэффи- 
ц!евтъ  ножетъ  привииать  вслк!я  величины,  отъ  нуля  до  нЯкото- 
раго  числа  ^1,  большаго  к;  такъ  что  трев1е  вежду  взаиино-покою- 
щииися  гЬлаии  иожетъ  достигать  большей  величины,  ч*иъ  трен1е 
между  т*ии  же  т'Ёлаии,  находящимися  въ  относительномъ  движении. 

Предноложавъ  существовав1е  трев1я,  опред*ляемаго  этвии  вы- 
ведеввыии  изъ  опыта  законами,  иожемъ  составить  сл*дующ1я  диффе- 


1»/«т« 


ревц1альння    уравнен1Л    {^^ЬЬ)   движснш  натерьяльяой  т(.-чки,  иа- 
ходшлйИсл  па  всподвпхаой  поверх ностн,  вырижа^мой  урапвев'^нъ: 

П^,у,^)=0, (364) 

Ь'  •^^^'^•^^^^^^'|^=x+^^-кV^■'|;% (ЗВ5,а) 


'^^УЛ-^1 


Г=2+С 


..(365,Ъ) 
.  (365,  с) 


гд*  X,  У,  X  суть  проэкц1и  ва  оси  координатъ  равнод'Ьйствую- 
туЖ  йгъ  приложеввыхъ  цъ  иатерьяльаоВ  точи'Ь  задаваоныхъ  силъ. 
Кориальная  реакц1л  выразится  зд^сь  тою  же  самою  форму- 
лою (317)  *)^  какг  и  для  точки,  неиидверкеаной  трен1ю;  чтобы 
получвть  яту  формулу  шъ  дифференциальны хъ  уравнен1Й,  иоино- 
жимъ  каждое  на  ту  частную  производную  отъ  /",  которая  заклю- 
чается во  второмъ  членФ  второй  части  этого  уравнетя,  по  сло- 
жсюи,  восоользуенся  равенствами; 


, ,  ■    "    ^я  а1  ~(1у  )11'дг  'П~ 

и  (278);  тогда  получимъ: 

откуда  сл'Ьдуетъ  такое  выражен!»  для  реакц1И  по  положит(*л[,цоа 
нормали  (въ  случа'Ь  поверхности  веподвнжной): 

-  -  -^      ^      1у    ^^  '^'-. . . .  (3«6) 


:}ЛГ= 


Если  иоверхность  находится  въ  двикевш,  или  деформируется, 


'}  [1|)11вг11неп1Ю[||  къ  пеппдБ 


I    (ЮВ1']1Х110(.Т11. 
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то  трете  будотъ  противоположно  относительной  скорости  вап'цьнлк- 
ной  Т01ШИ  по  отношен1ю  Еъ  той  сродф,  которой  привадлехитъ 
Поверхность;  иоэтоиу  тогда  въ  дифферетральных-ь  уравнен1я);ъ 
(365),  вместо  отношешй: 

^г-    у    „■ 


должны   входить   косвнупы   угловъ,    сост&вллемыхъ   н»|1равл(«н1е111'ь 
относительной  'жорости  съ  неводвнжнымя  осями  клпрдяаатъ. 

Прйм^р'ь  28.  Но  вакаовиой  ненодвижиол  11ло«'.шкт11  движегс»  шже- 
дая  м.кГР]>г.яльнш1  го'1ка;  опрел'Ь^нть  движете,  1ф11яим!1н  нг  |>ажчет1.т11<^н1с 
между  точкою  и  и.юскостыо. 

Пу|.ть  ■/  МП.  угол'1.  паклононЫ  плоекоет»  къ  горизонту;  рясиоложинъ 
осп  Х»"*  и  Л'"'  В1.  ваионаоП  ^^иикО(.ТII,  ось  Х"" — горизонта! Ы1  о,  чоло- 
жнтельнуи)  0(!!.  У"'^  ло  111Д1П  нанбоилняго  ската  вннцъ,  иоложнте-льпуш 
ось  X^^^^^  няпрапрЦ'Ь  порпендпку.шрво  к'ь  нп1ио)жи{(  плиикости  и  идштояь 
вверх7|. 

а  уравнение  поверхнцств  есть:  г  =  0;  пантоиу  формула  (Ш!)  дастъ  г-л^дую- 
шуи  вели-1Н11у  Л1Я  р1!акц1и  но  положите.! (.ной  оси  ^&^^^^■. 


51=л=»м/со8./. 

дя  уравнсн1я  двнжсн!)!  С'удугь  сл*»ув1Щ' 


они  тождественны  сь  д|[ф||1ерсн1ЦЕ1.тьнЕЛ|1г  уравпенЫли  двпжеи'я  свобод- 
ной тяжбиЮй  матсрьяльной  точки  въ  вертикальной  плоскоггн,  сели  уско- 
рсн1с  СН1Ы  тяжести  равно  ц  К1п  .7"  и  сслв  дв1[жс111а  нронсходип.  въ  срод'Ь, 
овазывающсК  со11роп1влсв|е  постоянной  величины  1п1ед  С08  ■!.  Р'Ьшеы^е  такой 
аадачн  приведено  на  етраннцахъ  143—144  этой  книги;  прянЬняя  это  ре- 
шете К1.  навгему  нринЬру,  надо  ;щм1|нит1р:  г/— чсреяъ  ^йш  ■/,  а  Л; — че1гез'1. 
к  соЬё  ^^ 


—  222  - 

%  47.  Дифферс11ц1алы1мя  уравнпнш,  п«лучан11Ц1яся 
ч|№ъ  проектирован! е  силъ  и  ускорения  на  направлен1е 
скористй,  на  нориаль  къ  поверхности  и  на  бинормаль 
нормальнаго  г1>чен1я. 

Въ  н'Ькоторыхъ  вопросахъ  о  движении  точки  по  неподвижной  новсрк- 
пости  оказывается  ашшвоп  С1^дующая  ({юриа  л1>фферС11Ц1!и[,!1ых7з  урав- 
нен! й: 


=Рсо^{Р,г')  —  к\/Т. 


.(367,  а) 


:±т'~=Рсова\В) (367,Ъ) 

тV^Я=Рсо8{^,N)-\-':Я•, (367,с) 

гд*  ;У  озиа-тетъ  нанрамен*»  поюжитап.ной  нориалн,  91  —  реакц1Ю  но 
зтой  пориалн,  В  —  направление,  перпевдпкуллриос  к'ь  е  и  А^,  и  ин^ю- 
тее  то  же  (^аное  положение  по  отношен!»  къ  ваиравден!]!!!'!!  V  в  N,  какое 
им'Ьетъ  положи  те.!  ы  [ал  01^1'  У°'*  ио  отношен1т  къ  иоложптельнниъ  осашъ 
Хоп  (ц)  II  ^^^ъ  (;у');  Я  есть  крнви^на  нориальвато  сЬчеи!»,  проведевваго 
черезъ  на1фаазен1е  скорости  р;  отноигеше(1:д)  есть  геодезическая  кривизна 
траяктор1и. 

Д||ффс|1спц1альиыя  уравнен!»  (36Т)  получаются  нзъ  равепствъ,  выра- 
ж.'кюитх'ь,  что  проэкщя  ускорен]'я  движущейся  точки  ва  каждое  язь  ва- 
правдея1Й  >:,  В,  N  равниегся,  л^кзенно]^  ва  массу  точки,  проэкпли  ва  то  же 
направлен1е  равнод-ЬЙствующей  вс*х'[,  силъ,  приложенных'!,  т.  точв-б;  изъ 
числа  ;ггихь  силъ,  реакция  направ.(ева  но  ^У  (или  цротилоноложно),  а  '1ре- 
И1е  —  иротввоноложно  скорости.  Въ  сакомъ  дкл!',  проукн>н  ускорвшя  на 
эти  иапрак1ен1я  вярши-гся  танъ: 


1'С03(У,1У)=^-С0!>(р,.У), 


гд*  Г'  означаетъ  воднчнну  и  ванравлся1с  рад1у(1а  крпвианы  граактор!! 
Но  наиъ  иив'кп'но,  что: 


(391 Ы») 


(си.  §  36  .|10||«)лы  (21)31  ■  1294)). 
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Дал4е,  ы»  (р,В)=:2:81П(р^);  гд-Ь  ве|)хтб  пванъ  дмженъ  быть  аъ 
тЬхъ  случанхъ,  когда  наи1)авлен1е  р  1:1)ставляеп.  ст.  нанравлеа1вмг  В  ос-грый 
угодъ;  наиъ  же  известно  (§  43),  что: 


вш(р,^/}_.1 


. (3^4) 


Цримпчинк:  Игклочнвъ  величину  р  язъ  равемствъ  СЛН  Ь1к)  и  (324), 
11(и;чииъ  слЬдующее  выражевйс  геоде^пчеокоП  кривизны: 

1=Л1в(ьП (368) 

по^ггому  дяффсрешн.гаьвое  урАвиенгс  (367,  Ь)  появо  писать  н  такь: 

:^мо'Л1^(р,Ю  =  Рсо5(1<\В) (367,Ь,Ъ18) 

с^'ими  урав&енЫми  восиатьзуеися  въ  сл'Ъдуюв^ет.  Я]1Н11.Ь))11. 

П{>|1М'Ё{)ъ  29.  Двнж€н1е  натерьлльиой  точки  по  капов  ли(ю  веподвил- 
ной  иовер1ност11,  иредис^ага»,  что,  за  пс1иючен1ел'ь  ворнадьной  |1сак[[1н 
и  трен1Я| Никацихъ  другихъ  силъ  во  орнложево  кт.  точк^. 

Въ  зтомъ  случа'Ь  /'—О,  а  нотоиу  илъ  ураввени  (367,  Ь,  Ьк)  будеть 
сл1'|Д0вать: 

то  ешъ,   что   плоскость   крввиквм   '1'ра'()ктор1и  вроходнп,  чершъ  вормад!.; 
аявчит'ь  тра»ктор1я  есть  геодоическал  лин1я. 

Ураввев!е  (367,  с)  волуштъ  сл^дующЩ  видъ: 


г  (3(17,  а)  приметь  1:л-кдующ|1!  видъ: 


.  (369) 


гд*  я  есть  вслнчива  |>вд1тса  кржвнзиы  иорнальнаго  с-Ьчен1я. 

Ксли  (!  ра№маг|)ивать,  какь  фувкщы  оть  к,  то  уравнение  (369)  ирод- 
стоввтсл  такь: 


А,      —         ^*.ЙВ: 


ч^ 


въ  гакон!,  ВИД'!;  < 


л») 


--ф^ 


Из'ь  :>то1'С)  вы11ажс1[1.-1  видно,  -гго  скорость  то^ци  не11]1ерывво  умень- 
шаете)!, 11р1г(1Л11жпя1:1>  к'ь  пулю  ассимпто'пгчески ;  уиеныиеп)^  это  т^^мъ 
быстрее,  ч^нъ  Оол'Ье  коа)|>фи1|1ен1ъ  трев!»  и  ч'Ь«ъ  <1ол'1^е  кривизна  геодеви- 
ческой ЛП111П. 

§  48.  При  изложен1н  мехавиаи  отд-Ьльной  весвободяой  точки, 
приходится  принаиать  въ  разсчетъ  силовое  лМств!е  преграды  на  эту^  I 
точку,  состоящее  изъ  нормальной  реакцш  в  трен1Я,  прилоямнныхъ 
къ  точк±;  при8тоиъ  иы  задаеиъ  себ*  дйижен1е,  или  кинематическое  | 
состояше  поверхности,  образующей  преграду,  не  принимая  во  вни-  ] 
ман1е  того,  что  ватерьяльная  точка  оназываетъ,  въ  свою  очередь, 
некоторое  силовое  д'Ьйгтв1е  на  т*ла,  образующ1я  преграду. 

Если,  по  характеру  вопроса,  окажется  пеобходииыиъ  принять  въ 
разсчетъ  это  д4йетв1е,  то  ны  встретимся  съ  однимъ  изъ  вопросовъ, 
относящихся  къ  механиЕй  системы  точекъ,  потому  что  намъ  придется 
тогда  разсматривать  преграду  не  какъ  кинематическое  усяов!е,  но 
какъ  евстеиу  движущихся  матерьяльныхъ  тЬлъ,  или,  по  крайней 
«■Ьр*,  какъ  систему  матерьяльныхъ  точекъ.  Отсюда  сл*дувтъ,  что 
только  при  изложен]и  нехаяини  системы  точекъ  представится  настоя- 
тельная необходимость  установить  понят1е  о  силовомъ  д11йств1И 
матерьальной  точки  на  преграду;  но  мы  сд'Ёдасмъ  это  теперь. 

На  время  предположииъ,  что  матерьяльная  точка  ш  есть  т4ло 
нензм^римо-налыхъ  разм1^ровъ. 

При  дМств1и  преграды  на  точку  т,  одно  изъ  т^лъ,  образую- 
щихъ  преграду,  находится  въ  непосредственномъ  прикосновешв  съ 
точкою  т;  наприм'Ьръ,  если  преграда  образуется  поверхностью  вс- 
проницаемаго  т^ла,  то  матерьяльная  точка  т,  когда  она  несво- 
бодна, находится  въ  непосредственномъ  прикосновснга  съ  этигь 
т'Ьломъ,  или,  если  матерьяльная  '['очка  находится  на  одномъ  конц11 
твордаго  стержня^  а  другоВ  конепъ  его  находится  въ  неподвихвой  I 


точк*,  вовругъ  ь  >ториЙ  «тержень  иожртъ  вращатыл,  то  иаторьнль- 
наа  точка  находится  въ  непосредгтвенноиъ  прккосяовсяш  съкоьцимъ 
стержня.  То  т1и10  преграды,  которие  находится  въ  аепосредствев- 
номг  прВ11исво8ен1В  чъ  несвободною  натерьлльною  точеою,  наэовемъ 

Т1|Л01ГЬ   В. 

Пурть  ЗИ  есть  та  точка  преграждающей  поверхяогти,  въ  ко- 
торой натерьяльная  точка  т  къ  веЗ  прикасается;  ата  г'чка  !Ш 
прияадлежигъ  тФлу  В. 

Относительно  силоваго  д'Ьйств^я  точки  т  на  преграду,  въ 
аналитич<;скоЙ  иеханвк'Ь  делается  предположеше,  что  это  дМств1е 
есть  сила,  приложеаная  къ  точк*  ОТ  т'бла  В  и  направленная 
противоположно  Д4ЙСТВ1Ю  преграды  на  точку  т. 

Тавииъ  образимъ,  в;1аимнод'Ёйств1я  И1-хд;  преградою  и  гочкос 
т  разсиатриваются,  кякъ  протнкоположныя  взаи1шол'Ъйств1Я  между 
точкою  т  и  точкою  Ш  т^ла  В;  иъ  силу  основнага  начала  С 
{стр.    19)  они  суть  ГИЛЫ  равныя  *). 

Определяя  же  иате])Ьйльную  точку,  какъ  массу.  со1^р|'Д|1точец- 
ную  въ  геометрической  подвижной  точк*,  мы  должны  будет 
'  придать  следующую  фиряу  определен! ю  и^нят^л  •>  силовопп,  д4й- 
стш  точки  т  на  преграду. 

§  49.  Д'Ы(тв1е  1нат«рья.1ЬН0н  точки  ва  преград)'.  Дав- 
лен1е  точки  па  поверхность. 

ОпрЕДИЛЕШК.    Д'Вйстнш    инткрьяльноВ    точки    т    НА    цркгрАДУ    ЕСТЬ   сил*, 

Г|рИЛиЖЕЕ)НАЯ    къ    той    ТЧЧК*    от   ПРКП'АЖДАЮЩКЙ  ПОВЕРХНОСТИ, 

съ  КОТОРОЮ  т   сооПАДАЕтъ;   предполагается,   что  точка  аЯ 


*)  Съ  то'1ки  лр11нй  иолекуларноЯ  ф||яиш1,  вэа&мяод'1<дг[В111  не^ду  двумя 
гЬлани  А  ы  в  (черт.  20),  авдяющеесл  ори  ихъ  ирикигновенш,  есть  реиуль- 
татъ  иолекулярныхь  взаиыиод-ЬйетвШ  нежду  каждон>  такою  част.1Лею  а 
гЬла  А  |]  каждою  такою  частицею  Ь  тЬлв  В.  разсгожпе  между  которыми 
не  бол'Ье  радауса  д^йгти!»  чзртичбнхъ  сп^ъ.  Ве*Ьдетв1е  крявивЗ  малости 
атого  рад1уса,  влаимиод^йствйе  не:1и[у  телами,  пряк&сающиивсл  въ  одной 
точ«*  к,  приводится  въ  вяаимнод-Ьйств1ю  между  весьпа  иалнми  чаитяии 
а  я  ^  эппс'Г,  г1>лъ.  Крон'к  ТОГО,  таЕъ  иакъ  иолекулярнил  циаы  взаикяод'бй- 
твя  нежду  каждою  парою  часгнцъ  предполагаютса  равинмв  н  пряно  про- 
1ЖНЫМИ,  то  и  взаимно Д'Ьйс'.тв! л  )гежду  з  и  ^  огизываются  11авяммя 
1г  прямо  г11№гивоао.1ожниви. 


—  226 


ЕСТЬ  вмъст*  сг  твмъ  одна  наъ  точекъ  одного  » 

ОБРАВУЮЩВХЪ    ПРЕГРАДУ. 

Сила,   приложенная   къ  точк*  ТО,  соотоитъ:   изъ  дав- 

ЛеН1Я  точки  т  ВА  ПОВЕрхВОСТЬ,  РАВНАГО  И  ПРОТНВОПО- 
ЛОЖВАГО  РЕАКЦ1В  ВО  ВОРНАЛИ,  И  ИЗЪ  СИЛЫ  ТРБ01Я,  РАВ- 
НОЙ     В      ПРОТИВОПОЛОЖНОЙ      СЕ1Ъ     ТРЕП1Я,      ПрИЛОЖЕНИОб      КЪ 

точкь  т. 

Реакщя  воудерживающей  поверхности  иожетъ  бнть  нааравлена 
только  по  положительной  нормали  (§  45),  повтоиу  давлев1е  ма- 
терьяльвоЁ  точЕи  па  таесую  поверхность  иожетъ  быть  направлено 
только  по  отрицательной  нормали. 

Полная  величина  милы  Д'Ьйств1я  иатерьяльвой  точки  на  ао- 
верхпоеть  равна: 

1>=/ЯЧ73Г=9г1/ТТ^; (371) 


направлен1в  ел  составляетъ  съ  нормалью  уголъ,  тангенсъ  котораго 
равенъ  X.  Величина  к  равняется  Е09фиц1енту  трен1я  1с,  если  точка 
дмяется  по  поверхности;  если  же  точка  покоится  на  поверхности, 
то  X  иожетъ  получать  величины,  заЕлюча11Щ1Дся  въ  пред11лахъ 
огь  нуля  до  кг  {§  46). 

§  50.  Дофферепц1альпыя  ураввеп1я  двнжен1Я  на- 
терьяльной  точки,  свобода  движеви!  воторой  огравнчена 
двумя  первгЪкающимися  поверхностяин. 

Если  об^Ь  поверхности  —  удерживающ1я,  то  иатерьяльная  точка 
нохетъ  ин1Ьть  движение  только  но  лиши  перес1Ёчен1я  поверхностей, 
а,  следовательно,  скорость  точки  будетъ  направлена  по  касатель- 
ной къ  этой  кривой  лин1я. 

Пусть: 

Гг[Х,у,^^)=0 (373) 


/;(^,,у,,',о=о  . 


суть  ;раввен1я  поверхностей;  иоложямъ,  что  н'Ьтъ  трешя  между 
иатерьяльпою  точкою  и  поверхностями  и  что  X,  У,  2  суть  провкц1и 


ва  оси  Боордиватъ  равнодМствующей  тъ  задаваеинхъ  силъ,  при- 

ЛОХОВВЫХЪ   КЪ   ТОЧБ-Ь. 

Бро1'Ь  задаваеныхъ  салъ,  бъ  натерьяльной  точк'Ь  ориложены 

еще  нориальныл  реасщи  об'Ьихъ  цоверхвостей. 

Проэкц1и  на  оси  координатъ  реакщи  первой  поверхности  суть: 

.^       .Ж1       К^Л. 


>-1:г;!,  )чх:,  )-. 


проэк[[1Я  реакции  второй  поверхногтя  равны: 


А-Г  .     *>»  Ло  I      ^'  /)Е    • 


Въ  силу  основвнхъ  вачалъ  (§  14),  лифф«рнвц1альныл  уравяе- 
Н1Я  двихен1я  этой  натерьяльной  точки  будутъ  слЪдующ1я: 


„«У—У!,    ^'I^, 


^г, 


. (374) 


Для  опред'Ьлея1я  двихен1я  точки  южно  постувять  сл%дуюп1йиъ 
о($ра80жъ:  исключить  !^1  и  ).:  изг  ураваен1Й  (374),  вс11|дств1е  чего 
волучится  идно  дифференшальное  уравнев1е,  не  заключающее  эти хъ 
хнохителев;  полученное  уравнение  надо  интегрировать,  приникал 
во  вниваВ1е,  что  х,  у,  г  в  /  связаны  ураваетяни  (372)  и  (373). 
Постоянный  произвольныя  определятся  но  вачальноху  полохен1ю 
точки  и  по  начальной  скорости  ея. 

Для  определения  величинъ  реакций  нсверхностей,  состави1Ъ, 
иэъ  дифференц1альныхъ  уравненШ  (374),  сл'&дующ1я  два  ураввен1я: 


Х,(4А)'+МЛ4/,соя(Л-„Л)-=».(*^а;"+|У'+§г")- 


х,л/;.д/;га8(Я„У,)+),,(4/;)' 


=  т  { 4-'  х'  -\-  4^«   4- - 


.  . .  (ЗГ5) 


(х'^+у|+2|) (Ш) 


—  228  — 

Вядъ  вторыхъ  частей  этихъ  уравнен1Й  и^казывнегь,  кякииъ 
образомъ  они  получилась  изъ  уравнений  (374);  Л^!  и  №,  озна- 
паютъ  оаправлеи)я  положительвыхъ  нормалей  къ  поверхиоотяиъ 
(372)  и  (373). 

Члены,  за.ключающ1е  ускоринье,  мигутъ  быть  исключивы  иаъ 
ураннеа1а  (375)  и  (376),  если  цринять  во  внииан1с,  что  ускоре- 
ш   П'ЧКй  должно  удовлетворять  у(;лов!л!1Ъ; 


то  ость  равенствамъ: 


5г,со8(_У„Л^.)+9г, 
гд'Ь: 


вгл'Ьдствге  этого,  уравневтя  (375)  и  (376)  получать  такой  видъ: 
%+Ш,соф^[„Ю=-'--^^-^-~%^^ '^^.  (379,  а) 


^)!,  =  Х^ДД,    9?а=>-г^2- 


Ксли  пе])вая  поверхность  есть  неудержявающая,  то  «атерьяльнля 
точка  не  оставляетъ  ее,  пока  реаЕЦ]'я  9?,  ии'Ьетъ  величину  положи- 
тельную (т.-е.  нанравлена  по  положительной  нормали  Л^О;  въ  той 
точк*  кривой  ливш,  въ  Еоторой  реакщя  91,  обращается  въ  нуль,  а 
при  дальв'ЁВшекъ  двнжен!и  по  кривой  должна  была  бы  стать  отрица- 
тельною, въ  такой  точк'Ькрнвойлвн1и  матерьяльная  точка  оставляетъ 
первую  поверхность  и  кривую  линш.  не  сходя  со  второй  поверхности; 
при  лальн1>йтевъ   Д!!ижен1и  матерьяльвой  точки,  Л1  равно  нулю. 

Если  об*  поверхности  яеудервивающ1я.  то  матерьяльная  точка 
иожстъ  оставить  и  ту  и  другую. 


I  •    •«  г^'    ««и 


$  51    Закоиъ  жавой  свлы  для  мпрьяльиой  тощ|, 
дважущеЁся  по  крнвон  м«\щ 

Шсь  диффе1)енц1альныхъ  ураввеи!!!  (374)  составииъура1(НСН1е: 


Е«ли  Еривая  яеиодаихиа,  'ш  1'сгь,  если  уравведи  (372)  и  (373) 
I  зак.1ючаютъ  вренеан  дввыкъ  образоиъ,  ти  тогда  ;слов1а: 

■«1  =  0     Ч-=П 


вцрандтия  тл&ъ: 

и  тогда  первое  уравнев1е  вастоящаго  параграфа  получитъ  вилъ 
уравне21я  (111)  параграфа  21-го. 

РазсужА^  дал'Ье  такъ  хе,  какъ  въ  {;  26,  приденъ  ЕЪ  сл'Ь- 
дующешу  загелючрР1Ю: 

Если  матеуьяльная  точка  находится  на  неподвижной 
кри$ой  лиши  неизмгьняемат  вида  и  если  приложенный  къ 
ней  заааваемыя  силы  ылиьипи  потен?«'лла,  то  движете  точки 
подчиняется  закону  живой  силы. 

%  52.  Реакц1я  неподвижной  кривое  лин1и,  удерживаю* 
щев  матерьяльиую  точку  нй  себ'6.  Давлш1е  точки  на 
кривую. 

Когда  удерживающая  кривая  нецодвихна,  тогда  то  самое 
дифферевц!альное  уравнен1е,  которое  волучается  по  иоключен1Н 
Енояителей  ?.,  и  /.^  язъ  ураваевШ  (374),  составится  прямо, 
если  вырнзииъ,    что    произведенй"    ваъ  массы  точки  я   проэкши 


усЕирея1Д  ал  ваправлен1е  скоростн  равняется  аровкцш  на  то  хе  | 
направление  равнод'Ьйствующей  наъ  эадаваеиыхъ  силъ;  оол]гчинъ: 


т^,=РчМР.ь)*) (380,  а) 

Вырахетя  (379,  а,  Ь)  тоже  иогутъ  быть  составлены  пряно; 
они  выражаютъ  провЕЦ1и  на  направле1]1я  норналеб  2^|  и  N3  равно-'! 
дМствующей  изъ  реаац1в  '•Их  а  ^Л,;  озна?н1ъ  черезъ  ф  велвг 
н  каправлеше  атой  раввод'Ьйст  кующей. 

Состамнъ  равенство,  выражающее,  чти  сумма  ороэашй  вс'Ь1Ъ 
силъ,  прилоХЁНныхъ  къ  точеФ,  на  направлен1е  рад1уса  кривизвн 
кривой  равняется  провкц!и  уеаорев1Я  на  то  же  направлеше,  помво- , 
женной  на  кассу  точки: 

т^=2Гсоб(^\р)  +  Шсо8(ф,р) (380,  Ь>1 


Крои'Ъ    того,    суина   пр<19кд1й   т'Ьхъ  же  силъ  на  направлеше  1 
бивиркали  равна  нулю,  такъ  ваЕъ  бвнориаль  или  вторая  главная 
аорнвль  аерпендикуллрна  къ  олосеости  кривизны  БривоВ,  а  уско- 
рение движущейся  точки  заключается  въ  плосеости  кривизна. 


0=^'сов(/',А)+фсоБ(ф,6); . 


.  (380,с)| 


направлев1е  (бинормали  Ь  предполагается  зд'Ьсь  проведевнниъ  въ  ту 
сторину,  ВЪ  которую  была  бы  направлена  положительная  ось  2"*, 
если  бы  положительная  ось  Х""  имФла  направлеше  скорости,  а 
положительная  ось   У^''^  направлеше  главной  нормали  (черт.  21). 

Такъ  кааъ  ф  заключается  въ  нормальной  плоскости  къ  кри- 
вой, то  какъ  неличина,  такъ  и  направлев1е  ея  вполн'б  опредф- 
ляюта  изъ  равенствъ  (380,  Ъ,  с). 

Черезъ  одну  и  ту  же  кривую  лин1ю  можно  провести  безчислен- 
ное  множество  поверхностей  и  эта  кривая  «ояетъ  быть  разсматри- 
ваена,   какъ  лин!я  перес'Ъчен1я  которыхъ  либо  двухъ  ияъ  вкхъ. 

*)  Предоставллеиъ  читателю  уб-Ьдиться,  что  дифференц1альное  уравнеше 
(380,  а  I  есть  то  самое,  которое,  въ  случа*  аеподвилаосты  кривой,  получается 
изъ  д|1ффере11111а1Ьнаго  уравнеша  (374)  посхЁисвлючешл  ннохителей), 


П 


—  231  — 

Ёслв  об'Ь  пиверхности,  выралсаеиыя  уравненмии  (37'2)  (373)  — 
дерхнваю1ц1л,  то  мы  юхеиъ  зан'Ьвнть  ихъ  двуня  другими  по- 
врхяостяни,  ороходлщиии  черезъ  ту  хе  кривую  тат  в  такнхъ 
аръ  поверхностей  —  безчислеиное  иножеитво. 

Какъ  дифферевщальвое  уравнен1е  (380,  а),  такъ  и  равенства 

380,  Ь,  с),  совершевно  не  зависать  отъ  видаэтяхъ  поверхностей, 

>ато1у  южно,  оставивъ  въ  пторов'6  8сдб!я  разсуждеа1Я,  относя- 

Бъ  этйнъ  поверхноетяиъ,  предположить,  что  сама  кривая 

вв1я  удерхиваетъ  на  себ1  матерьялъную  точку,  оказывал  реакц1Ю 

Ф  т'Би-ь  ирйчинамъ,  которыа  побухдаютъ  матерьлльную  точку  сойти 

съ   этой  кривой. 

Интегрируя  лифференд1альное  уравиев1е  (380,  а),  овредФлимъ 
квижеше  точки  во  кривой;  нзъ  равенствъ  же  (380,  Ь,  с)  онре- 
кЬлвтся  реакцгя  $  кривой  линги,  заклпчающаягл  въ  вориаль- 
юй  плоскости  кривой. 

Озпачимъ  чере!«ъ  ^п  величину  и  паправлбн1е  ир09кц1и  салн 
'  на  нормальную  плоскость;  величвва  ея  равна: 


>  прошцш  ея  на  ваправлев1а  р  и  6  равны  иро8ЕЦ|яиъ  ■■^ила  Р 
гЬ   же   навравлев1я;    о^^этому   равевства    (380,  Ь,  с)  можно 
федотавить  такъ: 


$со8(Ф.р)=»п"р— ^'«со8(-?'«,С^  I 
?Р  сов  (%Ъ)=        —  Рп  сов  {РщЬ)  ] 


.(381) 


Реакп1я  $  есть  сила  д11йетв1я  кривой  лин1И  на  иатерьяльвую 

ючку  т,  приложенная  къ  этой  точк'!Ь;  обратно,  силовое  д^йств^е 

ЮЧБИ  т  на  кривую  лишю,  такъ  называемое  давленге  матерьяль- 

;  точки  на  кривую  линт,  предполагается  приложеявнмъ  къ 

РОЙ   точк4    М  кривой,    въ   которой    М  находится  и  предпола- 

)тея  раввымъ  и  противоположный ъ  реакц1в  ф. 

Поэтому  давлен1е  также  заключается  въ  нормальной  плоскости, 


уцкоренш  а&  н&аравлевш  сЕорости  равняется  аро^кцш  на  то  хе 
напрамен^е  раввод'Ъвствующей  акъ  задаваеныхъ  силъ;  получииъ: 


т~=Р^05{Р,ь)*) (380,  а) 

Выражен!»  (37У,  а,  Ъ)  тоже  иогутъ  быть  составлены  прямо; 
ови  выражаютъ  про9кц1В  на  направлен!»  нормалей  А',  и  .№2  р 
действующей  изъ  реакщй  ^^?1  и  ^З^э;  оэначимъ  черезъ  $  велйЧЕву 
и  направлен1е  этой  равводМствующеЙ. 

Составимъ  равенство,  выражающее,  что  сумма  проэкиШ  всЬхъ 
силъ,  вриложевянхг  къ  точб1ё,  ва  нааравленхе  рад1уса  аривизвы 
кривой  равняется  вроэкЦ1в  ускорешя  на  то  же  иа11рав.'1ше,  помяо- 
хевной  на  массу  точки: 

»!-=?' со8(^',р)^-Шсоз(^з,р) (380,ъ)  ] 

Крои'Ь  того,  11уима  провкфй  т'Ьхъ  же  свлъ  на  направлен1е 
бвнорнали  равна  нулю,  такъ  какъ  бивормаль  или  вторая  главная 
нормаль  перпендикулярна  аъ  олосбостн  кривизны  кривой,  а  уско- 
рен1е  движущейся  точки  заключается  въ  плоскости  кривизны. 

0=1' С0Б(>^Ь)+фсО8  ($,*); (380,  с) 

направлев1е  бвнормаля  Ь  предполагается  зд^сь  проведеннымъ  въ  ту 
сторону,  въ  которую  была  бы  направлена  положительная  ось  2"", 
если  бы  положительная  ось  Х"'*  ииЪла  паправлеше  скорости,  а 
положительная  ось   У*"  направлев1е  главвой  норма.!»  (черт.  21). 

Такъ  какъ  ф  заключается  въ  нормальной  плоскости  къ  кри- 
вой, то  какъ  величина,  такъ  в  направлен1о  ея  вполне  опреде- 
ляются ваъ  равенствъ  (380,  Ь,  с). 

Черезъ  одну  и  ту  же  кравую  лииш  можно  провести  безчислен- 
юе  множество  поверхностей  и  эта  кривая  иожетъ  быть  разсматри- 
ваеиа,  какъ  лин!а  пересЬчеюя  которыхъ  либо  двухъ  изъ  нихъ. 

*  I  Средоставляемъ  читателю  убедиться,  что  днффервнцхальвое  ураввевш 
(380,  а  I  есть  то  1^амое,  которое,  въ  случа*  неподвижности  кривой,  получаетсв 
йзъ  лиффереццЗальнаго  уравнен!»  (374)  поол^  исключетя  множителей 


—  231  — 

Если  обЪ  пиверхвоети,  варахаемых  уравнен]Я1и1  (372)  (373) — 
удерхивающш,  то  хы  можеиъ  зан'Ьвить  вхъ  двуна  другими  по' 
верхностлии,  ироходящими  черезъ  ту  хе  кривую  ливш  и  та,кихъ 
варъ  поверхностей  —  беэчиплеаное  янодество. 

Какъ  днффереац1яльное  ураввеше  (380,  а),  тао  и  равенства 
(380,  Ь,  с),  совершенно  не  завнслтъ  отъ  вида  зтихъ  поверхвостей, 
П09Т0ЕУ  иожно,  оставЕВЪ  въ  сторон*  всяв1я  разсухдеяи,  относя- 
П11яея  БЪ  9тииъ  поверкностаиъ,  предположить,  что  шла  кривая 
Лйвк  удерхиваетъ  на  себ^  натерьяльную  точку,  оЕазнвая  реакд1Ю 
Ф  гЬмъ  причинанъ,  который  побухдаютъ  жатерьяльвую  точку  сойти 
съ  этой  кривой. 

Интегрируя  двфферевп1альние  уравнеше  (380,  а),  опредЪликъ 
двихете  точки  во  кривой;  изъ  равевствъ  хе  (380,  Ь,  с)  опре- 
Д'Ълится  реакция  ф  кривой  динги,  заолютающанся  въ  яориаль- 
ной  плоскости  кривой. 

Озвачинъ  череЕ^ъ  Рп  величину  и  ваоравлете  цроэкп1и  силн 
Р  на  норнадьную  плоскость;  величина  ея  равна: 


а  аровкщи  ел  на  направлен1я  р 
ва  гк  хе  направлешя;  п^^этоиу 
представить  такъ: 


]  Ь  равны  проэкп^янъ  силы  ^^ 
равенства,    (380,    Ь,  с)  юхво 


^  1 (381) 

Ф  С08  (ф,й)=         —  Рп  сое  {Рг^,Ь)  I 

Реакщя  $  есть  сила  д'Ьйств1я  кривой  лин!и  на  натерьяльную 
точку  т,  прилохенная  къ  згой  точк1|;  обратно,  силовое  д^йств1е 
точки  т  на  кривую  лин11),  тавъ  называеное  давленге  матерьяль- 
ной  точки  на  кривую  лишю,  предполагается  прилохеаныиъ  къ 
той  точк*  М  кривой,  въ  которой  М  находится  и  предпола- 
гается раввыиъ  и  противополохнннъ  реакщи  ф. 

Поэтому  давлен1е  такхе  заключается  въ  нормальной  плоскости, 


а  величина  и  ваиравлен^е  ег<>  оир(<д'Ёлятсл  аи 
иулаиъ: 

Эти  фчрмулы  выражаютъ,  чх*)  давлеит  В  есгт  равподайствую- 
щая  изг  силы  Р,,  (пр*.'ЭКЦ1и  силы  Е  на  шфнлльиую  плоскость),  и  изъ 
силы  т  —  ,  направленной  противоподпжнп  иавной  нормали. 

Эта,  ваправленшьл  отъ  цевтра  ар[1ви:{вы  крив1)й,  гила  иред- 
ставллвтъ  ту  часть  да.влен1я  точки  на  кривую,  иотораа  вроиз- 
водится  стреилен^енъ  матер ьяльпой  точки  сохравить  напра8лен1е 
своего  ДВИЖРН1Л:  г^ила  эта  нааываетря  шнтробгьжною  силою. 

Реакция  неподвиокной  кривой  линт  есть  равног)гьйетв1/ющая 
изг.  с»ды    равной   и   противоположной  силп  Р^  «  изъ  силы,  \ 
равной  и  противоположной  центроб^ь-жнт}  сиди>. 

(На  чертеж*  21  изображены:  сила  Р»  лин!ею  МР\^,  противо- 
положнал  ей — лин1сю  М(^;  центроб'Ьжная  сила  —  лин1ею  МЦ; 
сила,    цритивош'ложвал    цьвтроб'ЁжвоЁ.  и^шбраж^на  лившею  МК). 

§  53.  Ирни-Ьры  р'^шен1я  воаросовъ  о  движеа1и  патерь- 
яльноб  ТОЧЕН  по  данной  вривой  лин1я. 

Прии'Ьръ  30-й.  Ма-терьяльвая  точка  движется  цо  какой  либо 
веподвижиой  кривой  лив1и,  касательная  къ  которой  из1я*вяетъ 
свое  вавравлев!с  неврерыввынъ  обра;1онъ  вдоль  во  всей  кривой; 
ви1;а|;ихъ  силъ,  крои1Ё  рсакцш   привой,  ве   ириложено  къ  точк1^. 

Бъ  этикъ  случалхъ  движеа1е  удовлетноряегь  ;лаю>ву  живой  силы, 
а  вотону  V  И11'1>|'тъ  постодввую  величину;  дал'Ьс*,  легко  аайдеиъ: 
8=8о+Уо^  если  движен1е  направлено  въ  сторону  возрастающихъ  л. 

Давление  тички  на  Еривую  вриводится  ад'Ьсь  в,ъ  идной  только 
центроб'бжной  сил'Ь,  которая,  всл'Ьл1'.тв1е  постоянства  1:корости, 
обратво  проиорд10Вальва  радЕусу  крнви^^аы. 

Прии*ръ  31-й.  По  какой  либо  кривой  лйн1и  движется  иа- 
терьяльаая  точка,  къ  которой  прия^жева  сила,  направленная  по 
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васательноб,  и  стрекящаяел  приблизить  движущуюся  точку  къ 
ЯЪкотироЯ  точк11  ^0  криво!;  нелячвни  силы  пропорциональна  вели- 
чин* разг,тояв1я  движущейся  точки  отъ  тотки  •%. 

ДифферйН111альное  ураквевЬ  (38'>,  а)  получить  эдЪсь  сл*- 
дующ1й  видъ: 

»(^  =  —  Ш|*5,  когда  1'=^ 

т-т;=      тг^'з,  когда  «^ — з,-; 

такъ  что.  Во  вслЕоиъ  случн'^: 

(Ра  1 

^  =  — ,в^,к. 

Интегралы  этого  дифференшальнаги  уравнения: 

8=^8^п[\^^-\-с),  (;  =  агс81п'^"; 

(ск.  стр.  60,  ирим'Ьръ  8-й). 

Давленш  натсрьяльвой  точки  на  кривую  и  зд'Ьсь  нрииоднтсл 
къ   одной  11,еВТр1|б*ЖН0Й   сил^. 

ирии^ръ  32-й.  Движен1е  гяжелой  точки  по  цкклонд'!!,  ;« о ю чающейся 
въ  ВЁртнкальноЛ  тонкости  ХУ,  я  раеположеиноЯ  тацъ,  иакъ  показаво  па 
чертежахъ  11  н  31  кинелатичесвой  части;  положительная  ось  .^о'*  вм'Ьеп. 
ваправлон1е  сада  тяжести. 

7равнев1я  криво!)  (сн.  ст]).  14  киненатическоЗ  ча«!тн): 

а;=Дш+зти.),  у=й(Ц-со8ш). 

Такъ  кав'1.   иотени^алъ  сяш  тяжести;    С^^тду,  т 
ХИВОЙ  силы  будетъ,  въ  этомъ  случае,  следующее: 

у'  —  У„^=2(?Л(С08ш  —  сон  (!)(,). 


}  выражете  закона 


;■ — Ио'  =  4^-й(ь111^- 
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или 


(см.  стр.  53  и  54  кинематической  части). 
Равенству  (383)  дадимъ  видь: 


^-^о"=21^(«о*-Д (383) 


«=1=/*/2'-«';  г^=^'+ 


АВп 


о   . 


интегрируя  это  уравнеше,  по^[учимъ: 

5=д8ш^«|/  ^+с);  с=агС8ш~ (384) 

Дав1ен1е  на  кривую  состоитъ  ияъ  центроб&кной  силы  и  проэкщи  сижн 
тяжести  на  нормаль  къ  кривой: 

гд^  N  означаетъ  направлен1е  нормали,  проведенное  въ  выпуклую  сторону 
циклоиды.  > 

г 

11о  свойству  циклоды,  уголъ  (NуУ)  равенъ  ^5-  (см*  стр.  54  и  черт.  21 

кинематической  части)  и  рад1усъ  кривизны  вдвое  бол^е  длины  'ЛПЯ'  (см. 
тотъ-же  чертежъ); 


«»  л   -п  Ш 


Такъ  какъ: 


то  I)  выразится  въ  «  сл^дующимъ  образомъ: 

Изъ  выражешя^  (384)  видно,  что  тяжелая  матерьяльная  точка  совер- 
шаетъ  перюдическое  колебательное  движете  по  циклоид:!^,  отклоняясь  на 
разстоятя  +  ^  л  —д  отъ  нижней  точки  циклоиды;  время  Т,  потребное  для 


перехоха  точки   изъ   потхени   в^-^*  9  в^   положенш  а^=~ч,  иди  дда 
обратнаго  движенй,  не  швпситъ  отъ  величины  д  я  равно 


т~../'' 


Први'Ъръ  33-й.  Двихен1е  катерьдзьвой  тяхелий  точки  ио  удер- 
живающей окружности,  заключающейся  въ  вертикальной  плоскости. 

Возьмеиъ  центръ  окружности  за  начало  координагъ,  ось  У"* 
напра&имъ  вертикально  воизъ,  ось  Х*^  горизонтально  въ  плос- 
востЕ  круга. 

По  закону  ХИВОЙ  пилы: 

или 

V'  =  2д(у  —  Ь), (385) 

гд4: 

Величины  Л  яЬ  ия^ють  сл-ЬдующЫ  значев1я.  Если  представить 
себФ,  что  свободная  тяжелая  ватерьяльяал  точка  будетъ  брошена 
снизу  вверхъ  съ  начальною  скоростью  с^,  то  она  аоднииется  на  вы- 
соту Н  надъ  Т'Ьмъ  уроввеиъ,  съ  котораго  она  была  брошена;  еслЕ 
втогь  начальный  уровень  былъ  у=уо,  то  свободная  тяжелая  точка, 
брошенная  вверхъ  со  скоростью  уо,  поднииется  до  уровня  у— Ь. 

Если этотъ  уровень  перес*каетъ  окружность  {т.-е.есляЬ>  —М), 
то  скорость  обращается  въ  нуль  въ  точкахъ  пересЬчешл,  какъ 
видно  изъ  уравнены  (385);  движен1в  совершается  только  по  той 
части  окружности,  которая  ниже  уровня  у=&. 

Если  же  зтотъ  уровень  не  пересЁкаетъ  окружности  (т.-е.  еии 
Ь< — В),  то  скорость  движущейся  точки  не  обращается  въ  нуль 
ни  въ  какой  точк-Ь  окружности;  въ  саноиъ  дФлФ,  полохимъ; 

Ь=—В  —  1, 
гд*  /  бол'Ье  нуля,  тогда  уравнен]е  (385)  нолучитъ  сл'Ьдующ1й  видъ: 

и'=2д(у+Е+1), 
а  отсюда  уже  ясно  видно,  что  I'''  не  обращается  въ  нуль,  шжа  точка 


IV. 53. 
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ч)стается  на  окружности.  Въ  дтикъ  случалхъ  движете  совершается 
по  всей  окружности  безъ  остановокъ  и  безъ  перемены  наоравле- 
шя  скорости. 

Эти  два  рода  случаевъ  разсмотримъ  отдельно. 

I.     Ь>  — Б. 

Означимъ  черезъ  ф  уголъ,  составляемый  радхусомъ  векторомъ 
движущейся  точки  съ  положительною  осью  У^''"',  тогда  уравнбН1е 
(385)  получитъ  сл4дующ1й  видъ: 

В'  (^)'=2(/(2гс08ср  —  Ь), (386) 

или: 

2г'(д|)'=2^1г(со89  — С08р)=492г(8Ш^|  -  8Ш^|), 

гд4: 

^     ь 

Та^ъ  кавъ  уго^ъ  <р  не  коакетъ  быть  бол:Ье  ^  и  не  иожетъ 
<(ыть  мев^е  ( — р),  то  выра^нмъ  синусъ  половины  этого  угла  ^^' 
дующижъ  образомъ: 

I*  '  - 

/ 

81п|=зш|вшт);  ........ .  (387) 

тогда  будетъ: 

|.^=28ш|со8п.^;...,........(388) 


С08 


дифференщальйое  же  уравнен]б  (386)  получитъ,   посл'Ь  надлежа- 
щихъ  сокращешй,  сл'Ьдующ1й  видъ: 


(1— 8Ш'|81П^Т1) 

ИЛИ  по  извлеченш  корня  и  по  отд'Ьлен1и  переи'Ьнныхъ: 


гЬ|/"1  — 8т'|8ш% 


==Шу^ (389) 
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Корень,  находящШея  въ  знаменателе  иервой  части,  не  обращаетсл 
въ  нуль  ни  при  каки^ъ  д'Ьбствите.тьны:;ъ  величинахъ  11,  если  только 
р<я,  «  потопу  этотъ  корень  долхенъ  сохранять  г,вой  заакъ  во  вге 
время  двняенхя;  изъ  9Того  сл'Ьдуетъ,  что  и  янаьъ  дифферевфала  '1ц 
огтаетгя,  во  все  время  двйжев1я,  полтоянныиъ;  заикъ  этотъ  'шрадф* 
лится  йзъ  равенства  (388),  нримЁненалго  къ  начальному  моненту. 

Въ  это  равенство  входить,  однако,  н'Ьпоторая  В1«личива,  ко- 
торой 1Н  мохенъ  придать  знакъ  плюсъ  или  иннусъ,  по  желаш'ю, 
эт"  именно: 


если  же  ми  условим1У1  придавать  атов  вели^ин^Ь  тотъ  же  с^амый  знакъ, 
какой  им^етъ  величина  ■во',  то  тогда  знакъ  величины  -цц',  сл'Ьдова- 
тельяо  и  производной  у|'  будетъ  во  всЬхъ  случаяхъ  и  всегда  — 
положительный;  тотъ  же  самый  знакъ  долженъ  будетъ  ии*Ьть  и  ко- 
рень знаменателя  первой  чагти  диффе|)енц1альнаго  ураннеН1Я  (389). 
И  тапъ: 

»1о<^-   если  Ф|/>0, 
г)„>~,  если  '^)и'<0; 

уголь  ч]  непрерывно  возрастаетъ  отъ  своего  начальнаго  знач('Н1я 
и  закоиъ  возрастав!я  выражается  равевствомъ: 


,=  ^/ 


Чтт 


.  (390) 


'=  /  ?(^'(ч.  *Ь1 4)  -Р[щ,  вш  ^)), (391) 

гд*  Р{г\,к)  есть  тотъ  самый  яатогралъ  (формула  (346)),  который 
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встр-Ьтилсл  намъ  при  р4шен1и  првнФра  27-го;  разница  заключается 
только  въ  вкражевш  величины  к,  которая  зд^сь  равняется  а1п~' 

Въ  прнй4р4  27-мъ  были  доказаны  в*которыя  свойства  инте- 
грала Дт|,й;),  а  зат4мъ,  ва  осаованш  этихъ  свойств'Ь,  оказалось  | 
возможнымъ  получить  понятие   о  пер1одичоскомъ  характер*  дви- 
жев1я;  то  же  самое  иожетъ  быть  сд1^дано  и  вд^сь. 

Изъ   формулы    (387)   видно,    тго  сл'Ьдующикъ  величивииъ  ■>] 
соотв^тствуютъ  м'Ьдующ1л  величины  !р: 


когда  7]  =  0,   ^ ,  к,  - 

".  2".  ".^',1 

тогда  ч)=0,  р,  0,   - 

-?,  0,  р,  0,   -р 

а  такъ  какъ  ^  взи11няется  непрерывво,  то  рад|усъ  векторъ  точки 
совершаетъ  Еачав1я,  отклоняясь  на  угодъ  р  въ  положительную  сто- 
рону и  на  такой  же  уголъ  —  въ  отрицательную. 

Изъ  того  свойства  интеграла  (346),  которое  выражается  ра- 
венствоиъ: 


Р{7^+-,к}=Р(■^^,к)+п^,}с). 


.  (348) : 


сл4дуетъ,  что  переходъ  точки  изъ  одного  крайняго  положешя  В 
(черт.  22)  въ  другое  Д,  или  обратный  переходъ  изъ  Д  въ  В, 
совершается  въ  течев1и  промежутка  вреиеви 


Т=/|7.'(,,.т|). 


И  что  такое  же  время  потребно  для  движеЕ!в  отъ  середины  дуги  | 
5о  до  одной  изъ  крайвихъ  точекъ  и  обратно  въ  5„. 
Изъ  свойства,  выражаенаго  равенствомъ 


1'{ж,к}=2Р[^,к) 


■  (349) 


сл4дуетъ,  что  матерьяльная  точка  совершаетъ  переходъ  отъ  точки  I 
5о  до  одной  изъ  крайнихъ  точекъ  въ  теченш  времени  ^;  столько! 
же  времени  тробуетъ  и  обратное  движете. 
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Дал1|е,  изъ  свойства  ($48)  и  на  основан)»  фориулъ  (387) 
91)  сл'Ьдуетъ,  что,  если  въ  н^110торый  иоментъ  времени  ра- 
Д1усъ  векторъ  ОМ  (черт.  22)  отклоневъ  на  уголъ  1р  отъ  верти- 
Еальаой  линш,  то,  по  истечения  промежутка  времени,  равнаго  Т, 
онъ  будетъ  отклопенъ  на  уголъ  ( —  ?),  то  есть,  на  тотъ  же  самый 
уголъ,  но  по  другую  сторону  отъ  вертикальной  лиши;  значить,  въ  те- 
чен1Е  атого  промежутБа  времени,  матерьальная  точка  совершить  дви- 
1ен1е  отъ  Ж  къ  5  и  отъ  В  къ  М■^  или  отъ  МъъВхЪ  отъ  В^  къ  М^. 
Величина  ароиехутка  вреиеии  Т,  называемая  продолхитель- 
ностью  размаха  круговаго  маятника,  вычисляется  по  формуле: 


Т=Ч'/ 


•л 


Прии'Ьнивъ    къ  подъивтегральвой  фувкфи  следующее  разло- 
хеше  въ  рлдъ: 

(1-^Г^  =  1+|^"+й^'+5х|^'+ ■ 

(гд*  X  надо  заменить  произведен^еиъ  81п^81Пт1),  и  прянявъ  во 
внимание,  что: 


/ 


31П''"7]ЙТ1: 


_1.3.5....(2«-1)  « 
3*1  2» 


долучигь  следующее  выряхете  для  Т: 

г  2'="/|[1+(5)'й»'|+(Й)'""*1+ ]■  •  •  (394Г 

При  достаточно-маломъ  ^  можно  ограничиться  двумя  первыми 
I  таенами  этого  ряда. 


IV  ^а 
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Если  же  уголъ  этотъ  столь  малъ,  что  можно  положить: 

зт^=у8ш1  , 

гдф  р''  означаетъ  число  секундъ,  заключающееся  въ  этомъ  угл%, 
то  Т  выразится  такъ: 

Т=.  /1(1  +^%ш'^  1") (395) 

II.     Ь<—В. 

Полохииъ  Ъ-=  —  ^ — 2,  тогда  уравнеЕ1е  живой  силы  получитъ 
сл^дующ1й  видъ: 

г;'=2^(Бсо8<р+7г+0, 
илш  . 

отсюда,   по   И8влбчен1и   корня,   до  отдЪлен1И  перем'Ьнннхъ  й  по 
интегрироваши,  получицъ: 

г=±,    ^        /-^=^Ш==, ....  (396) 


7/1 


гд%  знакъ  плюсъ  долженъ  быть  взятъ  въ  тФхъ  случаяхъ,  въ  ко- 
торыхъ  начальная  скорость  направлена  въ  сторону  увеличиваю- 
щихся <р9  ^  знакъ  иинусъ  —  въ  случаяхъ  противоположнаго  на- 
правлешя  начальной  скорости. 

Изъ  этого  равенства  видно,  что  уголъ  ср  непрерцвно  возрастаетъ 
или  убываетъ  и  что  возрастав!  е  угла  <р  на  2?:  совершается  въ 
течен1и  времени: 


тс 
2 

У_      ^        р  ^л  (397) 

2л  -{- '  * 


2 


■■■л  4 
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тикъ   что  въ  точен!!!  этого  времени  точка  пройдетъ  век»  окруж- 
Ц'Ють  одипъ  рааъ. 

III.     Ь  =  —  Е. 

Если  иоложииъ  |'1=т:  въ  случаяхъ  I  рода  «ли  /=0  еъ  слу- 
чаяхъ  II  рода,  то  лолучвиъ  формулы,  выражающгя  движенк, 
совершаемое  иат*рЫ1Льною  точною  въ  томъ  иуча1Ь,  когда  Ь=^  —  В; 
такъ  какъ 


Л 


то  равенство  (396)  полу.итъ,  ири  /=0,  сл4дующ!й  ьидъ: 


^=^/|.о, 


.*ё 


.  (398) 


гд*  верхн!й  знакъ  должепъ  быть  взятъ  при  <р'о>0,  нвжнзй  — при 
<р'й<0. 

Если  ^'о>0,  то  ср  возраетаетъ;  это  возрастан1е  стансвитсл 
все  бол'Ъе  и  бол'Ьо  кедленнынъ,  по  м'^р'Ь  ириближсо!»  бъ  т:;  иаъ 

(398)    видно,    что    при    у  =  7Г,    (=со. 

Если  ср'(1<0,  то  а  убываетъ  и  быстрота  убыван1я  становится 
все  мен4е,  по  ж'Ьр'Ь  приближения  еъ  ( — я);  взъ  (398)  видно, 
что  тогда  при  '^= — и,  ^=со. 

Во  всякомъ  случае,  при  Ь= — й,  движущаяся  точка  ассяин- 
тотичоски  ирвближаетсл  въ  высшей  точк'Ь  окружности. 

Прии'Ьръ  34.  Кривая  та  же  самая,  что  и  въ  предыдущем! 

ырвм'Ьр'Ь,  но  она  предаолагается  теперь  неудерживаюдею  для  пе- 

I  рем^щенШ  матерьяльной  точки  виутрь  площади,  ею  огравичивае- 

I  мой;  определит!.  иЬсто  скода  тяжелой  натерьлльной  точки  съ  втоВ 

I  окружности  и  дальпМшее  движение. 

Согласно  съ  услов1ями,  сд'Ьланвыми  въ  начал*  параграфа  34-го, 
вапишеиъ  уравнев1е  неудержи ваю щей  кривой  сл^дующинъ  обра;1онъ: 


зат-Ьвъ  составимъ 
Зд'Ьсь: 


ыражеше  для  ^  цо  формул*  (317)  (§  40). 


-Х=0,    У=шд,  I 


^Г- 


Ч=— 2. 


л:=л 


=  —2//,  ^/^—2В, 


.  (399)1 


Но  двкжев'ш  точки  удовлетворяетъ  закоку  живой  силы: 
а  потому: 


За  г        2 , \ 


.  (400) 


Изъ  уравйен1Я  живой  силы  видно,  что  у  не  можетъ  быть  менФе  Ъ. 

Поэтому,  если  6>0,  то  разность  (ц — ^Ь)  не  иожетъ  быть 
неиФе  -^Ъ;  сл-Ьдоватсльно,  при  Ь>0  точка  движется  по  кривой  ли* 
Н1И,  не  оставляя  ел;  есш  они  привр^плена  еъ  концу  гибкой  не- 
растлжимой  нити,  другой  конецъ  которой  прикр*пленъ  къ  началу 
координатъ,  то  нить  остается  натянутою  во  все  время  движешя; 
величина  аатяжешя  нити  равна  2^^. 

Если  Ь<0,  но  ^Ъ> — Д  то  X  обращается  въ  нуль  при: 

(уровень  ,у=у1  ниже  уровня  ;/=Ь,  если  Ь<0),  а  при  дальн'Ьй- 
шеиъ  движеши  точки  по  окружности,  ?.  должно  сделаться  от- 
рицательнынъ;  поатоиу  въ  точк*  окружности:  | 


-у-11'. 


4-6'     91  = 
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движущаяся  точка  оставить  кривую  и  станетъ  описывать  а^Ьки- 
торую  иараболу,  кясательвую  къ  окружв^^сти  въ  этой  точк*. 

Оиред^йиъ  видъ  этой  параболы  и  двихев1е  иатерьяльвой 
ТОЧЕН  посл-Ь  того,  кикъ  она  оставитъ  окружность. 

Пусть  ^1  есть  конентъ  вренепи,  въ  который  движущаяся  точка 
оставляегъ  кривую;  въ  этотъ  иоментъ  скорость  движущейся  точки 
мн'Ьитъ  а'Ьдующую  величину  и  сл^Ьдующив  направлрн|е: 


*1  = 


У    ть    С05((^,Х}  = 


_2    Ь 


Свободное  движен1е  точки  будетъ  следующее: 


ВЫСШ1Й  уровень,  до  котораго  она  достагяетъ,  будетъ  ниже  уровня 
у^Ь,  а  именно: 

На  чертеж*  23-мъ  лив1а  ДБ  изображаетъ  уровень  у=Ь, 
дитя  КхК — уровень  у=:^Ь,  точка  С — высшую  точку  иара- 
<5олы,  точка  I) — м-Ьсто  встречи  параболы  съ  окружностью. 

Если  Ь<0  и  ^Ь< — Е,  то  тогда  разность  (у—  -д-Ь]  остаетгл 
положительною  при  всякоиъ  роложея1и  точки  на  окружности,  а 
потому  движущаяся  точка  нигд*  ие  сойдетъ  съ  окружности. 

11рим4ръ  35.  Та  же  окружность  предполагается  неудержа- 
вающею  для  перем'ЬщошИ  матерьяльной  точки  внаружу  круга; 
ооред'Ёлить  мЪсто  схода  тяжелой  натерьяльной  точки. 

Въ  этоиъ  случае  уравнение  круга  сл'Ьдуетъ  писать  такъ: 


?.= 


27?» 


(401) 


Изъ  этош  выражен1я  прлио  вядво,  что  на  нвшней  пол;сфер11. 
точка  находиться  не  южетъ. 
Иэъ  выражсвш  хе: 


"2Л'Ч 


-4^ 


мияно  заключить  сл'Ьдующее. 

Если  Уо<Р  и  притомъ  «/о<^й:  ТО  X  будотъ  боЛ'Ьн  аула  да 
т'Ьхъ    поръ,    пока   движущаяся   точка   не   опустятся    до   уровня  - 
У'=-~Ь;  на  этояъ  уровне  точка  сходить  оъ  окружнасти  (ом.  черт. 
24-й,   на  которомъ   точка  Л    изображает!  начальное  положен1в  1 
движущейся  точки,  лин1Я  К1К — уровень  ^  =  -з?>)- 

Е1'ди  «/о=  3  Ь,  то  движущаяся  точка  оставляетъ  окружность  уже  ' 
иъ  вачальновъ  своенъ  полокенш,  если  скорость  ея  направлена  вназъ. 

Если  Уа>ъЪ,  то  движущаяся  точка  оставляетъ  окружность 
съ  сакаго  начала  движев1Л,  какъ  при  направлен!»  начальной  ско- 
рости ВНЙЗТ),  такъ  и  при  направлпнЫ  ея  вверхъ. 

§  54.  Во11|1огы  и  задачи  о  двви;еп1н  несвободной  ма- 
терьяльион  точки,  который  могутъ  быть  приведены  къ 
оаредЁлеи110  отногиюьнаго  дниженЫ  точки  но  отиоше- 
и1|0  къ  некоторой  движущейся  сред11 

Задачи  о  движен1и  матерьяльной  точек  ио  даниой  движу- 
щейек  поверяности  или  лин1И  могутъ  быть  11^Ьшены,  или  такъ, 
какъ  показано  выше,  или  еще  сл1Ьдующ11нъ  образомъ. 

Предстанимъ  себ*  движущуюся  среду,  которой  привадложитъ 
даниая  поверхность  илн  лин1я,  в  составииъ  дифферевц1альиыя 
уравнен1Л  отнисительнаго  движеН1Я  матерьяльной  точки  по  отио- 
гаеи1ю  къ  этой  сред*;  ивтегрярул  эти  даффореиц1альныя  уравне- 
на,  Н11Вдемъ   р*шен1е  зад^^чв. 


I         Если  дпижущаяся  поверхность  аля  лишя  не  язя'Ьвяетъ  своего 

I  нада,   то    среда   будетъ    пеизи'Ьвдехал,   некзп'Ьвно   связанная   съ 

I  этою  поверхностью  ила  лив1ею. 

I         Дифференц1альвыя  уравпен1я  относ ительнаго  движения  весво- 

[  бодвой  яатерьяльной  точки  будутъ  отличаться  отъ  дифференц1аль- 

I  яыхъ    ура8нен1й   (233)   (стр.    149 — 150)  т^яъ,  что  теперь  во 

[  вторнхъ  члстяхъ  уравнений  будугь  заключаться  еще  члсво: 

выражающее   суииы  проэкц!!  ва  оси  Е,  Т,  2  реакд1й  поверхностей 

*,(=,.,,  ;)=0,  Ф,(;.-^,с)=0, 

[  образующихъ  свонмъ  нересЬчешеяъ  ту  лин1ю,  по  которой  должна-- 
Г  двигаться  ватерьяльная  точка. 

I         Если  нзтерьяльная  точка  ограничена  въ  своенъ  движрш'н  не- 
I  гладкою  поверхностью: 

Ф{г,  т],  :)=0, 

то  во  вторыхъ  частяхъ  дифференшальныхъ  ураБвев1й  отногитель- 
I  наго  двяхетя  должны  будутъ  заключаться  гл4дующ1е  члены: 

Прим'Ьръ  36-й.  Матерья.|1ьяая  тяжелая  точка  движетгя  по  лин1и, 
составляющей  съ  горизонтомъ  уголъ  .];  эта  лишя  движется  поступа- 
[  тельно,  причекъ  вс4  точки  ея  движутся  вертикально  съ  оогтояниымъ 
I  усаорев1екъ  7  по  положительной  оси  2,  направленной  внязъ.  Въ  па- 
ча.!^  движения  {т,-е.  при  ^^0)  скорости  всЬхъ  точекъ  лиши  равны 
1аулю;  вг  этотъ  иоиеатъ  матерьяльная  точка  находилась  въ  точк* 
\Ю  движущейся  лин1и  и  абсо.тютвая  скорость  оя  была  равна  нулю. 


}.= 


т1^ 


2Л'" 


(401)1 

I  нвжвеВ  пилусфвр1к.  1 


Иаъ  9тог1>  выражешя  врлмо  видво.  что 
точка  ваходиться  не  ножс'тъ. 
Шъ  выражов1а  же: 

полно  заключить  сл11дующее. 

Если  У(,<0  и  притовъ  Уо<-^Ь,  то  X  будегъ  бол*»;  нуля  до 
т4хъ    иоръ,    иоаа   движущаяся   точка   не   опустится    до   уровня  ', 
у=-Ь;  на  этомъ  уровн-Ь  точка  сходитъ  съ  окружности  (см.  черт. 
24-й,    на  котороиъ   точка  Л   изображаетъ  начальное  положен]^ 
движущеййя  точки,  лиа1я  КхК — уровень  у  =  -^ь]. 

Если  г/о=  3  ^>  ™  движущаяся  точка  оставляетъ  окружность  уже  • 
въ  начальноиъ  своенъ  полож(;нш,  если  скорость  ея  направлена  вназъ. 

Если  Уд>^Ь,   то  движущаяся  точка  оставляетъ  окружность  ' 
съ  саиаго  начала  движен1Я,  ка1:ъ  при  направлев1И  начальной  ско- 
рости ввизъ,  такъ  и  при  иаиранлрН1И  ея  ввррхъ. 

§  54.  Во11|1осы  и  задачи  о  двнжснш  пс(-во5«днои  ма- 
терьяльноб  точкн,  которыя  могутъ  {»ыть  приведены  къ 
опрсдкленш!  отиосительпаго  Д11пже1мя  точки  по  отяоте- 
ц||0  къ  и'Ькиторой  движущейся  сред'Ь 

Задачи  о  движен]и  иатерьяльной  точки  по  данной  движу- 
щееся поверхности  или  лив1и  йогутъ  быть  р'Ьшевы,  ил»  такъ, 
какъ  показано  ввше,  или  еще  сл'Ьдующииъ  образонъ. 

ПредставЕмъ  себ4  движущуюся  среду,  которой  принадложятъ 
данная  поверхность  или  линш,  и  составяиъ  Д11ф|1|ереиц1альныя 
ураввен1я  отиосвтельваго  движения  матерьяльвой  точки  по  отно- 
шению къ  этой  сред*;  интегрируя  эти  дяффвренц1альныя  уравне- 
ния, Н11.йдеиъ  р'Ьи]1.'Н1е  зад;<ча. 


7 


^■- 


Если  днижущаяся  поверхность  или  лиатя  не  яам-Ьняеть  своего 
Г«идл>   то    среда   будетъ    ненэи'Ьвлемая,  неизи'Ьнно  связагяая  еъ 
этою  ооверкаостью  или  .1ив1сю, 

Дифференц1альныя  уравнен1я  относительнаго  двияен1я  несво- 
I  йодной  матерьяльной  точки  будутъ  отличаться  отъ  дифференщаль- 
нахъ   ураввеп1Й    (233)   (стр.    149  —  150)  т-Ьяг,  что  теперь  во 
вторыхъ  ча.о.твиъ  ураввев1В  будутъ  заключаться  еще  члены: 


9^+^ 


выражающ1е   суимы  продкп!!!  на  оси  "Е,  V,  2  реакшй  поверхностей 

Ф,(:,-,],  .:)=0,  Фа(;,т1,  ;)=о, 

Ь  «бразующихъ  своимъ  Т1('рвс*чея1енъ  ту  лин1ю,  по  которой  должна-ч 
[  двигаться  натерьяльная  точка. 

Если  натерьяльпая  точка  'гравичсна  въ  своенъ  двих<>Н1И  нр- 
'  гладкого  поверхностью; 

во  вторнхъ  частлхъ  двфференц1альпяхъ  уравнеН1Й  относите,ть- 
^наго  двихешя  должны  бщтъ  заключаться  гл'Ьдующ^е  члены; 


''д^       *^''     и    («' 
дФ       ,  ,/гт  Ш  /К 

Прия^ръ  36-  й.  Матерьяльная  тяжелая  точка  движется  по  лин1Я, 
составляющей  г,ъ  горазонтомъ  уголъ  .1;  эта  лин1я  движется  поступа- 
тельно, причеиъ  вс-Ь  точки  ея  движутся  вертикально  съ  постоявннмъ 
уекоретемъ^*  по  положительной  оси  И,  иаправленной  внизъ.  Вт.  иа- 
чал4  днижен1я  (т.-е.  при  ^=0)  скорости  вс+хъ  точекъ  лиши  равны 
^  ^дю;  въ  этотъ  моментъ  иатсрьялная  точка  находилась  въ  точк-Ь 
1^0  движущейся  лиши  и  абсолютная  скорость  ея  бнла  равна  нулю. 


Возьмемъ  положительвую  ось  1'  по  направлен!»  лин1и,  внизъ;  ось-  | 
—  перпендикулярно  къ  лин1и,  вверхъ,   Уравнен1я  лаи1и  будутъ: 

,;=0,  ==0. 

Двфферева1альныя  уравнев'|я  движен1я  будутъ: 


д  С09  ^+  \  +  1Щ  соз  ^. 


0=- 

Второе   изъ   этихъ  уравнешй  опред'Ьляетъ  реавцш  по  поло- 
жительной  оси    2 ;   раввое   и   противоположное  реакши  давлеш&  | 
иатерьяльной  точки  на  лин1Ю  равно: 

1)^т{<1  — ;)спз.7. 

Если  У  есть  величина  положительная,  то  ато  да1!лен1е  мев'Ье 
давлев1'я  тдсоа^,  производимаго  в^Ьеотъ  точки;  если  же  ^  будетъ- 
величиною  отрицательною,  то  давление  будетъ  бол'Ье  в'Ьса  точки; 
следовательно,  при  равнои^рно-уекореннотъ  движен1И  лиши  сверху 
ввизъ  давлен1е  матерьяльной  точки  на  лин1ю  уненьшается,  а  при 
раввом'Ьрно-ускоренномъ  движении  снизу  вверхъ  —  увеличивается 
сраввительно    съ   давлеюеиъ.   производимяиъ  тою  же  точкою  на 

неподвижную    ЛНН1Ю. 

Первое  изъ  предыдущихъ  уравпонЙ,  по  сокращен1и  ва  т  и 
по  интегрироваши,  даетъ  законъ  движен1я  точки  по  прямой: 


_(о-з) 


('в1и  ^; 


это  —  равноускоренное  двнжен1е  съ  ускорев1емъ  (д — ^^■)8ш7;  если 
_}  будетъ  болФе  е/,  то  точка  будетъ  подниматься  вверхъ  по  лишн. 

Прим'Ьръ  37-й.  Движен!е  «атерьяльной  тяжелой  точки  по 
какой  бы   то  ни  было  кривой  лив1й  движущейся  поступательно. 

Относительное  движен!!"  иатерьяльной  точки  совершается  такъ, 
какъ  совергаалось  бы  абсолютное  движен1р  по  той  ж**  неподвижной 
кривой  ЛИН1И,   если   бы,   кром*  силы  тяжести,  была  еще  прию- 
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хева  къ  ютерьяльной  точе'Ь  иолн,  раввил  ти^  в  оротивооолох- 
иая  уен,0})енгю  м>„  точки  Ю. 

ирш'Ьръ  о8-й.  Движев1е  тяхелой  яатерьлльной  точкн  по 
прямой  ЛПН1И,  привадлежящей  неиэи^няеноЗ  сред1Ё,  вращающн&ся 
равним'Ьрао  вокругъ  гори.чонтальной  осг. 

Проведеиъ  кратчайшее  разстолн1е  между  осью  вращешя  и  дви- 
кущеюся  Лйа1ею  в  возьнеиъ  веподрихнай  ковецъ  его  О  за  начало 
неподвижнвхъ  осей  аоордвватъ,  а  тотъ  Еовецъ  его,  Боторый  ва- 
ходитгя  на  движущейся  лин1и — за  начало  Ю  коордиаатныхъ  осей 
3,  Г,  2;  за  положительную  ось  Г  возьмешь  продолжение  направле- 
шя  ОЮ  (си.  черт.  25),  ось  Е  расположииъ  но  данной  лиа1и, 
ось  Х"""  по  направлешю  оси  вращешя  и  угловой  скорости,  а  ось 
У°"  вертикально  вгвзъ.  При  такомъ  выборе  осой,  ось  Т  будетъ 
заключаться  въ  вертикальной  плоскости  ^^,  ироведенной  черезъ 
ось  У".  Черезъ  точку  Ю  вроведемъ  ннвравлев1е  ЮХ'  парал- 
лельное положительной  оси  -Х"*;  пусть  ^  есть  постоянный  уголъ 
"Е-ЮХ',  образуеяый  направлен! л» и  осей  X  т  Е.  Плоскость  РР, 
проведенная  черезъ  направлен1я  Юе  и  ЮХ' ,  перпендикулярна 
къ  направлен!*)  ОЮ^,  а  потому  въ  этой  плоскости  заключается 
ось  Ю2. 

Угловая  скорость  направлена  по  оси  Х""  или  по  дин1и  ЮХ , 
поэтоиу  нройкд1и  ея  на  цодвихныя  осв  равны: 


/»  =  щС08</,    5  =  0,    /■  =  - 


10  аи  ^. 


Ускорев1е  точки  Ю  направлено  по  ЮО  я  равно  ыЧ,  если  I 
означаетъ  длину  ЮО,  поэтому: 

'«;„с08{г1'щЕ)  =  0,   г1'«,со8{и)„Г)=  — ш"?,  м'„со8(г*'„2)  =  0, 

Реакщя  ф  прямой  лин1И  заключается  въ  плоскости  2Г. 
Прозкщи  силы  тяжести  на  направлен1в  оси  Г  и  на  направле- 
н1е  ЮК  (ЛИВ1Я  перес'Ьчен1я  плоскостей   ^^  и  РР)  равны: 


Т^)й^^со5(и^ 


-  тд  51П  ш(, 


шпг- 


гд*  оЛ  есть  уголъ   УОт;  иоэтому  ороэкщи  силы  тяжести  гта  на- 
правлев!я  осеЗ  3  и  2  равны: 

2  —  —  т(/  ш  (0^  31П  ^,  2  =  —  ?>1д  8111  ш^  соз  /. 

Кром'Ь  того,  такъ  какъ  матсрьлльнал  точка,  движется  по  оси  3, 
то  1)  и  С  равны  нулю. 

СоЕтавииъ  теперь  диффорепц1альныя  уравпетя;  они  будутъ 
сл1(ДуЮ1Д1л: 

т5"  =  —  1пд5^п^з\аи,^-\-тш'^5Vа.^^,  .  .  .  (402,  я) 

0=ЧЗсо8{ф,Г)4-и«/со8ш^-^тш7+2тс1.^'аш /. . .  (402,  Ь) 

0  =  ЗЗс05(-Ф,2)  —  т(^^:.(^&^т\^аЬ-\-1V^а\%т^^.т^.  (402,  с) 

Интегрируя  первио  иаъ  этахъ  уравнен1Й,  иолучимъ  виражен1в 
движеп1я  точки  по  прямой;  второе  и  третье  уравнен1я  послужатъ 
для   опред'Ьлев1я  величины  и  на11равлен1я  реаЕц{и  прямой  лпши. 

Сохратинъ  уравненш  (402,  а)  Еа  ш  и  иоложимъ: 


и.;, 


тогда  это  уравиов1е  получитъ  сл'Мгю1Д1й  вадъ: 
■/"  =  {и,5т7)'-/. 


(403) 

Интегрирован1е  такого  ураввешя  показано  на  страницахъ  63-8 
и  64-й  этой  части;  зам-Ьнивъ,  въ  выражении  (72),  к  —  величи- 
ною   и>5т./,Г( величиною   Хо=:&|    и    а  — всличипою    XV 


получняъ  следующее  р'Ьшен1е; 


Ч1П./ 


=  ?о- 


ек(л. 


~Ы 


•а'  1  -{-ат''^ 


+{.. 


■  (404) 


Если  5^=0  и  х'о  =  0,  то  движев1е  матерьяльнлй  точки  аи 
оси  2  будетъ  колебательное  по  обЬ  стороны  точки  Ю,  такъ  какъ 
тогда  внраяен1е  этого  движеЕ11я  будетъ  сл-Ьдующео: 


Е=,^ 


7  ЗШ  и)(. 


I 


Ни  это,  ва  общее  выражен1е  (404)  ве  заключаютъ  въ  соб* 
величинн  1;  следовательно,  движение  точка  по  оси  3  не  завиентъ 
отъ  раз(;тояп1я  этой  прямой  лап!н  отъ  оси  врнщен1я. 

ПривсЬръ  39-й.  Тяжелая  точка  движется  по  прямой  лин1н, 
находящейся  въ  плоскости  истияяаго  горизонта  некоторой  точки 
Ю  зеипоЙ  поверхности,  пренебрегая  тЬии  же  величинами,  еикъ  и  на 
стрявиц'Ь  166,  определить  проэкц1ю  па  горкзонталЁную  плоскость 
давлеп1й,    производияаго   движущеюся  точкою  на  прямую  лив1ю. 

Давлен1е  движущейся  точка  на  прямую  равно  и  противопо- 
ложно реакции  прямой;  о^-^аачимъ  череиъ  Вх  прорк1ию  давлен1я  па 
горизонтальную  плоскость;  наараялен!е  1)1  должно  быть  1 
дикуллрно  БЪ  направленш  нрян^'Ё. 

Относя  положен1е  дкижущейся  точки  къ  т^мъ  самыяъ  ослмъ 
$,  V,  3,  которая  были  выбрани  нами  на  страниц*  159  при 
раземотр'Ьши  прим-Ьра  21-го,  означииъ  черезъ  г,  т)  координаты 
движущейся  точки  (з=0)  н  черезъ  |Э  ■ —  азияутъ  прямой  лин!н; 
этотъ  азимутъ  мы  будегь  отсчитывать  отъ  положительной  оси  Ж 
къ  положительной  оса  Т. 

Ес1д  направлен1е  давлен1я  2?,  будетъ  ан-бть  азимутъ  Н-1-^  К 
то  цроэкп1Н  А  на  оси  3?  и  Т  будутъ  равны: 


-1>18111Р,  1),С0513; 


если  окажется,  что  Вг  есть 
значить,   что  оно   ия^етг  вя1 
котораго  равеаъ  [^ — ^• 


отрицательная,  то  это  будетъ 
1е  противпноложное,  ааикутъ 


Чтобы  Роставить  лифф|'р1'нц111льныл  урйвнешя  движешя  точки 
по  данной  прямой,  въ  которыхъ  отброшены  члены,  заключа10Щ]е 


возьмемъ  дифф'^ревщальныя  уравнен1Я  (252)  и  првбавимъ  къ  ихъ 
вторымъ  частямъ  проэкцш  реакц1и  прямой  на  оси  коордиаатъ; 
проэкщи  реакцк  на  оси  X  и  Т  будръ  равны: 

иоэтому  первыя  два  диффоренц1альныя  уравнеюя  будутъ  слЬдую- 
щаго  вида: 

тx"=^^^з\п^^  —  2т,<лг],'  8111 Д 
тт1'^=  — Д  СП8  Э  +  2т<иГ'  310  Д. 
Но  движение  точки  совершаигся  но  данной  арямой  лин1и.  ноэтону: 
г=5С1'8р,  -ч^ззшр, 

если  5  означаетъ  разстоян1е  движущейся,  точии  отъ  точки  Ю; 
всл'Ьдств1е  этого  предндущ1я  уравнения  получать  такой  видъ: 

т5"соар=     (Й,  —  2даш,ч' аи  Л)  8111  р 

Н(и"  8111  (5  = (/л —  2т.шй'йй1  Д)  С08(Э. 

Уннохивъ   первое   иаъ   этихъ    уравнешй   на  со8^,  второе  на 
8ш^  и  слохивъ,  получишь: 

^"=5  =  0; 

ЭТО  выраааетъ,  что  движете  точка  совершается  (по  крайв&й  м4р'Ь 
близъ  точки  Ю)  равномерно. 

Поел*  этого,  изъ  предыдущихъ  уравнений  сл*дуетъ; 


1)-1=2та>з  т\  X  . 


.  (405) 


Если  «'  есть  величава  положительная,  то  и  Вх  будетъ  вели-. 
чиною  положительною,  то  есть  наара1|де111е  его  будетъ  ин4ть  азя- 
иутъ  (ЭЧ-о"),  стало  быть  {{вижушдяся  точка  давгипъ  вправо  на 
линт,  по  которой  ома  движется;  давлете  это,  происходя- 
щее вслтьдстте  вращешя  земли  вокрца  оси,  пропорцгонально 
«еличинп  скорости  точки  и  синусу  истинной  широты  муьста: 
но  не  зависитъ  отъ  азимута  '?. 

Прим^ръ  40-й.  Движен1е  тяжелой  иат«рьяльвой  точки  во 
наклонной  илоскости,  равном'Ьрио  вращающейся  вокругъ  верти- 
кальной оси. 

Пусть  ^  есть  уголъ,  составляемый  наклонною  плоскостью  съ 
горизонтальною  плоскостью.  Воаьмеиъ  за  точку  Л)  —  точку  пере- 
с1(чев!Л  вращающейся  илоскости  съ  осью  вращеН1я;  положительную 
ось  Т  направииъ  вни,1Ъ  по  ЛЯН1И  наибольптго  наклона  по  плос- 
кости, ось  2  перпендикулярно  къ  плоскости,  вверхъ;  ось  2  будетъ 
тогда  горизонтальна. 

Полохншъ,  что  угловая  скорость  ш  направлена  вверхъ;  проэкц!в 
ел  на  подвйжлыя  оси  будутъ  равны: 


р=о,  ^= 


Ш81П./,    ; 


ш  СОЙ ./. 


Ускорен1е    точки   Ю  равно  нулю;  ироакц1и  силы  тяжести  на 
подвижння  оси: 

5^0,  Г=т1781П.7,  2  =  —  тусо5^. 

Наконецъ,  уравнеа]е  плоскости:  ;  =  0. 
Дифферени1альныя    уравненЁя    движея1я    точки    по  плоскоспг 
будутъ,  по  сокращен1Я  на  т,  имЬть  сл*дующ|й  видъ: 

'^,=А  +  ^2^'^с^^в^, (406,а) 

^  =  <751П.Л-<и'7]С08^ — 2ш^С03.7.  .  .  .  (406, Ь) 


1У-'$'Н. 


\ 
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Изъ  третьяго  уравнешя: 


а^  . 


0=  —  шдсо^^-{'^+тш\^т^соъ^ — 2то)^81П«7.  . .  (4О65С) 

юпред^Ьлится  величина  и  знакъ  реакцти  X. 
Положимъ: 

^    «"  со»  С08*  ^~  V? 

тогда  уравнешя  (406,  а,  Ь)  получатъ  сл'Ьдующ1й  видъ: 

Какъ  известно,  такая  совокупность  линейныхъ  дифференщаль- 
ныхъ  уравнен1Й  им'Ьетъ  следующее  частное  р'Ьшен1е: 

гд*  А;  и  X  суть  постоянныя  величины,  удовлетворяЮ1Ц1я  сл'Ьдую- 
щимъ  равенствамъ: 

^^=  2а)хА;  С08  ^-\^  0)^    хА;^=  —  2(ак  СОВ^-\-^о\  С08^  ^. 

Исключивъ  изъ  этихъ  равенствъ  величину  х: 


х= 

к^  —  со» 
'2(^)1СС0^^ 

2<а1с  С08  / 
Л'  — 0)8  008**7'' 

получимъ 

уравнее1е: 

/к\^ 

/к\К. 

■2    тЛ     1     2    т 

служащее  для  опред'Ьлешя  к;  изъ  него  аолучнмъ  четыре  значента 
для  этой  величины: 


О  Л'1=^|/1— Зсо8'Л-8ш/1/1  — 9со8*^,     3)  — ;;;1 


2)  А2=^/^1  — Зсо5'«7— 8Ш^1/1  — 9со8V,    4)— Л,; 
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кажД'-'иу   «зъ  этвхъ   к   Г1»отв11ТСтиз'1.'тъ  '.'ирод'Ьлениая  величина  х: 
3)  — „ 


11        —''.'-" 


Доэтову    совокупность  (406,  а),  (40(1,  Ь)  буд«т1  ин'Ьп,  г.тЬ- 
дующее  полвое  р*шен1е. 

Е=С,/''  +  С'>-'^''+6',е*"'+С.г-^''' (Ш,  а) 

Знач«н1л  произвольных!,  иостчлнныхъ  оиред'Ьлйтся  по  пачаль- 
нымъ  коордкаатаиъ  ^^  я  7]о  движущ(;йсл  точки  и  по  проэкц1Я111ъ 
ва  оси  5  и  Т  ея  начальвой  относительной  скорости  (;'<,,  -г/а). 
Корни  А,  и  Аз  иогугь  быть  Д'Ьйст  витальны  ми  или  ипаиыми. 
Если: 

сое  ^<^, 
то  тогда: 

со5^<|^/8,    1— Зсо8^>0, 

(1 — 3  со5^.7)* — 81и^17(1 — 9  С06'^"^  =  4  соз^ ^, 

а  потому  тогда  об*  ве.1ичины  Л*!  в  кг — действительны]!.  Въ  такихъ 

аучаяхъ  Е  и  т]  при  (=оо  становятся  безконечао-больтиии,  если 

только    С,   и    Са  неравны  нулю;  если  же  эти  п'}Стоянннл  равны 

'  нулю,  то  движущаяся  точка  ассииптотически  нриближаета  къ  точк4: 


нлоскости  ЕУ. 
Еслк: 


СОЙ  ^>  д-, 
то  тогдч  /.■,  и  /.-1  суть  комнлексныл  взаняно-сопрлженный  величины: 


р'^" 


■т^эг 


к^' 


а  такъ  какъ: 

2ш/1  СОЗ  ^=к^  —  ^ ,     2ш-/.а  С05  ^^:.^  — 

то  р4шешв  получить  въ  этихъ  случаахъ  сл4дующ1Й  видъ: 
т+;7:::Ъг-.|['Г.=.  +  Ц 


у  5111  ^ 


'  ^;?+р"»  ,'со8р(^- 


г^^^!V 


Въ  этихъ  случаяхъ,  если  Г1  и  Г,  неравны  нулю,  ъ^  дви- 
хев1ц  точки,  при  весьма  бодьшихъ  воличивах'ь  I,  привииаетъ  сл$- 
дую1Ц1В  характеръ: 

^■=де''с08(р(  +  *),    ^Ч  =  —  -^^^^'^<^^^''*'^^^{^^-^Ь^\ 

т.-е.  движущаяся  точка  опипываетъ  спираль  логарввиичесЕаш  вида, 
по  которой  она  удаляется  въ  безконечность. 

Если  же  Г1  и  Га  равны  нулю,  то  движущаяся  точка  ассинпто- 
тически  врибжажается  по  спирали  къ  точк*  (11,  ^1). 

ПримФръ  41-й.  Еазсиотр'бть,  какое  д8ижеН1е  по  отношевш 
къ  земл'!^  совершаитъ  катематичесюй  каятвакъ  пра  иалыхъ  от- 
клонен|ЯХЪ  отъ  нертикальной  линш  (маятввкъ  Фуко). 

Прииеиъ  точку  прив'Ёса  маятника  за  начало  Ю  осей  коорди- 
яатъ  Ж,  Г,  3>  неизи'Ьнио  гвязанныхг  съ  зеиле»;  эти  оси  на- 
правлены такъ,  какъ  объяснено  на  страниц*  159. 

^сли  /  есть  длина  нити  налтвнка,  то  уравпен1е  той  сферы, 
на  которой  должна  оставаться  движущаяся  точка  будетъ: 

Р  — 1^— V  — ^'=*^'- 
Дифферепщальныя  уравненк  движешя  этого  маятника  полу- 


I 


г — ^"^ ' — ' "^'^Ч! 
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чатсл    иэъ   дифферанщальныхъ   уравневШ  (243)  страницы  159, 
если   ко   вторымъ  частямъ  этихъ  уравнеН1Я  прнсоедини1Ъ  члены: 

—  2и,  —  2;.71,  —  2Х,5; 

отброривъ  же  члены,  заключающхе: 

и  всЬ  члены  внсшаго  порядка  иаюств,  буденъ  им'Ьть  сл*дующ1я 

ураввен1я; 

тх"  =  —  2л1  —  2/НТ1Ш5ШД, (108,  а) 

'т^{'  =  —  Зл7]  +  2т<I.(1/8^^Д^-^'созД), .  .  .  .  (408,  Ъ) 

'1щ"  =  —  3),а  —  2»гг/и)  соз  Л —  тв (408,  с) 

Поиноживъ  первое  изъ  аихъ  на  г',  второе  —  на  т/,  третье  — 
ва  з'  и  сложивъ,  нолучинъ: 

ЛН=-«е:^, (Ш) 

такъ  какъ: 

-2л(^^'+7]V+^^')=о, 

потому  что  точЕЕа  остается  па  цоверхвости  сферы.  Уравнеше  (409) 
ии-Ьетъ  интегралъ: 

1'=/'-^**) (НО) 

Исклгочивъ  теперь  а  изъ  первыхъ  двухъ  уравненШ  (408.  а) 
и  (408,  Ъ),  получимъ: 

*)  Это  интегралъ  приближевннкъ  диффереищальинхъ  уравнешй  (408); 
не  трудцо  уб'Ьдитьсл,  что  интеп'оаъ  точвыхъ  днфферсыпшьныхъ  ;ра8нев1в 
ии'Ьетъ  с^'ЁдующШ  видъ: 

~^Н-*-7П(}^ -\-'^{^'+-г{') (410  Ый) 


"т Ч1^~11^^^^Ц 
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Ёсав  отБШ0(1в!я  налтввЕа,  отъ  вертикальной  лаа!и  столь  налы, 
что  южно  пренебречь  членами,  заключающими  вторыя  стеиени 
угла  0ТЦЛ0НСН1Я,  сравнительно  съ  членами,  з<1ключающиаи  только 
нервыя  стеаеяи  этого  угла,  то  пожни  будетъ  въ  иредыдущемъ 
уравновш  отбросить  членъ,  заключаю1Ц1й  ;'.  Въ  самомъ  д^лФ. 
иыразинъ  нрлиоугольныл  Еоордвнаты  дцижущсбсл  то^бв  въ  сфе- 
рнческихъ  координатахъ  /,  <р1    ^^'■ 

г^^5т!рсо8'},  т|=?51а  гр51н  1^,  з  =  — /соз^р, 

тогда  гредыдущое  ураинвп1е  примстъ  сл4лующ1й  видъ: 

' — Ё^^_?_^V^_ 21^щ' (соз (р В1Ц <р  31а  д +5111' ч> соз  А  сов 4'); 

ааи4нпвъ   зд'Ьсь  й1П  ср  —  чрезъ  ^  и  со8(р  —  чрезъ   1,  увидимъ, 
ЧТУ  вт(»рая  часть  этого  уравиев1я  получить  такой  видъ: 

21\^'  ('^  8111  л  +  (р"  соз  Д  соз  ^); 

а  потону  вторынъ  членоиъ  атоб  части  ножно  пренебречь. 

Огбросивъ  членъ,  заключающ1й  §',  получимъ  другой  изъ  пер- 

ныхъ   интсграловъ   лвфференц1альЕЦ1съ  уравненШ  относительнаго 
Д11ижев1я  маятника: 

{1г|'— .)Г')=0+(гЧ7|>йшД; (411) 

но  не  вадо  забывать,  что  этотъ  интегралънайденъпри  предцоложе- 
В1И,  чти  отБЛонен1я  налтвика  отъ  вертикальной  лин1и  весьма  налы. 
Если  виразимъ  нрямоугольныл  координаты  въ  сфери чески }:ъ, 
то  первые  иятеграли  (410)  и  (411)  получатъ  такой  видъ: 

?'((9')Чвш=9(У)')=2(?гсо8<?+2Л (412) 

Г51п'9-'1''  =  С'+Г1й81П  Д  81б\ (413) 

Въ  втихъ  уравнсн1дхъ  пренебрежеиъ  трстьинв  и  высшими 
степенями  угла  ер  и  дальн*йт1я  внтегрирован1я  произведемъ  дм 
сл-Ьдующихъ  двухъ  частаыхъ  случаевъ. 
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)  Въ  вачальвзй  юхентъ  маятникъ  отклоневъ  въ  алоскооти 
'{.  —  О  ва  малый  уголь  «^д,  приченъ  матерьяльноб  то'Ш'6  сообщена 
сл'Ъдующая  относительная  скорость  %  по  пАраллели(р=11(,ЕЪ  западу. 


„=0,  «п  =  ?81иш 


=/щ8Ш  Д  ага-х 


Въ  атоиъ  случа1^  постояниня  С  в  2к  будутъ  ии'Ьть  следую- 
Щ1В  звачев1в: 

С=0,    •2Л.  =  /'о1'з1П^  Д  ЗШ^Щц —  2(?/со8фо; 

уравнев1е  (413)  прияетъ  видъ: 

(^  —  т8Ш  Д^81П'$=0; 

откуда  сл'Ьдуетъ: 

|{,'  =  ш8111Л;    ■[|=((в8шД. 

Уравввн!е  (412)  получить  всл11дств1е  этого  сл'ЬдующШ  иидъ: 

(уТ  =  2  7"  (СОЬ  <Р  "  С08  (ри)  +  ш'  й1п*  л  (З!!)"  <ро  —  91П'  9), 

или,  аренебрегая  кубами  я  высшими  степеияии  ^^ 


Отсюда   видно,    что    -р  не  моветъ  бнть  болЬе  уо»  ^  потому 
?'  должна  ии'Ьть,  Бъ  начал'Ь  двихев1я,  звакъ  отрицательвый. 


■■Ы1; 


откуда,  интегрируя,  волучииъ: 

'а  =  9оС05  5/. 

Стало  быть,  двилен1е  точки  совершается  по  сл'Ьдующему  вакону^ 

'5=ф,|Г03е/,   -ь^/тапД, (414) 

то   есть   колебятя   маятника   сове^пиаются   въ  вертикальной 
. « 


IV -5^. 
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пАоскастиу  квторая  равномтьрно  вращается  еь  угловою  ско- 
ростью о  81П  А  вокругъ  вертикальной  линги:  на  сгьверномъ 
полушарги  вращенге  совершается  по  направленгю  движетя 
часовыхъ  стргьлокъ,  на  южномъ  —  обратно  *). 

2)  Начальное  положеше  маятника  то  же  самое,  накъ  и  въ  пре- 
дндущемъ  случать,  но  начальная  относительная  скорость  равна  нулю: 

?'о=0,  ф'о=0,  «*о=0. 

Въ  этомъ  случа'Ь: 

С=  — ?©  8Ш  Л  8Ш^  <ро>  2Л= — 201 С08  <ро. 

Дифференшальння  уравнешя  будутъ: 


ш1  •       А  /ч  81П'фо\ 


(?')'=  2 1  (С08  <р  -  С08  ?о)  —  !!!^  (8ш^  «Р  -  зт^о)'- 

Посл'Ьднее  уравнеше,  если  пренебречь  кубами  и  высшими  сте- 
пенями 9?  получитъ  сл:Ьдующ1й  видъ: 

(??Т=еЧ<Ро'-Лт^-<Рх») : .  (415) 

гд*: 

б=|/^+«^8ти (416) 


?,=^:55!^ ^^^^ 


Изъ  уравнешя  (415)  видно,  что  (р  не  можетъ  б!ыть  бол'Ье  <ро 
и  не  можетъ  быть  мен'Ье  ф],  поэтому  можно  положить: 

?'=?о"-(то'  -тЛяп^; (418) 


*)  Продолжительность  одного  розмаха  равна 


У  у+ш  8т  л 


такъ  какъ  «о*  есть  ничтожная  дробь  сравнительно  съ  -у  • 


^1-^Н. 


тогда  уравярше  (415)  получить,  поел*  надлежащихъ  шкрнщиа^й, 
сл'Ьдующ1й  видъ: 

{у{)^=&^,  71'=— е; 

ълъ  эти1ъ  двухъ  зва^овъ  ия  ныберекъ  в<|р:;шВ,  вс.т'Ьдств1е  чего 
7]  будйтъ  непрерывно  возрастать  огъ  своего  начальнаго  значеа1я 
1(]д  =  0;  воэрастан1е  т)  будетъ  раввом'Ьрное: 


Дифференц1альное  уравнен1в,  заЕЛЮчающее  ^\  цолучитъ  такой 
■    видъ; 

<1И(  =  аиИ  ът  Д  — 


■      (1+Ь.1в'ч) 
отсюда,  интегрируя,  получимъ: 

Стало  быть  двихев1е  маятника  въ  этомъ  случа'Ь  совершается 
по  слЬдующеяу  закону: 

■  («9) 

■  («0) 


'?— Що|/   Г08^е(  +  ^з1п"Л31вЧ^,  . 
^81ПЛ1§е(  =  1§(о>(8Ш  Д  —  ф)   -   . 


Представимъ  себ*  вертивальвую  плоскость,  вращающуюся  во- 
I  кругъ  врртваальвой  лна1н  съ  угловою  скоростью  <о  В1п  Л  по  на- 
\  11равлен1Ю  движев!я  часовыхъ  стр'Ьлокъ;  озвачииъ  черезъ  О  уголъ: 

6'=1|)  —  0)^810  Д, 

[  составляемый  съ  этою  вертикальною  шюскостью  тою  вертикальною 
скостью,  въ  которой  зак.тючается  нить  маятника;  какъ  видно 
ураввешя  (420),  этотъ  уголъ  В  —  отрицательный. 

^1" 
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Введа    уголъ    О,  можно  исключить  г1  взъ  внражевШ  (419) 
и  (420);  получимъ: 

Уо*     "^    ■?!' 

Заи'Ьвивъ  зд'Ьсь  малые  углы  ^о,  ?,  !?!  ихъ  синуаки,  получимъ 
уравнея1е: 


гд*: 

||  =  ;8]11(йСОЙ0,    1Г)1  =  /ЗШ951ив;    а  =  /81а(ро,    6  =  ^8Ш'?1. 

Чтобы  объяснить  сббЪ  значен1е  ураввйн!я  (421),  представинъ  1 
себЬ  горизонтальную  плоскость  Е1Д9Т,  (черт.  26),  вращающуюся  1 

ВОКруГЪ    вертикальной    оси    .ЮЗ    СЪ    угловою    скоростью  ш  81П  Д  въ 

сторону,  указанную  оперенною  стр4лкою  ва  чертеж*  26-иъ.  Оси 
7021  и  701*1  нейзи'Ьнно  связаны  съ  этого  вращающеюся  плоскостью, 
причеяъ  ось  3,  составляетъ  съ  осью  ЗЕ  уголъ  ЫзшЛ.  Велнчинн 
?!  и  т)!  суть  координаты,  относительно  осей  З1  и  Г^  дро9кц1и  М 
диижущейся  точки  на  горизонтальную  плоскость. 

Уравнете  (421)  выраяаетъ,  что  точка  М  чертитъ  па  вра- 
щающейся  нлоскости   Е11'1    эллипсъ,    большая    полуось  котораго, 
I  /810  90,  направлена  по  оси  3,,  а  малая  полуось  равна: 


Л= 


/? 


=  /81Пи) 


-Ьи)  5111  Л 

Движен1е  ПО  этому  эллипсу  совершается  въ  сторону,  указан- 
ную неоперенною  стрелкою  аа  чертеже  26-мъ. 

§  55. 110Л0ЖСН1Я  раввов11с1я  неевободнои  иатсрьяльной 
точки. 

Матерьяльная  точка,  находящаяся  на  данной  неподвижной  по- 
ворхности  или  лиши,  можетъ  оставаться  въ  поко*  въ  т'Ъх'ь  точкахъ  I 
поверхности  или  лиши,  въ  которыхъ  вс1Ь  силы,  приложенныл  къ 
точк*,  взаимно  уравновешиваются;  тяеЫ  пололеН1я  иатерьяльной 
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I 


несвободной   точки    вызываются  подожетями  ратовпсгя  ея  на 
данной  неподвижной  поверхности  иди  дити. 

Равенства,  вырахающ1Я,  что  всЬ  силы,  ариложенныя  еъ  не- 
свободной покоющойсл  матерьяльной  тичкф,  взяинно  уравнов'Бпги- 
ваются,  называются  уравненЬями  равновгьс^я  силг,  прилохенныхъ 
къ  этой  ТОЧК*. 

0зъ  этихъ  уравнений  выведемъ  5слов1я,  Еоторынъ  долхЕЫ 
удовлетворять  задаваегыя  силы  для  того,  чтобы  иатерьяльаая 
точка  аогла  ям'Ьть  положения  равнов'к^я  на  данной  поверхности 
или  ЛИЕ1И;  ЭТИ  усл11В1Я  иы  будеиъ  называть  условгями  раановтьсгя. 

Если  эти  условия  удовлетворены,  то  шъ  гЬхъ  же  уравнеюй 
определятся  положен!я  равнов'1с1я  матерьяльной  точен. 

Услов1я  равнов'Ьс1Я  различны,  смотря  но  степени  огравичеаш 
свободы  движвн1я  точки  и  смотря  потому,  сущеетвуегь  ли  треше, 
или  н'Ьтъ. 

Поэтому  яы  разсмотрииъ  отдельно  различныя  степени  ст4снен1Я 
свободы  матерьяльной  точби. 

1)  Матерьядьная  точка  находится  на  гладкой  неподвиж- 
ной удерживающей  поверхности. 

Пусть 
,       .  П':.!/,')=0 (422) 


есть  уравнеЕ1е   поверхности;   поверхность  гладкая,  то  есть,  н^тъ 
трен!д  между  нею  и  матерьяльною  точкою. 

Въ  тФхъ  точкахъ  этой  поверхности,  въ  которыхъ  матерьяль- 
нвл  точка  можегь  оставаться  въ  поеО'Ь,  задаваеиыя  силы  должны 
уравнов'Ьшиваться  съ  реакц1сю  поверхности;  поэтому  ураввеЕ1Я 
равнов1|с!я  будутъ: 


Х+х2=о,  У+к|=0,  2+х|-0 (423) 

Исключивъ  Х  изъ  этихъ  уравнеюй,  ролучииъ  два  уравнешя: 


^1 


■5-1=0,  У1-г1-=о 


.  'Л- 


т — п 


(&)  и)  (й«) 


~1 

(134)    ■ 


Эти  два  равенства  выражаютъ  услои1я  раввов^ая,  аоторынъ 
должны  удовлетворять  задаваеиця  силы  аъ  т'Ьхъ  точнахъ  иоверх- 
нисти,  въ  которыхъ  матерьяльная  точка  можетъ  бЫ]Ь  ъъ  поео4. 

Услов1е,  вырллаеиое  равенствани  (424),  состоатъ  въ  томъ, 
что  раенодтьистеующад  задаваемыхъ  силъ  должна  быть  нор- 
мальна кь  поверхности  въ  тгьхл  точкахъ  поверхности,  въ 
которыхъ  матерьядьная   точка  можешь  бить  въ  покогь. 

Если  задаваеиыя   силы   ве  удовлетворяютъ  этому  у|;лов1ю  ни 
въ  Бакой  точБ'Ё  поверхаости,  то  иатерьяльаая  точка  ае  ииЪетъ 
вовсе  положенШ  равнов'Ёш  да  этой  поверкноста  при  д-Ьйств1и  на  I 
нее  такихъ  силъ. 

Наприн'Ьр'Ь,  тлжелая  матерьяльнаа  тачка  яе  иохетъ  находиться  ] 
въ  равнон'Ъсш  на  гладкой  плоскости,  наклонной  о  горвзонту. 

Т*  точки  поверхности,  въ  которыхъ  услов1я  (424)  удовлетво- 
ряются, суть  положеа1я  равнов'Ъс!я  нат(.фьял><ной  точки;  Еоорди- 
наты  такихъ  точекъ  определятся  язъ  равенствъ  (424)  и  изъ 
уравнед1Я  (422). 

Наприи*ръ,  цоложен1я  равнов*с1я  тяжелой  точки,  находящейся 
на.  поверхности  удерживающей  с^еры,  определятся  изъ  равенствъ: 

2тдх=^0,   2тдг=0, 

если  положительная  ось   У*  ваправлена  вертикально  внй.1ъ. 
Эти  уравиен1Я  ии^ютъ  слЪдующ1я  два  р'Ёшен!я: 

1)  х=0,  г=0,  у=-\-Е 

2)  я,=0,  г=0,  у=— Л, 

"следовательно,  положен1й  равнов§с1я  въ  этоиъ  случа*  два,  одво 
на  саюЗ  нижней,  другое  ва  еаиой  верхней  точкахъ  сферы. 
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Въ  я'ЪЕОтцрыхъ  случаяхъ  оказывается,  что  аолох(!В|9  равно- 
вЪсш  безчисленпое  мнохество  и  что  им  об)шуютъ  сплошныя  ляши 
ва  поверхности  ила  завинаютъ  собою  Ц'&лыя  алощади  на  циверх- 
ности  и  дахе  ивогда  всю  поверхвость;  налрим'Ьръ: 

ПрииФръ  12-й.  Матерьлльвая  точка,  ваходлщался  ва  той  хв 
сферической  повсрхвоети  и  подверхевная  сил'Ь  тяжести  й  шлЪ: 


1П]С 


1/а;'+г= 


притягивающей  ее  къ  оси   У",  будетъ  ая^ть  11олохев1я  равво- 
в:Ьс1а,  01[ред'Ьлдеяыя  изъ  равенствъ: 


Эти  вологев1я  равнов'бс!!  сл^дупщи: 

1)  точка:  а;=0,  г=0,  у=-гЛ, 

2)  точка:  х=0,  2=0,  г/— — Е, 
и  3)  всякая  изъ  точекъ  параллельнаго  круга: 

Тяжелая  хатерьлльвая  точка,  находящаяся  на  1-оризонтально1 
плоскости,  им'Ьетъ  иолохен1в  равнов'Ьс1я  во  всякой  точк*  плоскости. 

Матерьяльнад  точка,  находящаяся  ва  улерхи1!ающе&  сфер^  и 

иритягиьаехал  къ  центру  сферы  силою  пропорщопальвою  разстоян1ю 

огь  него,  ии'Ьетъ  положен1е  равнив'Ьс1я  во  всякой  точе*  сферы. 

'I  ~  .   Если  задаваеныа  силы,  ирнлохеввыя  къ  иатерьяльний  точк'Ь, 

имЛютъ  потенц1алъ  17,  то  уравнен1я  (123)  примутъ  сгйдующ^й  видъ: 


'■дх~ 


ди  ,.^1 


4-^^=0. 


^    '      ду 


+  ). 


«_ 


:0:. 


.  (425) 


исЕЛЮчивъ  изъ  нвхъ  X,  получим'ь  ураввешя: 


■  («в) 


ц4: 


Изъ  уравнеЕ1й  (426)  и  уравнен1я  поверхности  (422)  опре- 
делятся координаты  положений  равнов^ая  иатерьдльвоВ  точке. 

Пусть  М,  есть  одна  изъ  такихъ  точеаъ,  Г/,  численное  зна- 
чен!е,  аолучаеиое  фуккц1ею  II  въ  этой  точа*;  х„  у„  г.  —  ко- 
ординаты этой  точки,  удоплетворяющ1я  уравнен1Ю  иоверхности  (4'?2) 
и  уравненшиъ  (426). 

Пусть  М  есть  другая  точка  поверхности,  безконечно-близкая 
къ  ДГ,;  коордипаты  этой  точки  М:  г.+бз;,  ^,+3^,  г,+8г  также 
удовлетворяютъ  уравненш  (422),  а  потому: 


•  (Ш) 


гд^  въ  производныя  подставлевн  Боордянатн  точки  М,. 
Изъ  равенства  (427)  сл'Ьдуетъ,  что 

^в^р^х  +  дЬ'!/ (Ш) 

Въ  точки  М  потеац1альнал  фунЕщя  V  имФетг  сл-Ьдующее  чяс- 
ленвое  звачен]е: 


^.+ы^-\-ь'^^... 


гд* 


в  гд'Ъ  въ  производныя  подставлены  координаты  х„  у.,  а,  точкв  М. 
Крон'6  того,  Ьз  связано  съ  Ьх  и  Ьу  равенствохъ  (428),  поэтому 


»  такъ  какъ  координаты  х,,  у„ 
(426),  то  въ  этой  точкФ: 


г,  удовлетвори птъ  равевстванъ 


'О, 


если  только  Ьх,  Ьу,  Ьг  удовлетвораютъ  равенству  (127). 

Изъ  этого  сл-Ьдуетъ,  что  (I,  есть,  либо  жаксимумъ  т4хъ  зна- 
чешй,  которая  получаогь  Л  на  поверхности  (422),  либо  нивя- 
иуяъ  этихъ  звачен1й,  либо  такое  звачев1е,  для  котораго 

при  всякихъ  перен'ЬщенЁяхъ  изъ  цтоб  точки  М,  по  поверхности. 
И  такг,  если  матеръялъная  точка,  подверженная  сидала, 
имтьющимъ  потенц'адъ  Л,  находится  на  неподвижной  иадкоИ 
удерживати/вй  поверхности,  то  положетя  равновгьсгя  матерь^ 
яльной  точки  суть  тп  точки  пов^хности,  вг  хот<^>ыхъ  значе- 
нгя  функцш  V  на  поверхности  имгьютг  максимула  или  мини- 
мума, и  вообще  вся  тть  точки  поверхности,  въ  которыхъ 

817=0. 
НапримФръ: 

Прикфръ  43-Ё.  Матерьяльная  точка,  ваходящаася  ва  поверх- 
ности эллипсоида: 

^1-(-|'+'1=1 (Ш) 

и  притагиваеиаа  къ  центру  эллипсоида  силою,  пропорциональною 
разстолв1Ю  отъ  этой  точки,  им'Ьетъ  положения  раввов^Ьс1я  во  всЬхъ 
тЪхъ  точкахъ  поверхности,  въ  которыхъ: 

Ш=ц[—^^г')  =  —  А^:Ы^уоу  +  г1г)  =  0,.  . .  .  (430) 


причеиъ  Ьх,  Ьу^ 


•  удовлетворяютъ  равенству: 

„•   Т   м   ~Г  .^  — I.',   .  .  .  .  , 


•(431) 


,  X,  у,  г,  —  уравиешю  (429). 
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Такихъ  точекъ  шесть: 

Дв'Ё  —  на  концахъ  иалой  оси,  въ  Боторихъ  ЗЕачен1я  фунЕцш 
V  на  поверхности  эллипсоида  иисЬютъ  иаБоимунъ. 

Дв*  —на  Еонцахъ  больш^рй  оси,  въ  которыхъ  С  имФетг  мн- 
нннумъ  значеК1Й  ея  иа  поверхности  эллипсоида. 

Крим*  того,  точки,  находя1Ц!яся  на  концахъ  средней  оси,  суть 
также  положешя  равнов'Ёс1я;  въ  саиомъ  дфд*,  ясключивъ  изъ  (430) 
и  (431)  проиЗйеден1е  уЬу,  иолучииъ  (м-Ьдующее  внражеше  для  ЪЛ: 

изъ  него  сл^дуетъ,  зто  Ы}  обращается  въ  нуль  въ  точкахъ: 


=0, 


=  0,  у==^Ь. 


Лив1ж  верев'Ьченк  поверхностей  уровня  фунБщи  ХТ{х,  у,  в)  съ 
поверхностью  (422)  называются  линъями  уровня  значевШ  фунЕд!н 

V  на  этой  поверхности. 

Мы  знаемъ  (стр.  113),  что  сила,  имеющая  потенц1алъ  Л  и 
прилохевная  къ  яатерьяльной  точц'Ь,  направлена  по  положитель- 
ной нормали  въ  поверхности  уровня,  проходящей  черезъ  полохе- 
н1е,  занияаеиое  иатерьяльною  точкою;  величина  силы  раваа  Д^. 

Изъ  этого  сл*дуетъ,  что  если  иатерьяльная  точка  будетъ  нахо- 
диться на  поверхности  (422),  то  сила  ЛС/ будетъ  перпендикулярна 
Бъ  той  линш  уровня,  на  которой  находится  иатерьяльная  точка;  сила 
эта  направлена  въ  сторону  поверхностей  ур|>вня,  им'Ьющихъ  пара- 
метры б6дьШ1в,  ч'Ьнъ  параметръ  С  той  лиши  уровня,  на  которой 
находится  11атерья.1ьная  точка.  11ро»кц!я  этой  силы  на  касатель- 
ную плоскость  къ  поверхности  будетъ,  поэтому,  перпендикулярна 
иъ  ЛИН1И  уровня  С  и  будетъ  направлена  въ  ту  сторону,  гд*  на- 
ходятся на  поверхности  лиши  уровня  съ  параметрами,  большими  С. 

Если  въ  точк-Ь  Ж,  значев1я  потенц1альноВ  функц1и  (7  аа 
поверхности  им'Ьютъ  наибольшую  величину  11„  то  во  всЬхъ  точ- 
кахъ  поверхности,  безаопечно-близЕихъ  къ  Ж",  функц1я  Л  ии'Ьетъ 
чиаенный  значения,  »еиьш1я   Л,;  такъ  какъ  въ  точк!  М,  вели- 
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чива  Ы7  обращается  въ  нуль,  то  числевнио  значев1е  фу||ка1и  V 

въ  точкЬ  М  будетъ: 

и,-\-ь'п-\- , 

а  такъ  какъ  1/,  е1:ть  иаксииуиъ,  то  ^  должна  бить  отрица- 
тельною для  вслкихъ  безковечно'иалнхъ  оереи'Ёщев1й  М,М  во 
поверхности. 

Изъ  этого  сд'Ьдуетъ,  что  если  V,  есть  вакрииуиъ,  то  ливш 
уровня.  блиха&ш1я  к,ъ  точкЪ  Ж„  овружаютъ  щ  точку  со  вс^хъ 
сторов7|  и  ии'Ёютъ  паракетрк  неньш!»   17^. 

Поэтому  во  вИх'Ь  точкахъ  поверхвоста,  сосфдвихъ  съ  точкою   I 
Ж,,  проэкц]^  силы  на  касательную  йлоскость  стреивтся  првблизить 
матерьяльную  точку  къ  точк4  М,\  наприм^ръ,  ва  чертеж*  27-11ъ, 
ва  которонъ  изобрахевы  лив!и  уровва  потенц1альной  фуакщи: 


и= 


на  поверхности  9ллипс(^>ида  (прим'Ьръ  43-й),  точка  С,  ааходя- 
щаасл  ва  кона'Ь  малой  оси  эллиасоида,  есть  ж'Ёсто  даибольшаго 
звачев1я  фувкцш  V;  »та  точка  осружева  лвб1лни  уровня,  пара- 
метры которыхъ  аея'Ье  величины 


и.= 


иритомъ,  ч11иъ  дал'1;е  лин1я  уровня  отъ  точки  С,  т*иъ  иеа4е  ея 
параметръ.  Если  вомФстить  матерьильвую  точку  въ  одну  изъ  точекъ 
М',  М",  М"\  ....  по  соеЬдству  съ  точкою  С,  то  проэкцья  силы 
ва  матерьяльную  плоскость  буд^^тъ  направлена  внутрь  площади, 
ограничиваемой  лив1ею  уровня  и  будетъ,  следовательно,  стремиться 
приблизить  матерьлльвую  точку  къ  точк'Ь  С. 
■1-.  Положииъ,  что  С,  есть  максииумъ  значен1Й  функщи  Сна 
данвой  поверхности;  если  иатерьяльная  точка,  находившаяся  въ 
поко4  Еъ  точк'Ь  Ж,,  будетъ  отклонена  въ  точку  М^  поверхности, 
весьма  близкую  къ  М„  и  зд'Ьсь  ей  будетъ  сообщена  весьма  малая 


начпльнаа  сЕорость  «;и,  то  она  ставетъ  совершать  ва  поверхаости 
движеше,  удовлетворлпщее  закон;  хнвой  силы; 

Тавъ  Еакъ   17  я   Л^  мевйе   Г7„  то; 

о.=  г/.— ь",  р=(7.— *', 


^+V 


•(432) 


И»ъ  ЭТОЙ  формулы  ВИДЕО,  что  матерьальнал  точка  не  иожетъ 
встуовть  въ  гЬ  листа  поверхности,  въ  которыхъ 

сл'Ёдовательво,  точка  будетъ  совершать  свое  двяхеше  вблизи  точки 
М,,  не  выходя  за  вред1Уа  площади,  огравиченвоЁ  тою  яив]ею 
уровня,  аараиетръ  которой  равенъ: 


и,^и-[ 


•-\-ко' 


Изъ  этого  сл^дуетъ,  что  тФ  точки  поверхности,  въ  которыхъ 
потенц1альвая  фун&щя  ин^етъ  наксииунъ  значивШ  ея  на  воверх- 
ности,  суть  поАоженгя  устойчивто  равновтгя  иатерьяльвой  точки. 

Напротивъ,  т*  точки  поверхности,  въ  которыхъ  потешцаль- 
вая  функция  инФетъ  кинииунъ  заачентй  ел  ва  поверхности,  суть 
поАоокенгя  неустойчивого  равновгшя  иатерьяльвой  точки.  Въ 
важдоВ  такой  точк'Ь: 

8Р=0,  3'СГ>0, 

для    всл1и1къ    безковечво-налыхъ    переи11щев1й    по    поверхности; 
позтолу,    въ    блихайшемъ    соседстве    съ    такою   точкою,    лин1Е 
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уровня  ия'Ьютъ  параметры  б6льш1е  этого  явнймума  и  првтодъ 
аахдая  лин1я  уровня  ОЕрухаетъ  точку  иивинуна  со  в'"Ьхг  сто- 
ровъ  (см.  на  чертех^  27-нъ,  лнн1и  уровня,  окрухаюш1я  точку  А, 
находящуюся  на  еонц^  большой  иолуоси  эллипсоида). 

Въ  соседств*  съ  такою  точкою  неустойчиваго  равноВ'Ьс1я,  сила, 
нм^юшая  потенц1алъ  II,  стремится  удалить  иатерьяльвую  точку 
отъ  полохешя  равнов*с1я  (са.  черт.  27-В). 

Въ  т'Ьхъ  точкахъ  поверхности,  въ  которнкъ  в^/=0,  но  вели- 
чина 8^17  Ен1Ьетъ  знакъ  положительный  или  отрицательный,  смотря 
по  направлев1Ю  перем'Ёщен^я,  въ  такихъ  точкахъ  иолохен^е  равнов'Ь- 
ш  устойчиво  для  однихъ  перем*щен1й  и  неустойчиво — для  другихъ. 

ПринФроиъ  такихъ  полохен1Й  равнов1^с1я  иохетъ  слухить,  въ 
прил'Ьр'Ё  43-мъ,  точка  В  (чертежъ  27-й),  находящаяся  на  конц* 
средней  оси  эллипсоида.  Въ  оосЬдств-Ь  съ  этою  точкою  лиии 
уровня  ин'Ёютъ  сл'бдующее  располохен1е. 

Черезъ  самую  точку  В  проходятъ  два  круговыл  с'ЬчеЯ1и  кВк' 
и  ^1^'!  9.1Липеоида,  это  суть  лин1и  уровня  съ  параметронъ: 


и^^ 


-^*^ 


П 

^1         равно! 

■ 

^И  на 


внутри  угловъ  А,Вй  и  к'Вк'х  находятся  лив1И  уровня  съ  пара- 
метрами йольшимй  иъ,  внутри  хе  угловъ  к'Вкг  и  к'гВк  —  лид]и 
уровня  съ  иараиетраяи  меньшими  (7(. 

Если  матерьяльнян  точка  будетъ  отклонена  изъ  точки  В  въ 
точку  е/  (см.  черт.  27),  то  сала,  арилохенная  къ  вей,  будетъ 
стремиться  удалить  ее  отъ  В;  напротивъ,  при  отклонен1и  ма- 
терьяльной  точки  въ  точку  Л,  сила  йудетъ  стремиться  приблизить 
ее  къ  В. 

Подобная  Т0Ч1СЙ  причисляются  къ  полохен1лиъ  неустойчиваш 
равновЁС1я. 

И  такъ,  мохемъ  скааать,  что  если  матерьяаьная  точка, 
подверженная  сиаамъ  имтьющимъ  потенцгалъ  V,  находится 
на  неподвижной  гладкой  удерживающей  поверхности,  то  поло- 
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жешя  устойчивая  равнотьсгя  сушь  тл,  точкг*  поверхности, 
въ  «оторыхъ 

§Г7=0,  5'Г7<0 (Ш) 

Въ  Еаждомъ  изъ  полоксв1ё  раввов'Ьс!^  реаЕд1я  аоверхностп 
равва  и  противаположва  равнодМсшутщеб  задаваеиыхъ  сялъ, 
Богда  иатерьяльаая  точка  находвтсл  въ  инко'Ь. 

2)  Матерьяльная  точка  находится  на  гладкой  неподвиж- 
ной неудерживающей  поверхности, 

Реакцш  такой  поверхности  не  ножетъ  быть  отрицательною, 
а  потому  яатерьяльная  точка  можетъ  оставаться  въ  поко*  только 
въ  т'Ьхъ  точкахъ  веудерживлющей  поверхности,  въ  которихъ  равпо- 
дМствующая  задаваеинхъ  силъ  нормальна  къ  поверхности  и  на- 
правлена по  отрицательной  нормали,  или  равна  нулю. 

Напрйм*ръ,  тяжелая  матерьяльная  точка,  прикрепленная  къ 
одкому  концу  гибкой  перастяжимой  нити,  другой  коаецъ  которой 
неподвяженъ,  им'Ьотъ  только  одно  ноложете  равнов4с1я:  въ  рдкой 
нижней  точа*  сферы  рад1уса,  равнаго  длин*  нити. 

Обратно,  тяжелая  матерьяльная  точка,  находящаяся  на  на- 
ружной иоверхпостя  пеподвижнап*  непроницаемаго  шара,  им'Ьетъ 
только  одно  положение  равнов-Ьс1я   къ  самой  верхней  точк'Ь  шара. 

Ести  задаваемыя  силы  им11Ютъ  потенщалъ  Л,  то  положешя 
равнов^сгн  на  ноудержввающей  поверхности  находятся  въ  такихъ 
точкахъ  еа,  въ  которыхъ:  , 

ЗС^=0 

для  безконечно-малыхъ  переи'Ьщрн1й  матерьяльной  точки  вдоль  по 
поверхности  и  оритомъ 

для  безконечноиалыхъ  первИ'Ьщен1й  матерьяльной  точки  въ  сво- 
бодную сторону  пространства. 

П|>ложев1я  устойчиваго  раввов'6о1л  суть  т^  точка  поверхности, 
въ  которыхъ 

8^=0,  г^Р<0 (434) 
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для  пврем1!щр.я1й  вдоль  по  поверхности,  и  притоиъ 
8Р<0,  или  8/7=0,  й'(7<0 


. . .  (135) 

для  переи'Ьщея!й  въ  свободную  сторону  пространства. 

НаприяЪръ,  положен1е  равнов%с1я  тяжелой  натерьяльноб  точки, 
находящейся  на  сфер*,  не  удерживающей  внутрь  своей  волости,  есть 
положев1е  устойчивое,  потопу  что  въ  этой  точк*,  для  вере11^щ('Н1Й 
по  поверхности  сферы: 

Ш=тдоу=0,  Ь'и^тд'^^уКО  *), 

для  всякихъ  же  переи4щеп1Й  въ  свободную  сторону  у  уненьшается, 
а  следовательно,  для  такихъ  перемещений: 

Ы1=тд5у<0. 

ПоложенЗе  же  равновес1я  на  верхней  точк^  непроницаенаго 
Шара  есть  подожвн1е  неустойяивое,  иотоиу  что  въ  этой  точк*: 


х=0,  2==0,  у=—1 


Ш=тдЬу=(>,  З'г7=»»з 


>0 


для  оерея'Ьщен1й  матерьяльной  точен  вдоль  по  понерхвости. 

Приводвнъ  в^кол1.ко  ]грим4ровТ|  опред'Ьлен1я  положев!й  раввов'Ьая 
натер ьялышГт  точки  па  удерхнвающнхъ  и  пеудерживашщахъ  поверхно- 
стяхъ. 

Прпн^ръ  44-Л.  Тджелал  татерьяльнал  топка  лрикр^тена  къ  одному 
концу  птбкод  нерастяжнной  вити;  ята  вить  перекинута  череэъ  безкозечво- 


Въ  точит  ж^^О,  е=0,  у=/: 


Ь;/=0,  й'^= 


( 


^<0. 
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налыв  Сйюкъ  съ  неподвижною  осью  н  кипеть  ва  .яругонъ  коап'Ь  гирю, 
масса  БОтороЗ  равна  ^,  нежду  тЪиъ,  {сакъ  масса  иатерьлльноВ  точки  равна 
т.  Онред'&111ть  подохсшд  равнов'^л  катерьяльноб  точки  на  наклояиоК 
шоскясти,  составляющей  угодъ  ./  съ  горнзоптомь  и  ироходищей  черезъ 
точку  К  (черт.  23}  вертикальное  лиа111,  нроведеннод  внииъ  черезъ  цевтръ 
О  блока;  разстоаше  ОК  равно  с. 

Натяжен1е  внти  или  реакцию  ея,  приложенную  къ  матерьальной  точк* 
М,  иоано  разсматривать,  какъ  силу  постоянной  величины  I/^,  направлен- 

ПуН)  К1.  ТОЧК*   0. 

Въ  ^^тоиъ  случае  воиро4:ъ  можетъ  быть  р^шснъ  сл'Ьдующии'Ь  обра- 
зонъ: 

Точка  М  яожет\,  находиться  въ  равнов'Ьс18  только  въ  верта1сальноЗ 
плоскости,  проходящей  черезъ  точку  О  и  аерпеаднкулярной  къ  наклон- 
ной плоскости;  въ  этой  плоскости  она  будеп.  находиться  въ  ноко*  въ 
таконь  ИОЛ0ЖС111И,  нр);  которомъ  проэкц1а  силн  тяжести  точке  М  на  на- 
1граБ.1с111с  М^  (черт.  -28}  равна  проэкц!»  реакцЕц  нл'1и  ни  накравлетс  МЩ 
оаначая  угалъ  0]ИК  чреаъ  ;р,  Лудемъ  ин-Ьть  следующее  равенство: 

д(^  С08  а>^тд  вш  ^, 

которое  должно  ^ыть  удовлетворено  въ  но  ложен  1нхъ  равнов'Ь^чя  иатерьяль- 
ноб  точки. 

Изъ  этого  уравиен]я  онредЬлнтся  величина  косинуса  угла  ?: 


С05»  =  -п  8Ш./; 


чтобы  р^Ьшев1е  было  возиожво,  необходимо,  чтобы  ^  было  бол^^и  т  а1п  ^. 
Если  вакловная   влоскость   не   удерживаетъ  матерьяльную  т'очку  отъ 
иереп-Ёщеа!^  вверхъ,   то,  для  раннов1с1я  точки  ва  плоскости,  необходвно. 
ч'гобы  было 

тд  С08  ^^'д^5^^а  ср. 

Это  условие  будегь  удовлетворено  во  всякомъ  случа*,  если  ч  отрица- 
тельное, то  есть,  если  точка  О  ниже  точки  К;  если  же  О  выше  точен  К, 
то  оно  будетъ  удовлетворено  въ  тоиъ  случа'Ь,  когда 


псоз^  ^^8^п'"'^, 


то  есть,  когда: 
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Ташмъ  о<)})азомъ  ны  вялйнъ,  что  на  неудержнвающвё  алоскоств  равно- 
в4с1е  возможно  при  )слов1и,  что  ^  не  бол'Ье  т  и  не  нев1>е  т&и^^. 

Если  равнов'Ьс1е  возможво,  то  оно  ''удеть  наверно  ус-сойчивос.  Въ  са- 
аом'1.  Д'Ьл'Ь,  при  11ерен-Ьщеа1п  точ![н  Ж  по  Л/Ж  уголь  <г  ув&1ичпваетсн,  а, 
сл'Ёловательно,  ироэ1С11!я  силы  д^  ва  ию  ваправлеше  уиеиыиаетсв,  между 
т^иъ,  вакъ  процЕсодя  силы  т//  иа  направлсвк  М^  остается  постоаивою; 
воэтоиу  д'ЬЯсте1е  ]госл*днеа  силы  становится  преоПладаюшнит.  и  натерьяль- 
ная  точш  побуждается  ыъ  воивращев!»  накадъ.  Нпвротнвт.,  при  перек'Ь'- 
щен1Н  точки  по  МЬ  уголъ  1у  уменьшается,  а,  сл'Ьдоватольио,  д*йств1е  силы 
д^  становится  преобладающ имъ  надъ  дМствгеиъ  силы  ту;  поаюиу  и  при 
такокъ  переи'Ьп1е[11и,  силы  вобушдаютъ  матерьяльвую  топЕу  возвратиться 
въ  положение  равнов'ЁС1я. 

Пржи'Ёръ  46-11-  йолоиев1я  раввов-{м?1Н  тяжелой  иатерьлльноб  точки  ва 
поверхности  эллипсоида: 


если  къ  иптерьлльной  точк'Ь,  крон!:  сплы  тяжести,  приложена  сила  по- 
стояиной  величины  д^,  направленная  къ  центру  эллипсоида;  ось  2*™  пред- 
пола1'аетс1!  ваправлснвок)  всртвЕииьно  вни-т 

№.  атомь  случае  силы  пн-Ьють  слЁдующ!!!  потен^оль: 


а  поэтому: 


гз'г+(М'= 


-1-.(г^)'-ЬМ'. 


_^г8ж4'У^У+  ^^' 


(1-Э'^'+{'-;:)* 


Г  +  Чв>' +(!■')•+•'••      ('>■)■. 


(1-,-:)'-^?^+0-й)'-т- 


\^-СС. 
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ИсЕДЮчивъ  Ьй  изъ  ЬТ],  пмучииъ: 


тл^'Ь  г  означаетъ  положите1ьную  величину  разстоянхя  точки  отъ  центра 
эллипсоида. 

Мы  найдемъ  сл']^дующ1я  110ложен1я  равнов^С1я: 
I)  Точки  «=0,  у=0  аг=:±:с;  въ  нихъ: 

гд'Ь  знаки  +  соотв^тствуютъ  нижней,  а  знаки  (— )  —  верхней  точк-Ь;  сл'Ь- 
довательно,  нижняя  точка  есть  всегда  положение  устойчиваго  равнов']^с1я, 
верхняя  же  —  только  тогда,  когда 


0^  ""'"^ 

2)  точки  ГС—О, 

х^ Ъ 

тс 

У 


==/г 


зд-Ьсь: 

поэтому  въ  этихъ  точкахъ  положеше  равнов'Ьсхя  не  представляетъ  полной 
устойчивости. 

3)  Точки: 


въ  которыхъ 

положен1Я  равновФс1я  —  неустойчивыя. 
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3)  Матерьялшая  точка  находится  на  неподвижной  не- 
I  гладкой  поверхности. 

Для  того,  чтобы  натерьяльная  точка  иогла  оставаться  въ  иоко* 
на  негладкой  неподвижной  поверхности,  нукио,  чтойи  сила  трен1я, 
приложеаная  къ  «аторьяльной  точк*,  уравнов4гаавалаоь  съ  проча- 
щею равнодМствующей  задаваемых!,  свлъ  на  касательиую  плоскость. 
Величина  гилы  треи1я  равна  т^Ш^,  гд*  У'Ш'  есть  положительно 
взятая  величина  нормальной  реа1сц1и  поверхности,  а  «  есть  чис- 
левныЕ  Еоэфящентъ,  завлючаю1Д1Йсл  иежду  нулеиъ  и  нааболыпниъ 
козфищентоиъ  I;  трешя  покоющейся  матерьяльноЙ  точки  о  неиод- 

»  видную  данную  поверхность.  Реакц1я  92  по  яаправлен1ю  положи- 
тельной нормали  равна  нроэ[сц1И  равнод1)ист&ующеЗ  Т^задаваеныхъ 
силъ  на  направлеше  отрицательной  ворвали. 

На  удерживающей  поверхности  реавщя  -Л  иожетъ  быть  поло- 
жительною или  отрицательною;  при  равнов'Ьс1и  матерьяльноЙ  точки 
»Еа  такой  поверхности: 
гд*  X  не  иен'Ье  нуля  и  не  бо.1*е  Л,. 
Отсюда  сл'Ьдуетъ,  что: 
^ё(р,^V)=I^x,  х=ей1, (Ш)" 
гд*  знав,!!  +  соотв'Ьтствуетъ  т4мъ  случаяяъ,  въ  которнхъ  сила  /■' 
соетавляетъ  острий  уголъ  съ  положительною  нормалью,  звакъ  (— ) 
т1(мъ  случаямъ,  въ  которыхъ  сила  Р  соетавляетъ  острый  уголъ  съ 
отрицательною  нормалью. 

Число  или  дробь  А,  Можно  разсматривать,  какъ  таягенсъ  н4- 
котораго  угла  е1,  называеиаго  угломг  треыя  между  данною  поворх- 

Рностью  и  данною  матерьяльпою  точеою  при  взаиннонъ  ихъ  поко^. 
Изъ  предыдущаго  видно,  что,  для  равнов*с1Я  иатерьяльяой  точки 
на  неподвижной  негладкой  удерживающей  поверхности,  необходимо, 
чтобы  острый  уголъ.  составляемый  направлен1емъ  силы  ^^съ  поло- 
„дительпою  или  отрицательною  нормалью,  былъ  не  бол'Ье  е,,  гд* 


к,  =  Щ^г 


.(437) 
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шть  ит-     ^Ц 


РеаЕШя  неудервивающей  поверхности  не  иокетъ  быть 
рицательЕою;  повтоиу,  ва  негладБой  неудерхивающей  поверхности 
иатерьяльвал  точка  можетъ  оставаться  въ  поко*  въ  т-Ьхъ  м4стахъ 
поверхности,  въ  которыхъ  направлете  силн  Ж  составляетъ  съ  от- 
рицательною   нормалью    УГОЛЪ,    но    (|0ЛЬШ1Й    гр 

Представимъ  себ-Ь  ионичесЕую  поверхность,  вершина  Еоторой  на- 
ходится въ  какой  ли(Зо  точк*  М  данной  неудерживающей  поверх- 
ноств,  и  производящ1я  которой  составляготъ  острый  уголъ  51  съ  отри- 
цательною нормалью  къ  поверхности.  Точка  Жбудетъ  положен1емъ 
равЕовЪсш  иатерьлльной  точки,  если  сила  Р,  приложенная  къ  нос- 
ладней,  будетъ  им-бть  наЕравден1е,  не  выходящее  за  пределы  выше- 
означсннаго  конуса;  такой  конусъ  называется  конусокъ  трса1я. 

Всл'Ьдств1е  такого  простора  услов1й  равнов'6с1Я,  м'Ьста  иоло- 
.хен1Й  раввов'Ъс1я  натерьяльной  точки  на  негладкой  поверхвостж] 
занвиаютъ  на  ней  ц'Ьлые  пояса  или  площади,  во  всЬхъ  точкахм 
которыхъ  аагерьяльвая  точка  можетъ  оставаться  въ  воко4,         I 

Наприм^ръ,  тяжелая  иатерьяльвая  точка,  находящаяся  на 
наружной  поверхности  твердаго  негладкаго  нонодвижнаго  шара, 
можетъ  оставаться  въ  поко*  во  вс*хъ  т4хъ  точкахъ  поверхности, 
въ  которыхъ  ааправлен1е  нормали,  проведевной  къ  центру  шара, 
составляетъ  съ  направлен!  еиъ  силы  тяжести  уголъ  не  больт1Й  е^; 
вс4  ташя  точки  находятся  на  томъ  сегмент*  сферической  по- 
верхности, который  выше  уровня: 

У= — Лс08е„ 

(ось  У"  направлена  вертикально  ввизъ);  иатерьяльная  точка  мо- 
жетъ оставаться  въ  поко*  во  вс-Ьхъ  точкахъ  этой  части  поверх- 
ности сферы. 

Тяжелая  матерьдльная  точка  можетъ  оставаться  въ  поео1Ь  во 
всЬхъ  точкахъ  наклонной  плос110сти,  составляющей  съ  горизон- 
тонъ  уголъ  ^,  если  только  уголъ  ^  не  бол^е  угла  е,  трва1Я 
между  покоящеюся  матерьяльною  точкою  в  наклонною  плоскостью. 

Прим*ръ.  Опред'Ьлнть  ту  '1а1;ть  поверхности  эллипсоида; 
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тЬ  точки  Есато[юй  суть  иоложе1йл  |)анвов'!Ьс1а  тлжелоЯ  ыатерьальвов  ти'ши, 
находяи^сбс'л  ва  наружной  11ове.|>хности  эз-лшсовда;  положительваа  ось 
^"  параллельна  ва11равлен1ю  сн1Ы  тяхестя;  вюфнщввтъ  треша  иокол 

Эта   часть  ооверхвоств  заключиеть  въ  себ4  самую  высшую  точку  эл- 
липсоида ц  ограиичеиа  л1(и!ею  иерес^чевш  110верхностй  его  съ  к 
поверхностью: 


\ 


|!+С==  0,0266. 


Прин'Ьр'ь  4Ц-Й.  Тяхелал  иатсрьяльная  точка  находвтсд  ва  иакловиоЁ 
плосБОСТи  И  ар [1ТЛГН кается  &ъ  точк^  О  (черт-  26)  силою,  праноиропорцю- 
нэльною  раж;толв1Ю  отъ  этоЯ  точки;  если  нагерьяльна»  ючка  ан,ходится 
въ  точв^  К,  то  величина  этой  силы  равна  9^1  гд'Ё  ^  меньше  т  (массы 
иатсрьлльиой  точки).  ипредЪить  иоложенй  рапцов'к:ш  иатерьлльиоИ  точки 
ва  наклоиноГ<  плоскости,  ирипимаа  въ  разс1е-тъ  трев1е. 

Принснъ  точку  К  за  начало  координатныхъ  осей,  палравлснвых'ь 
такъ:  полохит&яьнаи  ось  У»^  внивъ  но  лин1и  иавбольшаго  ската  во  иа- 
клоинпй  плоскости,  ось  Х""*  горизонтально,  ось  ^»  по  нориали  къ  плос- 
кости, вверхъ;   тогда   координаты   точки  О  будуть:  я;  =  0,   ^^^—с6и^^, 

в=СС08«Г. 

Про:»кц111  на  оси  иоордяиагъ  раввод11ЙсгвушщеЯ  уадаваемыхъ  силъ 
суть: 


2=  —  тд  со&^^\•  (^д  со8.7. 

Равиов'Ьсю  матерьяльноК  точки  на  плоскости  воаможно  В'1.  гЬхъ  поло- 
кен1ях'ь  ей,  въ  которыхъ: 


-Л=\'Х'+У',  х«1в=„ 


<соз/(1-«)=/г^Ча!-зш41-|))' 

Вс-Ь  положешя  равнов'11С1Я  ваключаютсн  внутри  круга: 


Гу-^С 
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центръ  котораго  иредставляетъ  положеше  раввов'Ьс1я  на  гладкий  наклонной 
плоскости,  а  рад1усъ  равенъ: 


(б  — 1)сС08  Л§е1. 


Каждой  величине  х  соотв-Ьтствуеть  своя  окружность  рад1уса 


X 


\ё — 1)ссо8е7. 


Прим'Ьръ  47-й.  Определить  м-Ьсто  положен1Й  равнов-Ьсая  въ  прим'Ьр'Ь 
44-мъ,  предполагая  существоваше  силы  трен1я  между  наклонною  плоскостью 
и  матерьяльною-  точкою  т. 

Расположивъ  оси  координатъ  такъ,  какъ  въ  предыдущемъ  прим']^р']^, 
мы  найдемъ,  что  проэкщи  равнод'кйствующей  задаваемыхъ  силъ  суть: 

Вс^  положешя  равнов']^1я  заключаются  внутри  кривой  линш: 

4)  Машерьяльиая  точка  находится  на  неподвижной  кри- 
вой линш. 

Матерьяльная  точка,  находящаяся  на  гладкой  неподвижной 
кривой  лин1и,  мохетъ  оставаться  въ  ноко'Ь  въ  т'Ьхъ  точкахъ 
кривой^  въ  которыхъ  проэкщя  задаваемой  силы  на  касательную 
къ  кривой  равна  нулю,  то  есть  тамъ,  гд^: 

^Ш+^1+^%-^ (438) 

Если,  при  отклоненш  иатерьяльной  точки  изъ  ея  положен1я  рав- 
нов'Ьс1Я  на  удерживающей  кривой^  сила2^побуждаетъее  возвратиться 
въ  это  положен1е,  то  такое  положеше  равнов4с1я  —  устойчивое. 


I 


гг — 
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Когда   сила    Р  ак'Ьотъ  потепц1.тлъ    1]{х,  у,  г),  то  проэкцЫ 
ел  Еа  направлсвш  касательной  еъ  кривой  выразится  такъ: 

такъ  что,  если  коордиваты  х,  у,  г  точевъ  крявоН  див1и  будутъ 
выражены  фувкщяии  отъ  5,  то  будетъ: 

^^сx(^•,V)~^^^^, (439) 

гд^   ворки!^  знакъ  относится  къ  т'&нъ  случаямъ,   въ   которыхъ 
скорость  направлена  въ  сторов;  возрястающихъ  з. 

Положена  равнов4с1д  суть  т(  точки  кривой  лив1И,  въ  Боторыхъ 

г=''; (««) 

притомъ  полижевЫ  устойчиваго  равнов-Ьпя  суть  Г11К1Я  точка  кри- 
вой, въ  которыхъ: 

1?<0 (441) 

т.-е.  гЬ,  въ  которыхг  значенря.   принииаедыя  функцтею   11{$)  на 
кривой  .тинш,  иаЪютъ  навсииуиъ. 

ирпм-Ьр!.  49-й.  Тяжелая   матерьнльная  тоши  находится  ва  вивтовоб 
лии1и: 

ось  ЕотороЭ  вертикальна  (ось  ^вп  ваправлсва  спил;  вверхъ);  иате])ыш>- 
ноя  точка  отгалкивоека  отъ  вачала  ксюрдиыатъ  силою,  обратно  аронориДо- 
нальною  квадрату  разстолн1я;  опред'Ълить  положев1д  равиов'Ьсвя. 
Зд'^ь: 

Ш\1.''  /         -  I  I*'  \ 


;у.^г. 
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Первая  производнаа  отъ  11  обращается  въ  нудь  въ  т^хъ  точкахъ  кри- 
вой ЛИН1И,  въ  которыхъ: 

_    дг^ 

такъ  какъ  г  есть  величина  положительная,  то  и  ^  бол']^е  нуля,  сл'^дова- 
тельно,  положен1я  равнов']^с1я  находятся  только  на  той  части  кривой  ли- 
ши, которая  выше  плоскости  ХУ. 

Посл']^днее  уравнен1е  можно  представить  въ  сл'^дующемъ  вид']Ь: 

(у3)з_^^.+^д.=0 (443) 

Т^  положительные  корни  этого  уравнешя  третьей  степени,  которые 
не  иен']Ье  22^,  опред']^ляютъ  положешя  равнов']^с1я;  такихъ  корней  можетъ 
быть  только  два,  такъ  какъ  при  г^=+оо  и  при  г^—В^  первая  часть 
уравнешя  (443)  им^^етъ  анакъ  положительный. 

Эти  два  корня  будутъ  д^^йствительные,  если  будетъ  удовлетворено 
услов1е: 

к  <з^о,  ^0—^1/3- 

,  Величина  Го'  есть  корень  производной  первой  части  уравнешя  (443) 
по  г',  то  есть: 

поэтому  И8ъ  двухъ  корней  уравнешя  (443Х  ббльшихъ  В^^  одинъ  долженъ 
быть  мен*]^,  а  другой  —  бол']^е  г^\  озвачимъ  первый  череаъ  г^',  второй  — 
черезъ  Га*. 

Такъ  какъ 

ТО  этотъ  корень  г,*  опред^яетъ  наверно  положеше  устойчиваго  равно- 
в'Ьсхя. 

Величина  и  направлеше  силы  2^,  приложенной  къ  матерьяль- 
ной  точкФу  находящейся  въ  покоФ  въ  одноиъ  изъ  положенШ  равно  * 
вФс1я  на  кривой,  представляетъ  величину  и  направлеше  давлешя, 


иров;{В(>даха1'и  тичиию  на  К1»1вую  1§  э2);  аоэтии}  решщл  |;ривий 
ДИН1Я  равва  и  рряимритввоаоложва  сил*  Р. 

Если  крива»  лин1я  есть  лиа1я  церео'Ьчин1я  двухъ  неподвижныхъ 
гладкихъ  поверхностеб: 

то  реакц!и  этихъ  поверхностей  опред-Ьлятся,  какъ  составляю1Ц1я, 
по  нориаллмъ  Л',  и  ^1,  реаБЦ1Н  крвноЕ  лиши,  то  есть,  величины 
^1  и  *Ла  определятся  изъ  равенствъ  (379,  а)  в  (379,  Ь),  если 
въ  яяхъ  сдфлать  Щх  и  Л^г  равными  вулю. 

5)  Матерьяльная  точка  иахог)ится  на  перег.гьченш  трехъ 
неподвижныхъ  поеерхностей,  перестькающихся  т  одной  точкгь. 

Бели  т■^  три  поверхности  удерживающ|Я,  то  аолошен1в  точки 
вполне  опред'Ьлено.  Рваифя  поверхностей: 

М^,  У,  г)=0,  М^,  У,  ^)=0,  М^>  &у  ■^)=0 
определятся  изъ  равенствъ: 


У  +  'ч 


1  +  ,  ^А^;  -^А^о 


Я,=МЛ,  91а=М^>,  9г8=ХяД^. 

Давление  иатерьяльноб  точки  на  точку  аерес'Ъчен1Я  этихъ  трехъ 
поверхностей  ия'Ьетъ  велЕчияу  и  ваправлен1е  силы  Т'\  уравнен1я 
(444)  выражаютъ,  что  реакц1и  Э!],  Ш^,  ^г  суть  (;оставл8ющ1Я  ао 
нориалямъ  ^У^,  ^V5,  ^Vз  силы,  равной  и  пряиопротивоподожяой  сил*  Р. 

Если  жатерьяльвая  точка  пои'Ьщена  въ  точк'Ё  перес'Ьчен1я 
четырехъ  или  большаго  числа  венидвихныхъ  поверхностей,  то 
величины  реакций  этихъ  поверхностей  окажутся  неопределенными; 
наприи'Ьръ,  въ  случае  четырехъ  поверхностей,  кожеиъ  ириаясать 
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ироизвольвую  величину  реакц1и  ^К,,  тогда  величины  ршкцтй  9(1, 
0!а,  3?э  ипред*лятся  т4мъ,  что  геометрическая  с.уииа  всЬхъ  четырехг 
реакц1й  я  силы  ^^  должяа  быть  равна  нулю: 

91,  -1-91,+9г,Н-9Г,+^=0  *). 


§  56-  Импульсъ  силы. 

Въ  вачал*  параграфа  23  было  сказано,  что  ионимаютъ  П(|дг 
имевеиъ  количества  движения  иаторьяльной  точки,  кагсини  еди- 
ницами оно  измеряется,  какъ  оно  изображается  длиною  я  чтб 
ионшааютъ  подъ  виеаеиъ  ироекщй  количества  двяжев1д. 


*)  Для  выюда  изъ  этой  веопред'Ьлеяности,  приходится  принимать  в'1. 
раасчетъ  уирурость  т'Ьлъ,  образумщяхъ  преграды.  Для"  иояснен1я,  приво- 
димъ  сл^дуюний  простой  црии*ръ. 

Ыатерьнльнаа  точка,  в'Ёсъ  которой  тд,  виситъ  въ  поко!  на  днухт. 
нптяхъ  иераввоц  длпвы;  первая  ынть  длпны  I,  йриЕр11алева  верхвниъ  кон- 
цомъ  въ  начал*  координать  (я;=0,  ,'/=0,  в^О),  вторая,  длины  ('+(■■),  при- 
к1И>п1ена  вврхнииъ  концонъ  въ  точк*  {х^=(\  (/=0,  г^— с).  Если  пред- 
полагать нити  нерастяжпмБЕии,  то  матерьильнап  точка  будетъ  находиться 
въ  пОБО'Ь  въ  долокБшп  (:^':=0,  !у=0,  2^=2)1  причеиъ  суииа  величивъ  реак- 
ШЙ  М,,  Я)  нитей  будетъ  равва  тд;  веллчиаж  же  каждой  взъ  эпгаъ  реаЕц!й 
будугь  неопред'Ьленаы- 

Если  же  прнмемъ  въ  разсчетъ  упругость  нктеД,  то  эта  неопред'Ьлевнос ть 
будетъ  устранена.  Пусть  ш,  и  ш,  суть  нлощадн  попвречиыхь  сЬчешй  нитей, 
Е^  и  Е^—  ихъ  модули  упругости,  е  —  удлинеи1я  нитей,  тдкъ  что  длина  пер- 
вой яхти  въ  ватлженпонъ  состоявш  равна  (1  +  ^),  а  длина  итороЯ  нити  въ 
тонъ  не  постояши  равна  (?+с+е);  всл^дствде  растяжеши  нитен,  положеше 
равнов'6с1я  иатерья.гьноЭ  точки  будетъ  въ  точк4  г-=1-\-'.. 

На  осыоваи1И  нзв:ёст11Нлъ  зааоновъ  растнжен!я  упругпхъ  стержие!)  и 
нитей: 

'  1  — _®ь        в    _  «. 

изъ  атпхъ  ранспствъ  и  изъ  равенства 

Ж,  +^^=тд 
опред'Ьлимъ:  величину  ^  и  отиои1ев1о  между  в&тичинани  реакп!!): 
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Сиглагво  съ  этимъ  будоиъ  вмйть  ввиду,  ^то  килнчсетву  движинЫ 
яатерьдльвой  точки  лы  нрипигываеиг  оапрнвл1'В]е.  совпадающее  1?ъ 
направлен!емъ  скорости  тички;  ни  будемъ  представлять  себ*,  что  ко- 
личество движения  В1Ч^<6]1лхчт  д.1ивою,  вн'Ъющею  ваправлен1е  скоро- 
итй  и  во  ('ТОЛЬКО  рааъ  большею  едивицы  длины,  во  сколько  разъ  иуо- 
брахаеиоц  количество  движеи1Я  билЁе  единицы  количествъ  движев1Я. 

Пусть  I  и  I  суть  два  как1е  либо  момента  времени;  коорди- 
наты точм,  величины  Еолич<>ства  движевхл  и  нр08Ец!н  количества 
двпхен!»  на  оси  координатъ  въ  эти  ноиентн  обозначииъ  сл'Ьдую- 
щиии  знаааии: 

въ  моиентъ  1:х,у,  г,  ту,  ш.г',  ту',  тг' 
въ  мояентъ  [ ;  X,  у,  2,  тУ,  т\',  ту',  тт!  *). 

^зм1ьпен%ет  количества  двинсенгя  матерьяльной  точки  въ 
теченш  промежутка  времени  отг  (  ^о  I  мы  будемъ  называть  то 
количество  движев^а,  которое  изобразится  геометрическою  развостью 
ножлу  ллвяами,  изображающими  количества  дважев1я  тУ  и  тV. 

Про9кц1и  на  оси  координатъ  этого  алм'Ёнон1я  количества  дви- 
жешя  выразятся  разностями: 


1 

ь  ^ 


»(Х  - 


тг  —тг . 


-тх  ,  ту  —  ту  , 

(На  черт.  29  иоличества  движен1я  т\  в  то  изображены  дли- 
яаии  АК^  и  ^^1,  проведенвыии  изъ  какой  либо  точки  А;  изя11- 
веа1е  количества  движен1я  изобразится  длиною  АЙ,  равною  и  на 
раллельаою  длив-Ь  Л'!^',). 

Шлохпиъ,  что  свободвая  матерьяльная  точка  движется  нодъ 
вл1ян1енъ  д'Ёвств1я  приложенной  къ  ней  силы  Р,  которой  проакцш 

X,   У,  2 


суть  некоторые 


времеви,  координатъ  точки  и  скорости  ея. 


*)  Равл'ое  въ  обо9Начеи1Л];ъ  состоитъ  въ  тонъ,  что  величины,  огвосй- 
1Ц1ЯСЯ  къ  бол'Ье  иоздиеиу  нонету  I,  обозначоии  прямыми  буЕваки,  иешду 
■гЬаъ  кааъ  велччаии,  отцослщ1яся  К'1.  раппсну  шокенту  I,  обознЕьчевы  кур- 
1  буквами. 


При  опред'Ьлснвокъ  дввхен1И  этой  иатерьйльной  тич&и,   Еи- 
ординаты  ел  суть  опред'Ьленвйа  функц!»  вреиени: 

МО,  /■.((),  /.«)■ 

Понвожаиъ  на  Ш,  дифференщальаыя  уравнен!»  двихен1Я  ма- 
терьяльяой  точки,  аояучимъ: 

а(тх')=Х<И,  (1{ту')=Уа1,  >/(тг')^2(И; (445) 

зат^мъ  оредставинъ  №б^,  что  координаты  точки,  входящая  въ  X, 
У,  2,  заменены  функфяии  /1,  Д,  /а,  и  что  производныя  координатъ 
по  времени,  заключаюн11ася  въ  X,  У,  2,  зан-Ёнены  производвыни 
фунЕцШ  /1,  Д,  II;  тогда  X,  У,  2  выразятся  функц1яии  времени, 
Взавъ  интегралы  въ  преД'Ьдахъ  отъ  (  до  I  оть  ой'Ьихъ  частей 
каждаго  изъ  равенствъ  (445),  водучвнъ: 


тх'  — тж'=Й^,  жу' — ту'= 


,  тъ'^тг'=И^, .  .  (446) 


гд4- 


И^=  I  Х«й,  Иу=  I  УШ,  И,=      2ЛЬ..  (447) 

Иаъ  равенствъ  (446)  видно,  что  изм'Ьнен1е  количества  движнн!» 
точки  въ  теченш  промежутка  времени  отъ  ^  до  I  равняется  величин*: 


■а=»/я/+й/+г;. 


.(448) 


И  ин'Ёетъ  такое  направлевш,  косинусы  угловъ  котораго  съ  осями 
коордиватъ  равны  отношенЫнъ: 


^^^  промем 


^    Щ    ^ 
Д'    И*    И' 


Величина    И   называется   импуаьсомг   силы   Р  въ  теченш 
промежутка  времени  отъ  Ь  до  1;   мы  принисываеиъ  импульсу 


не  только  величину, 

координатъ  углы,  косивусы  воторыхъ  суть: 

п^■о>^(И.X)=П_,.,  Ясо8(Я,У)=й^,,  Ит^{И,2)=П^. 

Равенства  (446)  иыражаютъ  тогда,  что  измгьненге  количества 
движенгя  матерьяльной  точки  въ  течент  промежутка  вре- 
мени отъ  I  до  I  равняется  импульсу  силы  Р  въ  течент  тою 
же  промеакутка  времени.    .   *•'    •■  ■  ■  -  -•  ■   - 

Величиаы  И^,  Иу,  И^  суть  11роэкц!И  ияпудьга  на  чей  ко- 
ординатъ. 

Величины  вторнхъ  частей  равенствъ  (445)  суть  ороэвц1а  на 
оси  коордииагь  иипульса  силы  Р  въ  течея!и  элешевта  времено  (И; 
нтотъ  зяементарный  импульсъ  ин-Ьетъ  безкояично- малую  велячаву, 
если  сила  Р  иийетъ  величину  конечную.  ^ -■""--•-"--  Л-— — - 

Разность  нежду  велияявани  живой  сили  иатерьяльной  точен 
въ  номеяты  (  и  I  хохстъ  быть  внрахепа  прои:1ведеше11ъ  язъ 
ннвульга  на  полугуму  пр09ЕД!Й  скоростей  V  в  у  на  направлея!*» 
иипульса;  въ  самомъ  д^л-Ь,  помноживъ  равенства  (446)  нах',  у',  7.' 
и  сложивъ,  иолуяииъ: 

тУ'— и*У(!соз(у,у)=ЙУсп5(у,И); 

поняохивъ  т'Ъ  же  равенства  на  х',  у\  г'  й  сложивъ  ихъ,  получииг: 

»1У«с08{У,?')""»»г'^=Яусой(г',Й); 

отсюда  же  иайдемъ: 

< 
^_?У=|'(^со5(у,Я)  +  г;соМ",Я))..,.  (449) 

§  57.  Мгповенныя  свлы. 

Некоторый  явлен1я  совершаются  подъ  вЛ1ян1еиъ  силъ,  дЬй- 
птвующихъ  въ  течеши  весыа  малаго  пронежутка  времени,  но 
достигающихъ  огроияий  велвчнны  во  вреил  своего  д'Ьёств1я;  таковы, 
наприн'Ёръ,  силы,  развивающаяся  при  ударахъ  тЪлъ,  при  разло- 
хен1и  взрывчатыхъ  веществъ,  и  други. 
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Подобныя  силы,  несмотря  на  краткую  продолжительность  своего 
д'ЬЕств1я,  производятъ  весьма  зам^твыя  из«'Ьвен1я  въ  скоростяхъ 
т*хъ  т4лъ,  къ  которимъ  он*  приложены,  между  т-Ькъ,  какъ  аере- 
н'Ъщешя,  совершевнил  этини  т^лми  т  время  дМствк  такихъ 
солъ,  сравнительно  налы,  а  часто  даже  ничтожны. 

Полоянмъ,  что  къ  св'^бодной  матерьяльной  точк*  приложена 
такая  сила  3^,  которая  д-Ьйотвуртъ  на  нее  въ  течении  весьма  кпроткаго 
промежутка  времени  8,  но  сообщаетъ  ей  за  время  своего  д'Ьйств1Я 
иипульсъ  заметной  величин  ^.  Пусть  ^о  есть  момевтъ  начала  д*йств1я 
этой  силы,  (={/о+Е1)  — мом1'Нтъ  окончашя  ея  д'Ьйствгя;  ж,,,  у»,  2а< 
—  координаты  точки  *»  въ  иомеатъ  (о;  Хо',  у^,  г/— вроэкщ'и 
на  оси  координат!  скорости  Ло  точки  т  въ  моментъ  (». 

Крон*  того,  озпачимъ:  буквами  1,8),3— ироэкцш  этой  быстро- 
действующей силы  %  аа  оси  Еоординатъ,  буквою  3  величину  я 
направлен1е  импульа  этой  силы  аа  все  врвил  ея  д'Ьйств^я;  цроэкц1и 
этого  импульса  на  оси  координатъбудемъ  обозначать  такъ:3д,,3и'3с 

Еслк  къ  матерьяльной  точк'6  не  ирилохено  бод'Ъе  никакихъ 
силъ,  кроме  силы  ^,  то  результатъ  оковчательваго  дМета1Я  этой 
силы  на  точку  т  будетъ  заключаться: 

въ  измевен|3  количества  движен1я  матерьяльвой  точки  за  время 
д'Ьйств1Л  силы  ?г: 

т1'—ти'  =  %,  Щ''  —  т!/„'=2^,  шг'  — тго'=Зв- ■  .  (450) 
и  въ  изм*нен1и  положен1я  матерьяльной  точки  въ  течев1и  того  же 
проиежут|[а  времени. 

Разности  между  координатами  точки  т  въ  ковц^  и  въ  на- 
чале  промежутка  времени   »' -выразятся  следующими  формулами: 


« 


«.*4'''""     "' 


у -:'/•=*»  + 


ЮЛ.  ■  ■ 


(451,  а) 


■  (451,  Ь) 
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-1„  I '"  I  ^*'- 


.  (451,  с) 


к      и 


I 


Г 


эти  разности  иы  услонвмся  называть  ироэ11ц1яии  на  оси  коорди- 
натъ  переа*щрв1я  точки  въ  трчен1и  промежутка  времени  Ь. 

Еолв  импульсь  3,  сообщаемый  силою  5  матерьяльвой  точк*, 
вм1;«тъ  заметную  {но  не  йезконечво-большую)  величину,  продолжи- 
тельность же  &  Д'Ёйств1я  сила  настолько  ничтожна,  что  можво  пре- 
небречь всякими  иерс)!'Ьщен1я)1н,  совершенными  за  время  а,  то  та- 
кая сила  {^  вазввается  мгновенною  силою. 

Стеиевь  малости  промежутка  вреяони  ))  Д'^лкпа  быть  тяЕсова, 
чтобы  можно  было  пренебречь  длиною: 

П 

сравнительно  съ  конечннии  длинами,  входящими  въ  наши  рязсчеты; 
зД'Ёсь   V  озпачаетъ  какую  либо  скорость  конечной  величипы. 

При  такой  степени  малости  промежутка  времевв  Э  можно  прене- 
бречь переи'ЬщеЕ1яни,  совершенными  за  ято  время  какими  бы  то  ни 
было  точками,  движущимися  одновременно  съ  матерьяльаою  точкою 
т,  если  только  скорости  этвхъ  точекъ  им'бютъ  конечныя  величины. 

То  же  самое  можво  сказать  отвосительно  величины  перемЪщев1Я 
матерьяльвой  точки  т  аа  время  !),  если  только  импульсы  силы  3^ 
за  время  отъ  момента  ^о  до  какого  либо  момента /<(„-|-1>  имФютъ 
величины  конечныя;  въ  саномъ  д±л11,  если  импульсъ 


I  I  I  ' 


к 


и 


не  превышаетъ,  ни  при  какомъ  г,  конечной  величины  ^,  то  а?- 
солютныл  величины  интеграловъ  вторихъ  частей  равенствъ  (451) 
нен'бе  величины 

^9.  ^ 


гд*  частное  (^^.т)  выражаетъ  н^Ькоторую  конечную  скорость;  по 
иалости  хе  проиежутка,,.времеш1  &,  мы  ношсхъ  пренебречь  дливани: 

Хо'Ь,  уХ  ^0%  ~*К 


а,  сл'ЬдователЕ.мо,  и  пере11'б1цен1виЪ|ИатерьяльноЯ  точки  за  время  0. 

ПрЕнвиая  во  ввииан10  все  сказанное  въ  настоящеиъ  пара- 
графе, моленг  ВТ.  сл^дующахъ  внражен1яхъ  высказать  определение 
П01ЯТ1Я  о  нгвовеввой  силе,  приложенной  Еъ  натерьлльной  точке. 

Мгновенная  сила  дгьйствг/етъ  впродолжеши  такого  малаго 
промежутка  времени,  вг  теченш  котораю  мощтъ  совершиться 
только  еамыя  незнауительныя,  пренебрегаемыя  нами,  перемт 
щенЫ  точекг,  движущихся  съ  конечными  скоростями. 

Не  смотря  на  кратковременность  своею  дпйствгя,  мгно- 
венная сила  сообщает:ъ  той  матерьяльной  точкгь,  кь  которой 
она  приложена,  импулъсъ  конечной  не  малой  величины;  пере- 
мгъщенге  же  матерьяльной  тючки  за  время  дпйствгя  мгновен- 
ной силы — ничтожно. 

Къ  этому  следуетъ  еще  прибавить,  что  импульсъ,  сообщаемый 
маторьяльноВ  Точке  за  время  й  всякою  немгновенаою  силою,  при- 
ложенною къ  этой  точке,  ничтохевъ  сравнительно  съ  иипульсохъ 
силы  игяовепиой;  повтону  форкулв  (450)  справедливы  и  въ  т^къ 
случаяхъ,  въ  которыхъ  къ  матерьяльной  точке  приложена,  кроме 
нгновенной  силы  ^,  какая  либо  вехгиовенвая  сила  ^^  иипульсоиъ 
последней  за  время  отъ  !„  до  {^„+^^)  вы  пренебрегаеиъ. 

§  5Н.  Ударъ  иатерьпльноК  точки  о  ореграждающую 
поверхность- 

I'     Полохимъ,  что  свободная  иатерьяльная  точка  т,  подвержен- 
ная леВст111Ю  некотороЕ  неигновеяной  салн  Р,  совершаетъ  движете: 

АС).  у=!Ж  2=т, 


ординаты  дввжущейся  иатерьяльвой  точки. 


Пусть,  кронФ  того,  им'Ьетсл  неудерживающия  иреграда,  обра- 
зуеиая  поверхностью: 

Пх,и,л,1)=0,.' (453) 

прнчехъ  предоолагаетсд,  что  уравнен!е  этой  неудериввающрй  но- 
верхности  напилано  тасъ,  какъ  сл11дуетъ  по  услов1ю,  сд'Ьланвому 
въ  начая*  параграфа  34-го. 

Матерьяльнаа  точка  дяихется  свободно,  носа  ве  встр^Ьтитъ 
этой  повер1ности. 

При  встр'Ьч'Ь  натер  ьяльаов  точцв  съ  преграждающею  поверх- 
ностью координаты  матерьяльвой  точки  должны  будутъ  удовле- 
творять уравнен1ю  воверхвости;  а  потону  жокентъ  ^о  встр'Ъчв  должевъ 
бвть  д^&лтвительнынъ  корвекъ  ураввев1я: 

Коордвватв  иатерьяльной  точш!  и  проекции  на  оси  коорди- 
Еатъ  скорости  ея  въ  этотъ  кОЕвнтъ  будуть  слйдую1ц12: 

Xс=М^^),  Уо^ГМ,  го=Г»(и 
^=/".((о),  у'о=Га(и,  ^=Л'(и. 

Озвачвиъ  черезъ  ^о  величину  и  ваправлев1е  скорости  абсолют- 
наго  двихен1а  матерьяльноб  точен  въ  юнентъ  ^о  в  чнрезъ  Но 
—  величину  и  направлен1е  скорости  отаосительнаго  двнжен1я  ея  по 
отвошошю  Еъ  той  сред'Ь,  которой  привадлежитъ  вреграждающая 
поверхность  (си.  §  33,  стр.  175—176,  §  34,  стр.  180). 
6^-  Далън-ЬЙшее  состояние  двияен1я  матерьяльной  точки  зависнтъ 
отъ  того,  составляегъ  ли  отвосительвая  скорость  щ  острый  или 
тупой  уголъ  съ  положительною  нориалью  къ  поверхности  (453). 
Если  ,  . 


*""... 


^^ 


-*/ 


+2^'.+^^'.+1>о. 


!>„С0В(Ш,Л')>  — др  д, 


—  аэо  - 

Кц  сов  (»о,^V)  >  о, 

(с1.  §  34,  фориула  (277)),  то  млтерьяяьнАя  точка  ародолжаетъ 
движен1е,  вырахиемое  фориулаш  (452),  бозъ  всякаго  преадтств1я 
со  еторовы  преграждающей  поверхвости. 
Бели  хе 

|-'.+|У.+|''.+|<0 (1М) 

то  есть: 

дЛ«осо8(«о,^^)-1-^<0, (455) 

'  '  «оС08(«„,^У)<0, (456) 

то  ВТО  неравевство,  противор'Ьчащее  условию  (274)  *),  требуеиоиу 
преградою,  показываетъ,  что  иатерьяльвая  точка,  по  причин'Ь 
своей  инерщв,  стремится  преодол'Ьть  эту  вреграду. 

Такому  стремленш  «атерьяльной  точки  преграда  противодЪЙ- 
ствуетъ,  оказывая  на  точку  реакцш,  направленную  по  полохи- 
тельной  нормали. 

Эта  рбакд!я  должна  сообщить  натерьлльноК  точб'ё  такой  ие- 

ИУЛЬСЪ,    который   ИЗН'ЪНИЛЪ   бн    скорость  Vа  иатерЬЯЛЬЕОЙ  точки   В1. 

скорость  V,  удовлетворяющую  услов1ю: 

д/^.тсо8(т,У)-|-|э^0; (275) 

вм^ст*  съ  т^мъ  этотъ  икпульеъ  долженъ  быть  сообщенъ  игно- 
веано  для  того,  чтобы  иатерьяльная  точка  не  успела  войти  внррь 
вепропицаеиаго  т'Ьла,  ограввченнаго  поверхностью  (453). 

Поэтову  мы  нредположииъ,  что  реактя,  измтьняющая  ско- 
рость V,.  (удовлетворяющую  неравенству  (455))  въ  скорость  V 
(удовлетворяющую  условию  (275)),  есть  мгновенная  сила,  длй~ 


*)  На  страннц'Ё  179;  это  же  услав1е  пыражается  фори^дами  (275)  я  (377). 


р 
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сшвующая  въ  течент  столь  пичтожнаго  промеоюутка  вре- 
мени О,  вг  течент  котораю  перемгьще'нгя  матерьядьноИ  точки 
■и  поверхности  (453)  ничтожны;  эта  мгновенная  сила  на- 
правлена по  положительной  нормали  N. 

Такай  процессъ  нгаавеннаго  взнЪвешя  спорости  «атерьальной 
точки  при  ветр4^1^  ея  съ  ыреграждающею  поверхностью  назы- 
вается ударомъ  мат^ьяльной  точки  о  поверхность;  иошентъ  1» 
называется  моментомъ  падетя  тачки  на  поверхность,  ноневтъ 
'={*о  +  '')  моментомъ  отраженья. 

При  опред^еша  результата  удара  иаторьлльной  точен  вадо 
принять  во  вняиаше  сл'6дующ1я  обстоятельства: 

1)  Всл'ЬдстБ1в  ничтожной  шалости  промежутка  вреиени  »  ко-?  " 
ординаты  матерьяльной  точки  продцолагаютсяпостояннаяи{з:|),уо,го);' 
во  все  время  удара  (отъ  момента  (о  ДО  момента  1=?о+й).         ? 

2)  Положеше  поверхности  и  скорости  вс4хъ  точекъ  ея  пржяЕ-  ; 
маются  также  неазм'бнными  во  все  время  удара.  и 

3)  Импульсами  немгновенныхъ  силъ  за  время  удара  мы  прене- 
брегаемъ,  по  ихъ  ничтожной  малости. 

..  *у  Мгновенная  сила  реакши  преграды  направлена  по  положитель- 
ной нормали  №,  проведенной  изъ  точки  (*,,>  ;'/о,  ^^о)  поверхности  (453).  . 
По  этимъ  првчвнамъ  проэкцш  на  оси  координатъ  мгновенной  ' 
силы  реакции  въ  какой  либо  момевтъ  удара  выразятся  величинами: 


^-- 


гд']^  производпыя  отъ  /*  ин^ютъ  постоянныя  величины  во  время 
всего  удара,"  а  именно  т4  величины,  который  он*  ни4югь  въ 
моментъ  (о  въ  точк*  (а^,  т/о,  Ло);  X  есть  никоторая  функц1я  отъ  {, 

»б|1стро  изменяющая  свою  величину  во  время  удара, -■■:  '— -  "' ■ 
ПроэЕщн  на  оси  координатъ  импульса  мгновенной  силы  за  время 
отъ  момента  паденгя  до  какого  либо  момовта  *  удара  выразятся  такъ: 


ятотъ  икпульиъ  цроиаведетъ  сл'&дующен  изи'Ьнен1е   скорости   ма- 
терьяльноЙ  точки:  \    ^^  ^'.'Ч;, 


«:»— имо' 


т§  — тУо=|>,  ■-'■=/  ''■' 


д'-я'.  _  »'-У.  _  ''-''о  ^.?Д/.      _■ 
сов(^Г,2:)      соэ(Л;У)      005(Д^)      п*  '    ".. 

это  означаетъ,  что  <  бзя'ЬнеЕ1е  скорости  отъ  нокента  оадев!»  до 
какого  либо  момента,  (  удара  направлено  параллельно  полохн- 
тельноЁ  нормали  Л';  сЛ'Ьдо»ательно,  Еонецъ  лииш,  изображающей 
длину  и  наиравлеше  скорости  V,  чертитъ  во  время  удара  прямую 
ЛИН1Ю,  параллельную  этой  нормали  (черт.  30). 

Такъ  какъ  скорость  «о  падепгя  точки  на  новерхность  удовле- 
творяетъ  неравенству  (455),  а  скорость  отраиев1я  удовлетворяетъ 
усдов1ю  (275),  и  вритовъ  скорость  изменяется  во  все  время  удара 
по  вышеприведенному  закону^  то,  въ_ некоторый  моментъ  т  удар^ 
она  должна  йудетъ  получить  величину  и  яаправлеше,  удовлетво- 
ряющая равенству: 


<'Г_ 


^/.йш(р,М)-\-^^=0. 


=0, . 


.(458) 


гдф  Ь  означаетъ  величину  и  направлев1е  скорости  матерьядьвой  Т(1чаи 

въ  моментъ  т;  а,  р,  7,  суть  яроэкцш  этой  скорости  на  оси  координатъ. 

Если  поверхность  неподвижна,  то  равенство  (457)  получитъ 

видъ: 


это  означаетъ,  что  скорость  Ь  касательна  къ  поверхиоств 
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Если  же  поверквость  движется  иля  дефориируета,  то  равенство 
;  (457)  мояетъ  быть  представлено  такъ: 

\  гд'Ь  и  есть  скорость  въ  ноиеитъ  х  относительняго  дБЕкен1я  наг 
'  терьяльной  точки  по  отногаев1Ю  къ  той  сред'Ь,  которой  принадле- 
!'  житъ  поверхность. 

Равеяетво  (458.  Ыз)  вырахаетъ,  что  относительная  скорость 
и  касательна  къ  поверхности. 

Этвиъ  ноибнтоиъ  т  весь  пронехутокъ  времени  и  разд'Ьляется 
на  дв11  части,  а  сакый  процеееъ  удара  —  на  два  аЕта, 

За  время  перваго"  акта  удара  из»4веше  скорости  матерьяль- 
1    ной  точки  ии^еть  величину: 


V  - 


ЬС08(Й,^)  —  г'оС08(«1,„./^). 


I  ?  Если  поверхность  веподвижва,  то  скорость  »  въ  юментъ  х 
перпендикулярна  къ  нормали,  а  потому  тогда  ия!1111нен1е  скорости 
за  время  перваго  акта  равно: 

—  У(.со8(г;о,Л'), 

то  есть  величин'Ь  проэЕц1и  скорости  аадешя  на 'отрицательную 
нормаль. 

На  чертеж1Ё  30-мъ  это  изм^неше  скорости  ирн  неподвижной 
поверхности  изображается  длиною  ^^Ь. 

Можно  сказать,  что,  если  поверхность  неподвижна,  то  за  все 
время  перваго  акта  удара  иатерьлльяая  точка  тцряотъ  составляю- 
щую скорости  падешя  у^  по  отрицательной  нормали. 

Бели  поверхность  движется  или  деформируется,  то  ра;1ность 
(159),  на  освовавш  равенства  (457),  выразится  такъ: 


>^Й:Е]^л^ 


1^Гд1 


^зС^оЛ^),., 


. (160) 


—  Ио  С08  (Щ„Ю\ 


I 
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а  это  есть  величина,  проэкп1и  на  отрацательвую  нормаль  отвоси- 
тельной  скорости  паден1я  натерьяльной  точки. 

Означимъ  черезъ  м;  величину  и  нааравлен]е  скорости  той  точки 
ЭИ  {Хо,  %,  ^о)  поверхности,  въ  которой  ироисходитъ  ударъ;  какъ 
ухе  иэв'Ёстно: 

и,С05{щЮ=-1/^, (260 

(си.  стр.  176  и  130);  крон*  того,  ны  знаемъ,  что  скорость  V,, 
есть  геометрическая  сумма  скоростей  «о  и  гр. 

Такъ  какъ  скорости  точекъ  поверхности  предполагаются  по- 
стоянными во  все  вреид  удара,  то  и  во  вслк1й  иоиентъ  удара  ско- 
рость V  есть  геоиетричесоаа  суниа  скоростей  и  в  щ  наприи'Ёръ, 
абсолютная  скорость  и  есть  геоиетрическая  суииа  скоростей  и  и  №,'■■ 
абсолютная  скорость  V  есть  геометрическая  суииа  скоростей  чпщ  ■ 
такъ  и  изображено  на  чертеж'й  31. 

Изъ  этого  слЬдуетъ,  что  во  все  время  удара  конецъ  относи- 
тельной скорости  (натерьяльной  точки  по  отношешю  къ  той  сред*, 
которой  прииадлежЕтъ  поверхность)  онисываетъ  прямую  лишю, 
параллельную  той  пряной  линш,  которую  въ  то  хе  время  чер- 
тить конецъ  абсолютной  скорости  (черт.  31). 

Такъ  какъ  въ  ионентъ  т  относительная  скорость  и  перпеи- 
дикулярна  къ  К  (сн.  (458  Ыа)),  то  иожно  сказать,  что  за  все 
время  перваго  акта  удара  матерьяльная  точка  теряетъ  составляю- 
щую относительной  скорости  падения  Мо  по  отрицательпой  нормали. 

По  этииъ  причинамъ  первой  актъ  удара  иожетъ  быть  названъ 
актомг  потери  нормальной  части  скорости  паденья. 

Второй  актъ  удара  начинается  въ  моиентъ  г  и  оканчивается 
въ  моиентъ  1=((о-{-8)- 

За  все  вреня  этого  втораго  акта  изн'&вен1е  скорости  иН'Ёетъ 
величину: 

V  С08  (У,^^)  —  &  С05  (Ь,Л') (461) 


Если  поверхность  неподвижна,  то  величина  этого  изн'Ёнев1я 
нлется  проакц1и  скорости  отражеша  V  на  положительную  нормаль. 


I 


пя  рав-       ^Ш 
орналь.    ^^Н 


Егли  же  поверхность  движется  или  двфоряируетм,  то  вели- 
чина разности  (461)  нохетъ  быть  лырахева  тякъ: 


8  (и,ЛО, 


гд4  и  есть  относительваа  скорость  отражев1Я  матерьяльной  точки; 
сд^Ьдовательно,  въ  ятихъ  случаяхъ  ввиФнвн^е  скорости  равняется  вро- 
ЯКЦ1И  относительной  скорости  отражен1я  на  положительную  нормаль. 
Второй  актъ  удара  называется  актот  воэстаноелешя  нор- 
мальной части  скорости  отраоюенгя. 
I  ^.  Величины  а,  р,  т  про9кц1Я(ХКорости  1*  ва  оси  коордиватъ/-^, 
иогутъ  быть  онред'^ены  и.гь  равенствъ: 


т1х=тх' о-{- ^  ^, 


т^=ту'о  +  ^  ^. 


т■\  =  т2а^\-^  ^^ 


.  (463) 


=    I  \0 


.  ни) 


Величина ./  оаред:Ёлится  изъ  равенства,  выражапщаго,  что  изж^б-  ^ . 
нен1е  скорости  иатерьяльвой  точки  во  время  акта  потери  равно 
вемчия^Ь  иипульса  реакдш  за  это  вреия,  деленной  на  массу  точки; 
такъ  какъ  изм'Ъаеше  скорости  за  вреия  перваго  акта  выражается 
формулою  (460),  а  иииульсъ  реакции  за  время  атоги  акта  выра- 
жается провзведешемъ  -/.Д/",  то  это  равенство  будетъ  а'Ьдующее: 


^/— - 


1    (*Г_ 


^аС05{Vо,N)^,  - 


т' 

щ 

Величина  имоудьса  рег1Б111В 
равнлетсл 


время  акта  возстатвлетя 


=/;*, 


7.Д/';  /: 


величива  же  2311'Ьнен1л  скорости  иатерьяльвой  точки  за  вто  вреия 

выражается  формулою  (462),  иоэтоиу: 


Изъ  внражен1в  (46В) 
I 


(467)  сл4дуетъ: 

йИ18(П,Л') 


^     — ипСоа(«й^)' 

если  подъ  иненекъ  потерянной  скорости  подразуи'Ёвать  проэкщю 
скорости  Еаден1л  на  отрицательную  нормаль,  а  подъ  ииевеиъ  возста- 
новленной  скорости  —  ироэка!ю  скорости  отражев1я  на  положи- 
тельную ворналь,  то  равенство  (468)  можно  высказать  въ  сл*дую- 
щихъ  выражен1яхъ:  импульсг  второго  акта  такъ  относит,ся  кь 
импульсу  псрваго  акта,  какъ  возстановленная  относительная 
скорость  относится  къ  потерянной  относительной  скорости. 

Есм  иоверхность  неподвижна,  то  величина  отношешя  между 
этими  импульсами  выразится  веяичиною  отаошеюя  абсолютной  воз- 
становленной  скорости  къ  абсолютной  потерянной  скорости. 

Означииъ  буквою  I  уголъ  падешя,  то  есть  уголъ,  составляемый 
направлен1еиъ  скорости  падения  V^,  съ  отрицательною  нормалью 
(черт.  32);  буЕвою  г  озяачимъ  уголъ  отражешя,  то  есть  уголъ, 
составляемый  навравлен^енъ  скорости  отражешя  V  съ  положитель- 
ною ворналью;  оо  чертежу  32  легко  видеть,  что: 

Ш(  Р=  V  С08  (V, ^0 = ^  со1е  г 
аЛ§=— 1)0  008  (»,„Л')=ЬсоЦ  г; 
а  потому,  при  неподвижности  поверхности: 


у  соэ  (у,-У}   1^1 


-(469) 
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Велнчвва  отношевш  вехду  возстановдсннию  скоростью  и  потеряв- 

ною  скоростью  ааввсятъ  главныиъ  ойразоиъ  отъ  упругихъ  свойствъ 

соударяющвхгя  гЬлъ.  По  изсл'Ьдован1яиъ  Ньютона  величина  этого 

отаошешл  не  зависвтъ  отъ  величина  и  направлеп1л  своростя  падеВ1Я, 

но  только  отъ  природы  тЬхъ  тЬлъ,  между  которыми  происходить 

15 

ударъ;  такЪ)  ври  соударен1и  стекла  о  стекло  это  отвошеанз  равно  ^^ 
ври  соударен1я  железа  о  железо:  ^,  при  соударенш  т4лъ,  состоя- 
щихъ  изъ  прессованной  шерсти, — тоже  у;  вообще,  отнон1ев1е  это 
есть  дробь,  не  большая  единицы,  то  есть  величина  возстаповленвоб 
скорости  не  превосходитъ  величины  скорости  потервнной  и  уголъ 
отражен1я  не  иен^е  угла  паден1я  (при  неподвижности  поверхвости). 

Это  отношение  называется  коэ^иц1ен1помъ  возстановлешя;  это 
есть  дробь,  не  меньшая  нуля  и  не  ббльшая  единицы,  не  зависящая 
отъ  величины  и  папраилев1я  скорости  падензя  *). 

Если  величин!  коэ<]|иц1ента  возстановлен1я  изв'^стна  (означи1Ъ 
его  буквою  г)^  то  тогда  иы  ножепъ  определить  проэкщи  на  оси 
координатъ  скорости  отражен1Я  V  во  слЬдующииъ  фориулаиъ; 
741 


.  (470) 


Въ  н4которыхъ  случаяхъ  не  будетъ  надобности  пользоваться  атими 
формулами,  такъ  Еакъ  величину  и  направление  скорости  отражен1Я 
иоженъ  определить  при  воиощи  сл^дующихъ  простыхъ  соображев1Й. 
,'.  Проэкц1Я  относительной  скорости  на  касательную  плоскость  (то  '' 
есть  скорость  и)  пе  изменяется  при  удар'Ь;''ароэкц1я  же  иа  отрицатель-  ' 
аую  нормаль  итаосительной  скорости  падешя  (т.-е. —  и„соз^и^,N)) 
заменяется,  вследств1е  удара,  возставовленною  скоростью 

и  С08  (и,?0  =  е( «о  С08  (Мо,ЛО), 

иавравлонною  по  положительной  нормали. 

*)  11оздн'Ьйш1е  опыты  показали,  что  Ньк>то[1ово  положеше  о  веяавнин- 
хости  величины  [и)'Н1>иЦ1е<1та  впитано вд в В1Я  оп.  скпрогги  иаден1н  песьма 
блннко  лъ  истине. 


] 
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Если  6=0,  то  возотановленной  скорости  в'Ьтъ  я  иатерьяль-  ^ 
ная  точка  остается  на  аоверхвости,  ииФя  относительную  скорость  и.  \ 
Если  е=1  и  поверхность  неподвижна,  то  уголъ  отражешя  ра-  ) 
вент,  углу  падешл;  при  е<1  уголъ  отракев1я  бол*в  угла  падвв1я.- 
11 ,  Изи'Ьнен1е  хивоЙ  силы  ватерьяльной  точки  при  удар*  о  по- 
верхность определятся  по  формул*  (449),  если  зам'Ьнвмъ  въ  ней 
ааправлеше  И — направлея1емъ  N,  а  величину  И — сл*дующииъ  ^ 
вырааен1еиъ  ннпульса  реакц1и  за  все  вреиа  удара: 

но  такъ  какъ: 


1  ^ 


г^_ 


1  «■ 


Т1|  получинъ  следующее  вырахеше  величины  хивой  силы  ири  удар^: 

т"-т=-'^"а-.-)-д1+.)|--  ■  ЦП) 

Если  поверхность  неподвизвва,  то:  ';  '"'  '  "■"'-■ 

-2 2^= 3^(1— Осоа'К,2У) (172) 

то  есть,  окивая  сила  матерьяльной  точки  теряется  при  ударгь 
ея  о  непйдеижную  поверхность,  если  коэфицгентг  возстановде- 
нгя  не  рсшенъ  едипицгь  и  если  скорость  паденъя  не  перпен- 
дикулярна къ  нормали;  потеря  живой  силы  ттьмъ  болтье,  чшт 
менгье  кодфитентг  возстано&ленгя  и  чтьмъ  болгье  щюэкщя  ско- 
рости паденгя  на  отрицательную  нормаль. 

Эта  потеря  живой  силы  ножетъ  быть  съ  иэбытцокъ  возна- 
граждена живою  силою,  сообщаемою  матерьяльной  точк4  движу- 
щеюся поверхностью,  есля. скорость  го  точки  ЯЙ  составляетъ  острый 
уголъ  съ  нормалью  N. 

11рл11-1фъ  40-6.  Тяжелая  натерьлдьная  точка,  брошенваа  шъ  начала 
коирдинатъ  со  скоростью  7  въ  вертикальной  плоскости  ХУ  (черт.  33) 
подъ  углом'ь  Н+к  — '■)  '''''  "^си  ^:  и  подъ  угломъ  (^+1г— г)  к:ь  оси  У, 
совершаетъ  рлдъ  рикошетояъ  о  ааваоввую 


I 


лт 


^  V  -  5"й . 


^^ггг^»./^*  .  |^.,^^г//<.г.- 
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'   Озвачимъ    адрезъ   VI   величину   скорости   отражешя  въ  1 


1'5-6- 
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I.' 


((    «у 


л\~  -а- 


ПС  ^/у  уц  ^йЬ 


л  г. 


</  -"Л 


г  лиг     Спег  : 
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/;  Л/».-  Сч^.'ус  ,.,^^^^,,.я■^  '.--....„у,^  ■>.),<■.</.«  А=/^  "^'  (;'^у' "  ^У 

^  »^/;.'      ,:с        <-;р*г-г1г     ^'/^^^.    1^^::^^       . 
летъ  рлдъ  ривошетовъ  о  наклонную  плоскость: 


у 


■л 

1-5 


у-Гб- 
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черезъ   г,   уголъ   отражев1я.   По  теорш   ухара  о  неподвижную  поверх- 
ность: 


•         • 


VI  8Ш  ^^=^V^  8Ш  гх,    VI С08 Г1=  еV^  С08  Ъг, 
а  потому 

V18Ш^1=  Г(8ШГ  —  2  С08Г1§«7) (4*3'8) 

УС08Г1  =  еГс08Г. ; (479) 

и  отсюда: 

г^§^^=^ё^—2^ё^. (480) 

Разсуждая  такимъ  же  образомъ,  опред^имъ: 
величину  промежутка  времени  между  (п—1)~ымъ  и  п— ымъ  ударами: 

разстоян1е  между  точками,  въ  которыхъ  эти  удары  совершаются: 

в  зависимость  между  скоростями  и  углами  отражен1я  въ  этихъ  точкахъ: 
У^8Ш  Г„=  У^1  (вШ  Г,^_1—  2  С08  г„_1  ^^^), . .  (478,  п— 1) 

У«С08Гда=еУ„_1С08Г„_1, (479,П— 1) 

8*§г^=*§г^1-218^. .........  (480,п-1) 

Изъ  рада  равенствъ: 


исЕлючимъ  г„  »'а,  • .  •  »'»_1;  получимъ: 

г'^^е^^=^ё^-2^-=^^^^.. ......  (481) 

Из^  ряда  равенствъ  вида  (479,  п—1)  получимъ: 

V^С08^^=8^ГС08^ (482) 
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Иозтон;  раастоннЕо  ножху  двуиц  т1011Л'Ёдо11атель&11и111  'Гоч1и1)1н  удяра 
выразится  такъ: 

'  Если  эта  развость  окажется  отрипателыюю,  то  это  будетъ  оааачать, 

что  иатерьяльная  точка  иосгЬ  (и-1)— аго  удара  совершаетъ  свачвЕЪ  ваниъ, 
а  ве  вверхъ:  для  этого  кадо,  чтобы  вырвжеше: 

ии^ао  величину  отрицательную. 

Сложив!,  рядъ  равенствъ  вида  (4йЗ),  полушмъ  выражов1е  равстояни 
той  точки  отъ  начала  коордиаатъ,  въ  которой  ироисходитх  я— ый  ударь: 

•"=Т  Б5^  ГГ^  [1—  1^  Т?7] (*»*-) 

Сложивъ  рлдъ  равенствъ  вида  (473,  и— I),  получнмъ  выражев1е  момента 
я— наго  удара: 

'«=7гп-ггт (486) 

Величина  н  ианравлеше  скорости  отракев1я  поел*!!  п— аго  удара  овре- 

Л'кавтаЕ  ивъ  фориулъ  (462)  в  следующей: 

у„8шг„=К8ш»— 27со8г~^1ё/ (487) 

Матерьяльная  точка  совершить  безкоыечиое  число  скачЕОВъ,  Еоторме 
стаяовятся  все  мельче  и  короче,  какъ  видво  нзъ  фориулъ  (482)  и  (483), 
а  удары  становятся  все  чаще  и  чаще  (ск.  (473,11—1}).  11о  нстечецЕи  коаеч- 
ваго  времени  '      '.-■'■'■      !.'■'' 

™_2Гсозс     1  /-лооч 

скачки  прекращаются  и  въ  этотъ  моментъ  матерьяльная  точка  будетъ  нахо- 
'  литься  ва  сл11дующегь  разстоян1и  оп.  иачала  координатъ: 

'^=тЧ^М'-Х^.Ш (*89' 

а  скорость  ея  будетъ  направлена  вдоль  по  положительной  у  ели  отрицатель- 
нону  навравлетю  оси  3  и  будетъ  равна: 

С=В.Гспзг;  Б=1^г  —  :^^Х^.7 (490) 
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Уиакъ  величины  В  опред^ляетт.  возможность  или  невоаможяость  ие- 
1»е11'Ьим  напрн,мвн1Я  скачковь;  если  В  Оол*е  нули,  го  матерьяльаая  точка 
будет!,  восходить  по  оси  3  и  даже  поел*  прекращения  скачковъ  будегь 
ик^ть  скорость  С,  напривленную  по  положительной  оси  Е;  если  В^О,  то 
скорость  С  будетъ  нуль;  если  же  В  мен'Ье  нуля,  то,  начиная  съ  в'Ькотораго 
п,  скачки  будутъ  совершаться  внпзъ  по  плоскости. 

Прия'Ьръ  50-Й.  Определить  результатъ  перваго  удара  иатерьяль- 
ной  точки  объ  окружвость  въ  пример*  34-иъ  (стр.  241—245). 

Прежде  всего  сл*дуетъ  найти  точку  В  первой  встречи  катерь- 
яльной  точки  съ  окружностью.  Означишь  координаты  этой  точки 
знаками  Хз,у^,  иоиентъ  встречи  —  знакомъ  (в,  проэкц1и  скорости 
падеЕ1я  —  знавами  з^'а,  у'а,  проэкцш  скорости  отражен1Я  —  зна- 
кани  х'з,  у'з. 

,  Прии-Ьняя  къ  атоиу  случаю  нр1евы,  изложенные  въ  этомъ 
параграф'^,  иц  найдеиъ: 


1. 

-'.  =  ^. 

з;',= 

'Щ%у',=  М, 

1- 

-Ш  у.= 

^..(. 

4жЛ      .7 

х'.=л| 

;  — 2 

^^.(1+.) 

Остановимся  на  частномъ  случа*:  Ь= — ^В  и  опред*лимъ 
дальнейшее  движение  матерьяльной  точки  поел*  перваго  удара  при 
предпо1ожен1яхъ:  е=1  и  е=0. 

Въ  этомъ  случа*  ударъ  произойдетъ  въ  гаиой  нижней  точк* 
окружности  и  скорость  паден1я  будетъ  ии*ть  сл*дующ1я  вроэкщи: 

,  »;,       ,      г^       -Т     ^УЪ 

Если  е=1,  то  иатерьяльная  точка,  отразившись  о  нивнюю 
точку  окружности,  опишетъ  параболу,  сиянетричную  той,  которую 
она  описала  до  удара;  въ  точк*  ДГ[  (ж— — ^а,.^/^- 
она  вступитъ  на  окружность  безъ  удара,  такъ  какъ  скорость  ея 
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будетъ  ааправлена  по  касате1ьний  еъ  о^фухности;  лЗ'Л'^е,  1а- 
тврьяльная  точка  пойдетъ  по  окружиости,  оройдетъ  чррезъ  нижнюю 
точку  ея,  подымется  до  точки  к,  гд*  снова  сойдетъ  съ  окруж- 
ности, и  таЕЪ  даЛ'Ье. 

Если   Е=0,   то  матерьяльная  точка  потеряетъ   скорость   по 
норналя  и  пойдетъ  по  окружиости  со  скоростью: 

дальвМшее  двихеш  она  будетъ  совершать  по  нижней  части  оврух- 
ностн,  не  нодыиаясь  выше  уровня: 

5Л. 


У — 0,-Щ 


16^ 


Прим'Ёръ  51-0.  Тяжелая  иатерьяльная  тачка  Орошема  изъ  вачяла  ко- 
ордвиатъ  на  наклонную  шосеость,  движущуюся  ]|ост;патедьыи  и  рввио- 
н'Ьрво;  ураввев1е  этой  плоскости: 

Представииъ  се<51|  нвизи'Ьнлвиую  движущуюся  срезу,  котороЛ  при- 
вадлежитъ  плоскость,  »  опредЬлинъ  относительное  двияен1е  натерьлльыоб 
точки  по  отношен!»  къ  этоА  сред^,  нрлчомъ  реаультать  каждаго  удара 
будсм'ь  разсчнтывать  на  тонъ  основашв,  что: 

гдЪ  м„  есть  относительная  скорость  паден1]|,  и„  - 
отракевдя,  р,,  —  относительный  уголъ  отражен1я,  а 
паден1я  при  п — номъ  удар4. 

Въ  рсэультат'Ё  нолучии'ь  форкулы,  отлнчаюфлся  отъ  форыулъ  лрии^ря 
49-го  т^мъ,  что  въ  Н1гхъ,  ем+лто  Ксозг,  Уапг,  н  18''  будутъ  входить 
сл'ЬдуюпЦя  величяЕШ 

Гсо5>-— 1ссо5^  вместо  Исозг 
Гяшг- — юят-/  вм-Ьсто  Уш\г 
в1ГЬсти    1В  *'■ 


и„  С05  р„  =  гИд  С08  о„. 


I  скорость 
--  относительные  уголъ 


юй^а^ 


Прнм'Ёръ  52-й.  Матерьяльная  тяжелая  точка  свободно  пущена  въ  нонентъ 
*^0  нзъ  точки  (!=«,  ,//=— Л);  определить  результатт.  ея  удара  о  плоскость: 

Вращающуюся  вокругъ  горизонтальной  оси  2»'"', 


IV -Ь^?- 
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Движеше  то<зки  до  удара  выражается  такъ: 


Моментъ  встр']^чи  точки  съ  плоскостью  опред'&штся  изъ  уравнен1я: 


Изъ  двухъ  р'1шен1й  этого  уравнешя: 

второе  опред-Ьляетъ  д-Ьйствитедьный  моментъ  встр'Ьчи.  Въ  этотъ  моментъ 
матерьяльная  точка  им4етъ  сл-Ьдующхя  координаты  и  сд-Ьдующхя  про9кд1и 
скорости  паден1я: 


^0=^1,  Уо=^^9  ж'о=-0,  у\^\^^д1г. 
Для  вычислен1я  ^  мы  должны  составить  выражен1Я  производныхъ: 


Тх^тУ  ъ9^-Т^  д^-~^'  Ш-У   В9^' 
Величина  /  выразится  такъ: 


+ 
проэкц1и  скорости  отражен1я  на  оси  координатъ  будутъ  им-Ёть  сл'бдующхя 


величины: 


(__    4Ла 


4А«+а 


-,(Ц-г)|Л|^й 


у'=1/б^  _^Д I  +е)  У^дк. 

Въ  этомъ  случа']^  происходить  потеря  живой  силы  всл'1дств1е  удара; 
въ  самомъ  х^л^: 

если  даже  коефицхентъ  возстановлешя  будетъ  равенъ  единиц*!,  то  все  таки 
будетъ  потеря  живой  силы,  равная: 

4та'    2    , 


КУРОЪ 


гг 


К 


1 


ишш 


--^,9,0- 
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ЧАСТЬ  КИНЕТИЧЕСКАЯ. 

МЕХАНИКА   СИСТЕМЪ,   СОСТАВЛЕННЫХЪ   ИЗЪ 
МАТЕРЬЯЛЬНЫХЪ  ТОЧЕКЪ. 


*: 


Днфференщальныя  уравнен1я  двнжен1я  системы  матерьяль- 
ныхъ  точекъ. 

§  39.  Понят1е  о  гиствмЪ  нлтерьяльиыхъ  точекъ.  Сшли. 

Если  н^1Ж<1Льки  иятерьальонхъ  точекъ  аидвсрхины  тжимъ 
силинъ  или  цпдчанены  тапшъ  усдов1ямъ,  что,  ори  оиред'ЁлвУ!» 
ДВИЖ1Ш1Й  одной  изъ  точевг,  приюдится  принимать  въ  разелотъ 
вгй  прочш  точки  бозъ  исключения,  то  такая  группа  точекъ  на- 
зывается системою  матерьяльныхъ  точекъ. 

Михво  ищи  выразиться  ива'ш:  а'Ьсколыго  яатирьяльвыхъ  точоеъ 
образуютъ  одну  сястеиу,  если  существуютъ  обстоятельства,  д'Ьлаю- 
Щ1а  1»ти  точки  настолько  завипииыми  одна  отъ  другой,  что,  яри 
011ред'Ьлвн1и  ДВВЖ0Н1Л,  совершаемаго  одаото  изъ  нихъ,  приходится 
яеизб'&хно  приоинать  въ  разсчетъ  двия[0Н1Я  всЪхъ  прочвхъ  точекъ. 

Обстоятельства,  устан!Ьливающ1я  зависимость  между  натерьяль- 
ныни  точками  систеиы,  ногутъ  заключаться: 

о)  въ  томъ,  что  силы,  приложенныя  къ  точкамъ  системы,  за- 
вясятъ  огь  координатъ  и  скоростей  другихъ  точекъ  той  же  системы; 

Ъ)  въ  существован1И  кнвематическихъ  связей  между  точками 
системы . 

Связью  (Ца1'зоп)  называется  условто,  въ  силу  котораго  ко- 
ординаты нФсколькихъ  точекъ  системы  должен  удовлетворять  н*- 
аоторому  раиепстъу  или  неравенству. 

На11рим11ръ: 

Прим^ръ  53.  Услов1е,  въ  силу  котораго  разстояте  между  двумя 
точками  Шг  (координаты  л,,  ^1,  гО  и  т^  (координаты  ж,,  у^,  г,) 
должно  оставаться  цостоянннмъ,  выразится  сл4дующимъ  равенствомъ: 


■■■1"' 


К- 


■0'  +  Су.-»,)'  +  к-^.)'-^'  = 


0) 


тл.^  I  есть  величина  рнзстоян1я. 

Эту  связь  можно  предстаиить  себ'Ь  въ  вйд'!Ь  виолн^  тнердиго 
без1синечЕо-Т1Шкап)  стержня,  ни.  коядахъ  котораго  нахидятсд  см- 
завасиыя  ииъ  матсрьяльвыя  точев. 

Прнм'Ьръ  54.  Связь,  представляемая  безконечео-тонкою,  гиб- 
кою, порастяхнною  и  веви'Ьпщею  ииссы  витью,  свявывиющею 
то^ки  т,  и  Шз,  выразится  сл^дующаиъ  услов1е|1ъ: 


-;»,)+ (у,— 2/,)'+ (г,- 


0\ 


такъ  кааъ  разстоян1е  между  точками  ни  должно  быть  бол'Ьс  длины 
/  нити,  но  яижотъ  быть  равно  или  меи^е  I. 
Прим^ръ  55.  Услов1о: 

выражаотъ,  что  разстояшо  между  двумя  точками  не  должно  быть 
I,  но  можетъ  быть  равно  или  бол'Ьс  I;  эту  связь  можно 
представить  себ*  такииъ  образоиъ,  как'Ь  будто-бы  точки  п11  и  Шз 
были  пентраии  дкухъ  твердыхъ  шаровъ,  суииа  рад1усовъ  которыхъ 
равняется  I. 

!1рии*ръ  56,  Услив1о: 

ГЛ-Ь  


:,  =    +   /(ж,— Жа)*-|-(1/,-?/,,)'  +  и  — г,)', 

связывающей  координаты  трехъ  точеиъ  ^1,  тз,  Ша,  выражаетъ, 
'гти  пумиа  разстоян!!!  точеиъ  т,  а  т&  отъ  тозки  т^  должна 
(|ЫТ!|  не  бол*о  I;  связь  эту  можно  представить  себЬ  подъ  слйдую- 
щиш  видомъ:  точБИ  ж,  и  щ  ирикр'Ьпдены  къ  кондамъ  гибкой, 
нсрастяжинай  нити  (длина  I),  вдоль  по  которой,  ве  сходя  съ  воя, 
можетъ  скользить  точка  ш,. 


-  307  - 

Лпалнтичсскйс  вы]>(1Х0Н1е  <;вяан  иьхцч  тччяяжй  иожетъ  заклю- 
чать въ  соб'Ъ,  сромЪ  коордннатъ  то^екъ  и  постоявны:1ъ  пнрнне-     1Ц 
тровъ,  еще  и  вромя;  вацрии^ръ,  если  стерхсвь,  гвлзцвающ1а  точка 
т,  и  та  изм4вястъ  съ  течвн'|емъ  нрекени  свою  длину  по  закону: 

гд*  1а  ОСТЬ  длина  стсржвл  их  шонентъ  *  =  О,    а  /  —  длава  ого 
вг  юнеятъ  /,  то  связь  эта  ввразитсд  сл'Ьдующшъ  равевствияъ: 


+  ^{х,  ~  х^'  +  (у ,  -  у, у  +  (г,  -  ^,Г  =  X  +  (^0  -  _^)е-^ 

гд4  34,  Уи  2\,  ^3,  У%,  ■^а  "уть  Еоординаты  полоябий,  заникае- 
кыхъ  точвави  »11  и  Жз  въ  ноиентъ  Ь. 

Всла|я  связи  яежду  точками  т„  т,,  т», . . . .  т^, .  •  - .  т. 
югутг  быть  вырих<1ын:  одв^— равснптвани: 


в(ач,  1/„г„  х-„у„г 


■  а;,„//..,г„,0=0, , 


(491) 


.,Уг,2, х^,у„,г^,Ь)^Ь,....   (492) 


друпя  —  услов1яяв: 

гд*  ж,,  у1,  г„  .1-„  //„  3,,  .  .  .  .  ;г„  2/.,  г(, .т„,  */„,  г„  суть  1еоор- 

дввати  иолох1)Л1В,  завниаеиыхъ  точкаии  ш,,  Жз,  ....*»«,... .  ш^ 
въ  ичЁСвтъ  I.  л  »*)  озаачаетъ  функиш  этнхг  координап  и  вре- 
иени  ?;  эта  функция  мояетъ  не  заключать  времени  и  В'Ькоторыхъ 
изъ  координатъ;  видъ  ея  опред'Ьляотся  К1шструкц!сю  связи. 

(Составляя  аналитическое  |(иражсн!и  иакой-либи  (''Вл;1И,  ян 
йудииъ  пикиь  его  такнмъ  образоиъ,  чтобы  всЬ  члени  равенства 
или  неравенства  заиючались  въ  первой  его  части;  если  тогда 
получится  вцражен1е  вида: 

/"К,  Уи  ей  Яа,  у.^,  г„ х„,  у„,  г,„  0^0, 


*)  (>гу  букву  ми  иреднялначниь 
вих'ь  частей  вырашиий  свнзсГ' 


—  308  — 

то  мы  можемъ  привести  его  бъ  виду  (492)  положивъ: 

Связи,  внражаемня  равенствами,  называются  удерживающими 
)  связями^  а  тФ  связи,  которыя  выражаются  условхями  вида  (492), 
^     называются  связями  неудерживающими*). 

§  60.  Зависимость  между  скоростями  точекъ,  связан- 
ны1ъ  удерживающею  связью. 

Удерживающая  связь  (491),  существующая  между  точками 
ш^,  ^2, ....  т, ... .  Шпу  допускаетъ  только  таш  движен1я  этихъ 
точеЕъ,  при  которыхъ  одновременяыя  скорости  точекъ  удовле- 
творяютъ  сл4дующ^му  уравненш: 


I    дм  ^01  _\    дь  с10^  _.        _.     да  Л^^    \_       х_  дь  в,0^^^д^ //10^\ 


линейному  относительно   проэкцШ   на  оси  координатъ  скоростей 
точекъ. 

Первую  часть  этого  равенства,  представляющую  полную  произ- 
водную отъ  функщи  8  по  ^,  мы  будемъ  изображать,  для  крат- 
кости, такъ: 


'^)  Сомовь  называетъ  связи  перваго  рода  —  да1ф1ьплл90шш»!«,  а  связи 
второго  рода  —  незакргьпляюимми;  см.  Ра1Ц0на1ьную  механику,  кииематику. 
стр.  266. 


У-6о. 


309  — 


•) 


а» 


аг 


=  -^-+2(|;<+|;Л  +  |;4  ■••(«4» 


поэтому,  равенство  (493)  будемъ  писать  въ  такомъ  вид^к: 


гП 


^  +  2Д<-г|;|/,+|;^.)  =  0 (493) 


а  иногда  даже  и  въ  такомъ: 

им 

'Ж 


=  о (493) 


Уравнвн1е  (493)  и  другш  равенства,  проистеБающ1я  изъ  су- 


*)  По  прежнему  мы  будемъ  обозначать  части ыя  производный  помощью 
круглыхъ  д^  а  полныл  лроизводныя  помощью  прямыхъ  (I;  напрпм'Ьръ: 

дъ      дь       д» 


^7?     -ч— ? 


суть  частныя  пропзводныя  отъ  функц1и  «  по  ^,  х^  и  у„  а 

есть  полная  производная  отъ  »  по  ^. 
**)  Знакъ: 

2 

служить  для  сокращеннаго  писашя  суммы  п  членовъ  одинаковаго  вида, 
различающихся  только  численными  значен1ями  н']Ькотораго  индекса,  ко- 
торый равенъ  единиц']^  въ  первомъ  членЬ  суммы,  двумъ  —  во  второмъ, 
тремъ  —  въ  третъемъ,  и  т.  д.;  наприм']^ръ: 

<=1 


\дх}  +  \дх)  +  •  •  •  +  \дх,)  ~ 2(аа;,)  ' 


I 
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ществовашя  удерживающей  связи,  могутъ  быть  выведены  сл4дуго- 
щимъ  образомъ. 

Координаты 

■Х/]|^  и/2у   •    •   •   •  »лу%^   •    •    •   •  »л/^ 

Уи  Уь  -  -  -  -  У^^  '  -  -  -  Уп 

3\^   ^2у    •    •   •   •   <8^»^   .   •   •   .  0^ 

движущихся  точекъ 

Шх,  Ш2,  ....  Ш^^  ....  Шп 

могутъ  быть  выражены  непрерывными  функщяии  времени;  при- 
ращен1я 

ЮХг,  Вх^п  ....  ^X^,  ....  Вх^ 

Щи  1>У2у %., 1^Уп 

1)^1,  0/3^2)  .  •  .  .  -О^»-,  ....  2)^п 

этихъ  координатъ,  полученныя  ими  въ  течен1е  какого-либо  весьма 
малаго  промежутка  времени  &,  могутъ  быть  выражены  рядами « 
расположенными  по  возрастающимъ  степенямъ  О,  напримЪръ: 

Щ  =  »>  +  у/'  о  +У^"^Жг  +•  •  •  • 

^^^^  —  ^  ^9  Т  ^4    1.2    »^»     1.2.3    ''••  • 

Выражеше: 

8(^1+1)^1,  уг  +  Вуг,  1^1  +  Вг1, ^п^Вг^,  <+»), 

которое,  для  краткости,  будемъ  изображать  знакомъ: 

можетъ  быть  разложено  въ  рядъ^  расположенный  по  возрастающимъ 


V-  (гО. 
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степенямъ  величинъ:  Ф,  Лхх,  Вуг^  2)^1, ....  1);ег«;  но  такъ  кавъ  при- 
ращешя  воординатъ  могутъ .  быть  выражены  въ  видЪ  рядовъ, 
расположенныхъ  пр  возрастающимъ  степенямъ  О,  то'^8((<+0)) 
можно  представить  въ  вид'Ь  сд'Ьдующаго  ряда: 


.№  +  »))  =  .  +  |»+^й  +  &ь^з+-  ■■■■•    (*95) 

здАсъ  ^  означаетъ  полную  производную  отъ  функщи  в  по  1^  вы- 

ражаемую  формулою  (494);  ^  есть  полная  производная  втораго 

порядка  отъ  той  же  функщи  по  I;   она  выражается  сл'Ьдующею 
формулою: 


сР.       '='' 


гд4: 


*-1 


^:— :1  %::^^к  3  3  3 

• • 


У=п        «=« 


+  2»;2(а5г<+г^,!,;+з^*/);  ..  .  •  («7) 

^::г:1  «^::;1  3  3  3 

дал4е,  ^  есть  полная  производная  третьяго  порядка  отъ  функц1и 
8  по  1^  и  т.  д. 

Разсматриваемая  нами  связь  —  удерживающая,  следовательно: 

В(Ж1,  Ух,  Ях, ^н,  <)=0,   8((^  +  »))  =  0, 


-•    ^  ' 


=  |(^<'+|:!//'+^ ..")  +  ^в,  .  .  .  .  (496)       ^ 
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а  потому  нижеслйдующ!»  рядъ  долженъ  быть  равенъ  нулю,  при 
вслкихъ  значешяхъ  весьма  малаго  промежутка  времени  0^: 

аг^  бй»1.2"^<^^  1.2.3  т  . .  •  —  ^> 
а  это  можетъ  им4ть  мЬсто  только  при  существован1и  равенствъ: 


=  0 (493) 

'.  =  О (498) 


5  =  0 (499) 


Такимъ  образомъ,  существован1е  удерживающей  связи  влечетъ 
за  собою  существованхе  ряда  равенствъ  (493),  (498),  (499) 

Полученное  нами  равенство  (493),  выражающее  зависимость 
между  скоростями  точекъ,  связанныхъ  удерживающею  связью,  мо- 
жетъ быть  представлено  еще  въ  одномъ  вид4,  какъ  будетъ  ука- 
зано въ  §  62. 

§  61.  Д1фференц1альные  параметры  связи  I  ихъ  на> 
правден1я. 

Положимъ,  что  точки  ^1,  ^2,  тз9  - .  •  ^ш^у . . .  .  Шп  связаны 
связью  удерживающею  (491)  или  неудерживающею  (492);  выберемъ 
произвольный  моментъ  времени  и  положимъ,  что  въ  этотъ  моментъ 
точки  Шх,  ^2, . . . .  Шп  находятся  въ  положетяхъ  Жх,  Ма .  . .  . 
Ж^, ....  Мп,  для  0ТЛИЧ1Я  нам-Ьченнаго  нами  момента  отъ  другихъ 
моментовъ  времени  и  точекъ  Жх,  Жа, . . .  Ж«  отъ  другихъ  точекъ 
пространства,  означимъ  этотъ  моментъ  буквою  т  и  координаты 
точекъ 


-  :  Жх  Жз М^ Ж„      '^г  ■••        -'•'•■"-■ 

•«••       ■  буквами:  .•':.     -    ,,.... 

х_  .  ^'^^  . .   '''••*  С^у    С%^  .  •  .  .  С^у  .  .  •  •  Сц 


гг '         ?  ■ 
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Кгли  VI.  фу1гк1ми  » .1!]^^дат^ГвйГич1^I^^Т%,  у^,  г». .  ..:г„, 5,,*^. 
поитилпнмл  «  1ии;{и1)ияыя  иначевЫ  %,  ^^,  г-;1,  .  .  .  .  п.,  /)„,  г,„  то 
уравнеа1к  (491)  обратится  въ  уравш-шо; 


и {Х1,  1/1,0,,    «а,  *а,  С», 


.  й-,  ^'«>С„,  й)  =  0.  ..  (500) 


той  удкржйвиющнй  програды  для  "пщки  т,,  въ  которую  обратится 
удерживающая  связь  (491),  когда  остнльния  точки  «ь.,  т,,, .... 
ш„  .  . .  ,  ш„  будутъ  закргьплены  въ  иолохеи)^)^!-  ^4,  Ж.,  .  .*- . 
^!!1,', ....  М^.  Уравнен1е  (500)  выражиетъ  некоторую  п^вер^вогт^. 
изи'Ьняемаго  вида;  въ  ишентг  г  эта  воверхность  им-Ьсгь  видъ 
и  полохен1е,  выражнеиие  уравнсшвхъ: 

**(х1,У1,ги  а.2,Ь^,Сг, а„,Ь„,с..,  т)=0,  .  .  .  .(501) 

и  тогда  навЪрво  11рох(|Датъ  чирезъ  точку  Л/,, 

Косинусы  угловъ,  составляемых!,  съ  осями  координатъ  полом- 
твльною  нормалью  N1^1  пове2ХЯости  (501)  въ  точк*  Л/,  вы- 
ражаются, ыкъ  известно  (си,  (154)  стр.  112  и  (259)  стр.  17-5), 
сл'Ьдующини  формулами: 

сю№„)0 --],;! , 

со»(^.„  7.)  =  1- 1-  ,  Р,=  +  / ШМ^Щ^'; 

зд-Ьсь,  въ  нроиаводныхъ,  вместо  х-,,  ух,  г,,  Должно  подставить 
«1,  ^1,  Сл,  а  вм-Ьсто  XI,  ^1,  32,  . .  •  ■  ^'я,  у,„  г„,  I,  заключающихся 
въ  фуакц'1и  и,  подставлены;  о„  Ла,  Сг, . . . .  а„,  Л„,  с„,  т. 

Если  же  закр'Ёпимъ  ж^  точки,  И1;1иючая  т„  въ  по.1ожен1яхъ 
ЛЛ,  Л/г,  ....  М^-и  М^^х,  М„,  то  связь  (491)  обратится  въ 
удерживающую  преграду  для  точки  т,;  преграда  эта  въ  момонть 
■с  будетъ  йийть  видъ  и  положев1е  поверхности,  проходящей  череяъ 
точку  М,  и  представляемой  ураввешеиъ: 


а{в|,  *1,  С1,  .  .  . .  х„  */,-,  г*,  .  .  .  .  «.„,  ^„,  й„,  т)  =  0, . 


.(503) 


—  314  — 


(первил  часть  этого  уравнстл  заклгочасгь  тслькч  три  П1'рйм'йнсыя: 
^■{^  Уо  3^  всЬ  истальныл  величияы:  Оц,  Ь^,  с^, . .  . .  о,_1,  й(_|,  с,_1, 
«,■^.1,  й,'+1,  С(_|_1,  .  .  .  .  а„  й„,  с„,  -  —  постояяны). 

Положительная  нормаль  Д,  позстааовленная  изъ  точки  -Л/",  кл. 
поверхности  (502),  составллртъ  съ  "слмн  координатъ  углы,  ко- 
синусы которых!,  гуть: 


3 » 


-г-'- 


.  0.«^.ф  &$Ч);  »»л  '^--1 


^«•^>ил4*VА. 


А     , 


Г" 


!^-  '/» 


Такимъ  образсиг  мн  видимт.,  что  частный  проиаводння  огь 
фун1СЦ1И  н  по  коирдипатанъ  ногутъ  быть  выражены  помощью  ве- 
личпвъ  Рд,  Ра, ... .  Р„,  и  направлентй  IV,,  Л':,,  .  .  .  .  Д,;  этииъ 
обстоятельгтвомъ  мн  буденъ  часто  пользоваться  въ  пагаихт.  раз- 
еуждешяхг,  а  потопу  усдопикся  относитпльпо  най)11енован1Я  и  «.■бп- 
зпач<т1д  этйхъ  вмичипъ  и  иаправлетЗ. 

Величины  7'1,  Я,, . . . .  Р„  называются  дифферепщальным71  'па- 
раметрами перваш  порядка  функщи  и  въ  точкахъ  т^,т^, т„\ 

ма  условиися  называть  нхъ  дифференцгальными  ппраметрамп 
связи  (491)  или  (192)  въ  точкпо!^  Ш],  т^,  .  .  .  .  т„:  такимт. 
образом'ь  связь  ин'Ьетъ  въ  каждой  изъ  связыва^шнхъ  ею  точекъ 
особый  дифференциальный  параиетръ. 

Паправлстя  N,.  N2, . . .  ■  Nш  называются  направленгями  диф- 
феррнц^альвыхъ  параметровъР|, Ра,,...Р„;  следовательно, эти пара- 

1|11етры  разсматриваются,  подобно  рад!усам1.  векторамъ,  скоростямъ, 
^скореВ1ЯМЪ,  силаяъ  я  соличестваиъ  движешя,  к.1[съ  величины,  из- 
ображаемый длинами,  отложенными  по  надлежащинъ  напраклешлаъ. 
По  эт"й  причин*  иы  будемъ  обозначать  направлен1я  N^,N^,....Nщ 
т-йии  же  знаками  Р,,  Р^, . . . .  Р„,  какими  обозначаемъ  величйпй 
параметровъ,  а  такч>  какъ  одна  и  та  же  точка  можетъ  боть  под- 
чинена н'Ьгколькимъ  связанъ,  т»  для  отлич1л  знак<1въ  диф<{) 


I 

гь  под-       ^н 

к{)рреН'     ^Н 
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11тлЕ.Н111хъ   мараметровъ  рахш'шмхъ   ГгВлзой  нъ  «дпоб   п  Т1>б  же 
точк4,  мы  йуд<'11Ъ  прйсо(!ДПНлть  къ  ./'  1'1це  яиагсъ.  обизничаютг,!» 
I  «алую  сваз).;  таЕВиъ  обр!1В1»1ъ  знаки: 

(Р>«)     (Л«) (/"<«),  ....  (Р»н) 

булутъ  обозначать  и  крличнны  и  нн.нраклев1я  диффер^'нцшьдыхъ 
параметров!,  спязй  (491)  или  свяли  (492)  въ  тпчкахъ; 

т,.  т„ т^, т„.     ^^'^  --•  /^;,'';,; 

Величива  и  иаи[1авл<'п)е  диффорспшальваго  параметра  Р-и  поре- 
Л'Ьляются  гл'Ьлующини  форнулани: 


со«(Р,«,У)  =  ^-^^,^,^^ 


(50:;  I 


"-."»=  +  /(1ГЧЭ^(  С)"  •  ■  ■  15»»  ь'»)л 

§  82.  У|11111яон1е  (493)'  1|окртъ  быть  представл(!П1'  пид I.  глЬду!»- 
щмъ  вйлом'ь: 

'     ^^:  ^   »,(Р,.)|;о8(Р,н.|',)+л(Р,»)со8(/>.1Л-.... 

•  .     ■  +».(Р.»)со8(Р..,».)+  г/  -",-■■■  (»»3.а) 


^+2«',(Р,.)соМР..,<>.)  =  о («Я.  а) 

Г..  Егли  фупкц|я  н  яе  заключяетъ  двныыъ  ибраяняъ  прсиеви,  то 
чнстиая  пр11изж)дная  отъ  и  т  I  равна  нулю;  гл^доватильни  зави- 
симость межг)у  г.щюстлми  точекъу  связонныхг  уг)г^)жгш(т- 
тдею  связмо,  уравнение  мотпрой: 


У(Х1,    у,,    31,    . 


■  ^■■.  V., 


-  з^„,  У«,  г,)=0  .  .  .  (1!И,  10 


не  заключм:тг  тныкг,  образом?.  »(1ели-ни  I,  выражается  рпвен- 
ствамъ: 

2ги-Р.«)^'"»  ('>."<)  =  О  ....   (.493,  Ь)- 


Въ  этомъ  ур<ьвнен1и  заключаются  шбстиенно  ве  самнл  ско- 
рости тичекъ,  Но  П1)09кц]л  скорости  каждой  точки  на  нанравлон1е 
диффорснц1альяаго  параметра  свази  въ  той  же  точки;  поэтому, 
только  эти  прсокфи  иодлежатъ  огравичешю,  выражаеиояу  урав- 
яешемъ  (493,  Ь). 

Изъ  этого  уравнения  (493,  Ъ)  ин  внведемъ  несколько  заклю-  | 
чеши  относительно  гЬхъ  ограничев1Й,  которымъ  должны  подчинятьсл  I 
скорости  точокъ,  связываеиыхъ  удерживающую  связью  (491,  Ь). 
-г-  1.  Уравнеше  {493,  Ь)  Нс  допускаетъ,  чтобы  пказанныя  проэвщи 
иогли  (Знть  положительными  для  вс^хъ  точекъ  одновременно;  точно 
таЕже  он!!  но  иогутъ  быть  и  одновреиенно  отрии,а11^льнш1И  для 
всфхъ  точекъ,  свяяываемыкъ  удерживающего  связью  (491,  Ь).  Необ- 
ходимо,  чтобы  проэкщи  эти  у  одной  части  всего  числа  точевъ  | 
были  положительныя,  а  у  остазьныхъ  —  отрицательныя. 
-^     ',     Эти  проэкц1И  могутъ  быть  раввы  нулю  у  всЬхъ  точекъ  одно- 
временно, то-ест1.  улаживающая  связь  (491,  Ь)  допускаетъ,  чтобы 
вс'Ь   точки    ии4ли    произвольный    скорости  перпендикуларныя  къ 
своииъ  дифференц1альвы111ъ  параметраиъ. 

^_",  Если  ВС*  точки,  за  исключев1емъ  одной.  им-Ьютъ  спорости  пер- 
иевдицулярныя  къ  г.воииъ  параметраиъ,  то  уравнение  (493,  Ь1 
требу('тъ,  чтобы  и  эта  точка  ия'бла  скоростъ  перпендикулярную 
къ  ея  параметру. 

.    '     Если   ВС*   точки,   за  йеключешсмъ  двухъ,  им'ёютъ  скорости 
Шфдевдикуларныя  къ  своимъ  инраиетранъ,  то  скорость  одноЁ  изъ 
двухъ  оставшихся  точекъ  должна  составлять  острый  уголъ  съ  ся  . 
параметромъ,   а    скорость   другой  должна  быть  направлена  додъ 
тупымъ  углоиъ  къ  ея  параметру. 

;-5    Вс*  точки,  евяианныя  удерживающею  связью  (491,  Ь),  иогутъ 


ш^ть  идноврсженно  сЕорости  рапнил  шхл^  собою  в  иараллельоця 
всякому  такому  направлонш  I^^  для  оот^раго  им'Ьстъ  м^сти  рашшство: 


2(Р,«)соз(Р^.Я)=0. 


(504) 


Для  011р1'Д-ЬлеЕ11:1  этихъ  11аправлон1Й  яадп  изобразить  диффе- 
'  11(;вг11альные    иарамогры    ^1»,  Р,в,  .  ,  . .  1*„н  длинами  и  ао1-,т[и)ит1. 
1  гкуметрическук)  сумму  Р»  этихъ  длинъ;  ио  свойству  геомотричи- 
скоб  (^уииы: 

{Гн)со^(Гн,Н)  =  2и»ста(Г,н,//), 


Поэтому    искомыя    пиаравлсшл    суть   вп!!   гЬ,   котирыя    ш^иенди- 
[  вулярны  1п.  Н!справлив1ю  геонстрипсской  <'.уми11  /^  дифферовюаль- 

вшт.  иараметровъ,  Р|и,  Дв, Р„в. 

-5-  Если  геометричосвая  сумма  дифферонщальаыхъ  парамитровъ  " 
|р1е,  Р1в,....РпВ  равна  нулю,  то  тогда  рлвеасгво  (504)  им'Ьстъ  = 
мукото  для  какого  угодно  ваправленш. 

11р)игЬръ  53,  Дифференцильвно  ларанетры  удерживающей  свяа» 


М  -  +1^^,— ^,)"+(»,  -»,)'+(^— «,)■— <=0 


раввы  сдийвц].  в  паприше) 


>  1Г|юд|.ихЕ1Н1лиъ  ^ 


'''ОйдиыянхаеП  об'Ь    ' 


1 


Т01КН  т,  II  тм,.  Для  цто[$  свлан  равенство  (4ЙЗ,  Ь)  пояунаетъ  сл'кдрхцгб  видъ: 

^____  I 

V,  соз(Ж,Л/',,у,)  —  и,  со8(М,Ж,,у,)  =  о, 

г^  ЛГг2№,  озна,ча,етт.  ба11равлон1е,  проведсцвос  изъ  точен  т,  къ  точк'1(  т,; 
эго  равенство  выразаетъ,  что  скорости  тичекъ  п\  и  т.,  дохжии  ии'|1Т!. 
равиыл  11])озкц!и  па  [1аиравлва1е  Ж,Ж,',  такова  1>ави1!11иость  нехду  скоро- 
стаик  точекъ,  свялаЕтыхъ  сннзью,  удерживающею  кхъ  въ  иосп'онинокъ 
ра№Т0ЯН1И  и  два  оть  другой. 

ПрниЬръ  57.  Удерживающая  свяаь: 
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четг  явнымо^  образомт.  Щ1ем1"ни  /,  выражаешся  рптн- 

2г'((-Р^)<:"8(/>,7д  =  0  ....  (493,  Ь) 


Въ    этоиъ   ур11ВН1>н1и   заоючаюкя    собстиенни  ве  саиыя  ско- 

;   рмти  точекъ,  Но  цроэкц1л  скщкюти  Ш1ЖД1>й  точки  ра  на111}ивлен11! 

\    диффоренц1алья:1П)    параметра,    спязи   въ   той  же  Т(1чк4;  поэтому, 

только  эти  нроэкщи  иодлежатг  ограничен1ю,  выражаемому  урав- 

вив1енъ  (493,  Ь). 

йзъ  этого  ураваен1Я  (493,  Ъ)  мы  внведемъ  в4сколько  заклю- 
чея1Й  отнонительяо  т'Ьхъ  ограш1чен1Й,  которнмъ  должны  подчинятьсл  I 
скорости  точекъ,  евяшвапяыхъ  удержипающою  связью  (491,  Ь). 
-г  -  I.  Уравнешо  (493,  Ь)  не  допускаетъ,  чтобы  со,занння  проэкщи 
могли  быть  положатольныии  для  вс^хъ  точек!)  одновременно;  точно  ' 
таЕже  он11  яе  «огутъ  быть  и  одновременно  (1Три  напольными  для  I 
вс*хъ  точекъ,  свяаываеиыхг  удерживающею  связью  (491,  Ь).  Необ- 
ходимо,  чтобы  проэкщи  эти  у  одной  части  всего  числа  точекъ  ' 
были  положительныя,  а  у  остальннхъ  —  отрицательння. 
-    ■',     Эти  проэкц1и  могутъ  быть  равны  нулю  у  вс4хъ  точекъ  одно- 
временно, то-есть  удерживающая  свяаь  (491, 1))  допускаетъ,  чтобы 
всЬ    точки    нифли    ароизвольныя    скорости  перпондикулярныя  къ 
свониъ  дифференцтальпынъ  параметраиъ. 
•  у_^ ,    Егли  вс'Ь  точки,  за  исключешемъ  одной.  им'Ьютъ  спорости  пер- 
пеидикулярпыя    къ   своимъ    параметрамъ,    то  уравиен1е  (498,  Ъ) 
требумъ,   чтобы   и  эта  точка  им'Ьла  скоростъ  перпендикулярную 
къ  ея  нараметру. 
^    '      Если    ВС*    точки,   за   асключен1емъ  двухъ,  иа-Ьштъ  скорости 
нерпевдикулярныя  къ  сьонмъ  параметраиъ,  то  скорость  одной  л^ъ 
диухъ  оставшихся  точекъ  должна  С(Л'.тавлять  острый  уголъ  съ  ея 
параметронъ,   а   скорость   другой  должна  быть  направлена  подъ 
тупымъ  угломъ  къ  ея  параметру. 
V'.5    Всё  точки,  связандыя  удерживающею  свя'^ыо  (491,  ))),  могутъ 


кй'Ъть  одвовршеино  скорости  рапвыл  яехду  собою  и  параллельаца 
закону  тасцн;  наоравлов!!)  11,  для  аот»рага  ии'Ьитъ  гЬсти  раш'вство: 


2(Р,8)со8(1>,Я)  =  0 


Длл  ипред'Ёлен1л  этихъ  иаиравлоц]^  пад!'  взибразить  диффе- 
рснщальные    инрамотры    Р,н,  Р,а, ....  Р„и   длипаии  и  иовтр^^ить 
\  геометрическую  сумму  Рн  этихъ  длинъ;  ио  свойству  гсомстричс- 
'  ской  суииы: 

(/'«)С08(Р«,Я)  =  ^2(Р.«)С08{Р^,  Я). 

I  повтпму    искомая    направлен];!   суть  вг'Ь  т4,   котирыл   и''риввди- 
I  кулярны  къ  П11П11авлеВ1Ю  геоиетрипосвий  сумми  Рн  дифферояц|!1Л1>- 

г  ннхъ  пара1«трувъ,   РхЪ,  Рзи, Р„». 

'•&•  Если  геиметричоская  суина  дифф|!рон[1!аЛ1>ны.\ъ  паранцтр<«въ  " 
1^18,  Ргв,....Дн  равна  нулю,  то  тогда  равенство  (504)  ии4втъ  = 
Рл1юто  дли  какого  угодно  ааправленк. 

Прин^ръ  ЬЗ.  Диффероацил.вао  па-раиетри  ухержнвающвй  свяни 


I  равны  одиинцГ  я  паиравлены  по  гг1юдолжеп1Я1иъ  лпвш,  ноедииявицей  ой'Ь   ' 
'  Т0Ш1  »и,  11  №,.  Д1Я  ЭТОЙ  СВЯЗИ  равенство  (493,  Ь)  исиучаотъ  сл'йдуюийй  видь: 

»,  соа(1Г,ЛГ,,г,)  —  »г^  008(5?,^",, г), )  =  О, 

гд'Ь  М^М,  озыачаеть  на11равлсв1С,  проведсниос  наъ  ч'Очки  ш,  къ  топв'к  т,; 
это  равепство  вырахаеть,  что  слорогти  ючсвъ  м,  и  т,  должны  ии'Ь1ъ 
равнжа  про^кщп  на  наирав.зенхе  М.,М,;  такова  завипшость  между  скоро- 
стями точек'ь,  свяааттх'Ь  свпиью,  удсрживяющию  ахъ  въ  носто 
раастолЕ!!!  одна  отъ  другой. 

ПрняФръ  57.  Удерживающая  связь: 


1 


9-, 


,  =  +»^:с,"+](,Ч-з,',  г,  -  4- /:!■, "+!(,'+«,' 


V.  (оЬ. 
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им']Ьетъ  дифференщальные  параметры,  равные  единице  и  направ1енные  ио 


иродолжен1ямъ  рад1усовъ  векторовъ  ОМ^  =  г,  и  ОМ^  —  г^  Для  этой  связи 
равенство  (493,  Ь)  получаетъ  сл-Ьдугопцй  видь: 

VI С08  (Г1,  VI)  +  V2  С08  (Гз,  ^^г)  =  О 


и  выражаетъ,  что  проэкц1я  скорости  точки  т^  на  направлен1е  ОМ^  должна 
им-ЬтБ  величину,  равную  величин-Ь  проэкщи  скорости  точки  Шз  на  напра- 


влеше  М^О, 

Скорости  об-Ьихъ  точекъ  могутъ  быть  равны  и  параллельны  одна  дру- 
гой, но  для  этого  наиравлен1е  скоростей  доджно  быть  перпендикулярно 
къ  лиши,  д^^лящей  уголъ  М^ОМ^  пополамъ. 

Прим^ръ  58.  Представимъ  себ'Ь,  что  дв-Ь  точки  т^  и  ш^  подвержены 
удерживающей  связи,  выражаемой  равенствомъ: 

Г1+Гг2  +  Га2 1=0, 

гд* 

Гг^=Х,^^у,^+^г\  Г\2={Х2—  а)'+^2'+Л 

г\2=  {Х1  -  Х2У  +  {Уг  —  2/2)4  {^1  —  ^гТ- 

Эту  связь  можно  представить  себ*  въ  вид'Ь  нерастяжимой  нити  длпны 
^,  которая  концами  своими  прикр']^плена  къ  началу  координатъ  и  къ  не- 
подвижной точк*  А  (черт.  34)  на  оси  X;  точки  т^  и  т^  должны  оста- 
ваться на  нити,  но  могутъ  скользить  по  ней;  нить  всегда  натянута,  такъ 
что  сумма  длинъ  ОЖ^,  М^М^^  М^Л  постоянно  равна  I. 

Изъ  равенствъ: 


Хл    ,   Д/<      Д?а     -р    _^_,/р     Х7-Ч  Жд — Х^    )    ^2     ^ 


Р.  С08(Р  ,Х)=  ^+ ^^,  Р,  С08(Р„  X)  =  ^^  +  -^ 


и  изъ  четырехъ  прочихъ  мы  найдемъ,  что 

р.  =  2  С08|,   Р,  =  2  С08  ^  , 

гд*  а,  есть  величина  угла  ОМ^М^,  а  ад  — величина  угла  М^М2А\  напра- 
влены Рх  и  Рз  по  лишямъ,  Д'Ьлящимъ  вн-Ьште  углы  ОМ^М^  и  М^М^А 
пополамъ  (см.  черт.  34). 

Уравнен1е  (493,  Ъ)  получаетъ  въ  этомъ  случае  такой  видъ: 

Ь^  С08^  С08  (Р,,  V^  +  '0^  <*08  ^  С08  (Р^)  ^а)  =  ^- 
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111Шравле{[1е  геоистрическоЛ  сунны  параметров!,  Р,  и  /',  д1иит'ь  ао- 
иолакъ  усолъ  между  на11рАвлса1л11И  0М\  а  0М„  пнутому  гачли  т,  н  т, 
могутъ  ик'кгь  одновроыеиио  11апны11  и  паралледьиыя  скорости  то^ько  110 
паправлсшяиъ  псрисндпиулярнннъ  кг  лиши  \к1'  (си.  '1врт.  34]. 

ПрII1I'Ьр'^  Ы}.  Дв'1|  точки  т„  т„  осташщмсл  иосголиио  въ  плоскости 
ХУ,  свацалы  удерживающею  сва:1Ыо,  вырохаоною  у])аваеи1о»1.: 


2:1^1  —  ^1^:3—0=0; 

это   ураииеи!!?   выражаете.   'П'о  удвоииная  идошадь  треу^льши;»  <)М,М, 
сохранлеть  иштиясшул)  величину  и- 
Составииъ  равелитва: 

Р,соз(Л,  Х):=:у„  Р,ео8(Р>,  Х)=— у, 

Р1^о^(Ри  У)=—Х2,   Асоз{Р„  У)=х.1\ 

[  11;1ъ  инх'ь  01са1!ываетсл.  что  иа)1аиетръ  Р,  равепъ  длил*!!  ОМ,  а  наиравлепъ 
Р  Пбрпенднкулярво  кь  [шправлешю  ОЖ',  въ  такую  сторону,  что  иаблюда- 
■  толю,  стоящему  въ  О  ио  оси  2  п  смотрлщеиу  ва  М„  ооъ  кажстсл  папра' 
I  влеилыиь  1:л'['.в8  ва  п]1апо  (см.  черт.Зб);  |1аранс1'р'ь  1\  равсиъ  длип'Ь  ОМ^ 
Г  и   паиривлецъ   иприспднь-уллрво   е:\-  "^тоП   длии'1ц  какъ  воБозани  на  чирт. 


а-нъ. 


Скорост 


,  долшиы  удовлетворить  с  Л'Ь  дующей  у  равенству: 


г-д^!  СОВ (Р1,  V^)-\■^^V■^СЧъ{Рг,  ('а)  =  0. 

Ъ-    Ео  отношишю  къ  такимъ  удерживающииъ  связяяъ,  »ъ  урав- 

ВСЯ1И     БОТОрЫХЪ     ВрннЛ     ВХ<4ЛИТЪ    ЯВНЫИЪ    обраноНЪ,    ИЫ    об|1Н,ТИ1Ъ 

Е)нииаб1с  ва  г,лФдующ1я  обстоятельства. 

1)  Уравнен!!!  (493,  а)  ни  допускастъ,  чтобы  скорости  вс'Ьхъ 
'  точекъ  были   равны   нулю  или  чтобы  всЪ  точки  ии^ли  скорости 

псроендикулярвыл  къ  свовнъ  диффсреншальныиъ  параметраиъ. 

2)  Если  частвал  ировзводнал  отъ  н  по  I.  есть  величина  по- 
ложительная, то  изъ  равенства  (493,  а)  сл4дует1,,  что  вс*  точки 
могутъ  обладать  скоростями,  составляю ГЦИИИ  тупне  углы  съ  ихъ 
Д11фференц1ал1<пыни  параиотраяи;  обратно,  цели  сказаннал  частная 
проазводнал  ость  величина  отряцательпал,   то  вс4  точки  иогутъ 
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обладать  скоростями,  составляющими  острые  углы  съ  ихъ  диффе 
ренц1альными  параметрами;  наприм^Ьръ,  если 

-<0 
то  точки 

могутъ  обладать  скоростями: 

направленными  по  этимъ  параметрамъ;  зд^Ьсь  А  означаетъ  вели- 
чину отношешя: 


А  = 


3)  Пусть 

у?1у  щ^ .  ...  го4^  ....  гОп 
суть  дв'Ь  как1я-либо  совокупности  скоростей  точекъ 

удовлетворяющ1Я  уравнешю  (493 ,  а);  вычтя  уравнен1е 

|  +  2^,^'.со8(Р„ге;,)  =  0 


изъ  уравнен1я 


^+^^,Р,т(Р„ь;)==о, 


получимъ 


%=п 


2«*ХР,в)со8(Р,в,«»,)  =  0 (505) 


«=1 


^т^:^»^^*- 


гдЬ  м,  усть  ге((1Г1'трвч1;';кал  ралаогть  мсяду  свир1н:тяяи   г,  и  ю„ 
то  есть: 

«,=*?, — м\,  м,=^^ — №^,   ....  «.=?', — г*',.   .  .  {505  Ыз) 

§  63.  Завнгишость  ч«жду  скорйгтяни  точекъ.  связав* 
иыхъ  в^^удсржйвающею  свя:«ью 

В,  )  Когда  Еоординаты  точекг,  евл^апныхъ  ноудорживающек)  спязь» 
(492),  д*л!1ютъ  ф1П1;щю  «^  йильшлю  нуля,  то  есть  удовлетвордюгь 
неравенству: 

а(аъ,  !/1,  21,  ...  .  х^,  у„,  з„,  0>0, 

I  тогда  скорусти  точекъ  (а  такжи  и  усиорцтя  ихъ)  не  аодлежа-тъ 
никакому  органи^сшю. 

I    Когда  же  координаты  точокъ  д'Ьдаютъ  фулк[1,1К|  и  равною  пулю, 
!  тогда  гкорости  точекъ  должны  удовлетворять  следующему  усл(.1В1ю: 

д+2'',№«)е»8№»,г>,)»0  ....  (506,  »)- 

Въ  «амоиъ  д^л*,  такъ  какъ  въ  иомевгь  I  координаты  то- 
чекъ удовлотнорнютъ  ураввон!»: 

«{^1.  ,'/!,  21,  ...  .  гг„,  у^,  г^,  0=0, 

и  такъ  Еакъ  въ  иоа'Ьдующ1а  весьма  блйак1й  моиентъ  (^+1»)  он* 
должны  удовлетворять  уелов1Ю: 

н(а+а))^о,  1й 

то,  на  осн»ван1и  равонства  (495),  должно  быть  удовлетворено  услов1в: 

при  вслкихъ  значен1яхъ  вееьиа  малаго  промежутка  времени  й;  но, 

при    надлежащей   степени  малости  промежутка  времени  й,  ;1иакъ 

[  всего  аышеприведеинаго  рнда  определяется  заакомъ  члена,  заклю- 
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чающаго  низшую  степень  &,  поэтому  полная  производная  перваго 
порядка  отъ  8  по  ^  должна  быть  не  мен^Ье  нуля,  то  есть  должно  быть: 


1^,  .  .  .  .  • (506,  а) 


какъ  сказано  выше. 
Если 


->0 


то   полныя   производныя   второго  и  высшихъ  порядковъ  не  под- 
лежатъ  никаколгу  ограничен1ю7^всли  же 

Й  =  0, (493) 

то  полная  производная  втораго  порядка  должна  быть  не  иен'Ье 
нуля,  то  есть  должно  быть: 

3?^0 (БОТ) 

Если  скорости  точекъ  системы  удовлетворяютъ  равенству  (493), 
а  ускорешя  —  равенству: 

|Г  =  0. (498) 

ТО  должно  быть: 

^^0, (508) 

И  такъ  дал^Ье. 

п      Если  функщя  8  не  закдючаетъ  времени  явнымъ  образомъ,  то  и 
глоуслов1е  (506,  а)  получаетъ*сйдующ1И  в№: ' 


гпй 


2^Х-Р<«)со8(Р,8,г;,)^0  ....  (506,  Ь)- 


<=1 


Когда  координаты  точет  щ,  Шг,  ....  ш^, ... .  т»,  под- 
чиненныхъ  неудерживтощвй  связи: 

«(а?!,  У\,  •?!, я;»,  Уп,  «»)з»0 (492,  Ь) 


(выр;1жен1с  которой  ие  ааК-ШЧаегь  креиеии  явныяъ  иирааомъ)  удовлв' 
т()П[)яютъ  равенству: 

тогда  скорости  точекъ  должны  удовлетворять  услов'т  (506,  Ь). 
Это  услов1е  ви  допусЕ^аетъ,  чтобы  углы,  составляцяые  нацравло- 
н!(Щ'ь  скорости  и  наиравлин1емъ  дифферсац1альнага  пирн^истра  въ 
кахдий  точБ'б,  4!ыли  туоыии  во  всФкъ  точкахъ  одвоврениаво. 
ЁСД1  мехду  углама: 

Н'Ьтъ  ви  одвого  туиаго,  то  скорооти  могутъ  йить  совершенно 
произвольны. 

Наприм'Ьръ,  всЬ  ТОЧЕН  вогутъ  об.|1адать  одновременно  проиа- 
вольвыии  скорости  ни,  наиравлснны.^и  вдоль  по  нолохвтсльяыиъ 
нанравленшнъ  дифферцнц1альныхъ  нарахетронъ. 

Прин'кръ  54.  Дяфферешцальшле  параиетры  пеудоржнвающей  свизн; 

1^ — Дэ^О, 

(гд'Ь  г,,  ост<>  ралстопше  нежду  толкани  т,  а  м,)  направлспн  впутрь  кра1- 
'Шйшяго  разстояг]1я  исжду  го'шамн  (черт.  _36)  и  равны: 

в^ъ  это  слЬдуетъ  паъ  равенктвъ 

Р,со8{Д,  Х)=— 2(;с1-а;,),  /-.соМЛ,  Х)=— 2(ат,— я,) 

в  ццъ  чвтырехъ  ос11иьиых'[^  если  же  ту  санум  аваль  вырааннъ  паъ: 

I  —  Г1а5»0, 

то  ЙСЛИЧ1ШМ  дифферени^альньлг  иараиетровъ  окажутся  равными  сдиппдЬ. 
Услов1е  (506,  Ъ)  для  этой  связи  можотъ  Оить  представ.] еио  подъ  ел*- 
дующикъ  водой  ъ: 
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10  есть  проэкщд  скорости  тоши  1»!  на  направлеше  М^Мз  должна  быть 
болгье  ироэкц1и  на  то  же  наиравлеше  скорости  точки  т,. 

Прим'^^ръ  55.  Дифференщальные  параметры  неудерживашщей  связи 

равны  единиц'Ь  и  направлены  внаружу  кратчайшаго  разсгоян1я  между  точ- 
ками т^  и  Шз  (черт.  37].  Услов1е  (506,  Ь): 


V2  С08  (Ж1Ж2,  г;2) — ^1 С08  (ЖхЖа,  г;1)  >0 

въ   этомъ  случа-Ь   имЬетъ  смыслъ  обратный  смыслу  услов1я  предыдущаго 
нрим'Ьра,  то  есть  оно  требуетъ,  чтобы  проэкц1я  скорости  V^  на  наиравлен1е 


М^М^  была  менгье  проэкщи  скорости  г;^. 
Прим'^ръ  56. 

Параметры  Р^  и  Р,  въ  точкахъ  М^  и  М^  равны  единиц']^   и .  напра- 


влены по  лишямъ  М^М^  и  М^М,  (черт.  38);  параметръ  Ра  въ  точк-Ь  М^ 

равенъ  2  соз  -^  (гд-Ь  а  означаетъ  величину  угла  М^М2М^)  и  направленъ  но 

ЛИН1И,  д'Ьлящей  уголъ  М^М^М^  цополамъ. 

Скорости  точекъ  ш^,  Шз,  ш^  должны  удовлетворять  сл'Ьдующему  усло- 
вш: 

VI  соз (Ж1Ж2,  V1^'\'V9  соз  [ ЖзЖз   -Уз)  +  2г?2  соз  I  СОЗ  [Рз,  V2^^^0. 

,^^^.^о^^'(с^ч      Прим^Ьръ  60.  На  гибкой  нерастяжимой  нити  длины  ?  находятся  точки 

'•^^;'"^'*^'"»>*1,  ^2, ^п— и  ^»5  ТОЧКИ  т^  и  т„  прикр-Ьплены  къ  концамъ  нити,  всЬ 

же  остальныя  могутъ  скользить  вдоль  по  ней,  причемъ,  однако,  не  дол- 
женъ  нарушаться  порядокъ  расположешя  точекъ  вдоль  нити;  эта  связь 
можетъ  быть  ввфажена  сл']^дующею  формулою: 


1К.г 


\ 


Дифференциальные  параметры  въ  точкахъ  М^  и  Мп  равны  единиц']^  и 
направлены  вдоль  по  нити  (см.  черт.  39);  дифференщальные  же  параметры 
въ  остальныхъ  точкахъ  равны: 

Р2=2со85»  Рз=2со8|» Р^1=2соа^ 

и  направлены  по  лин!ямъ,  д'Ьлящимъ  пополаиъ  углы  а^  а.^^,...ан- л 


^?^А^^'^^^'      */ ^  '   '•  '  X  ^  '■      ^,     -:-*•- .         ."      '.•    .  -  :   .   .-';ч...'      ;р^> 


/ 


§   Н4.   Совок  у  1111 МЯ   ДИффР|№1Г|0аЛЬНМЯ    урАВН№11|л  Д8Н' 

женЫ  ги4^тсны  гпоОодиыхг  митерьяльныхъ  тн'1(!К'1.. 

Матор!,лл1,пил  гочки: 

...т..  *) 


свободны,  если  н'Ьтъ  преградъ,  (|ргави||иваттйхъ  свободу  дни- 
жен1я  точекъ  и  если  н^тъ  гакаккъ  17!ЙЗёи"Т1РЖДу"  ними;  тогда 
каждая  изъ  этихъ  точекъ  моявтъ  нм'Ьть  Еакую  угодно  сео(10ст1. 
в  какое  угодно  ускореше  но  проиавольвому  направлен]'»  и  при- 
тошъ  независимо  отъ  остальннхь  точеЕсъ. 

Стт&шяъ  дифферевц1П.льныя  уравн«!Н1Я  дв1Жен1Я  этихъ  ТОПРКЪ. 

Пусть  А'.,  У^,  Д  суть  проэкп,1и  на  оси  яоординатъ  равно- 
действующий  1".  всАхъ  силъ,  прнложенныхъ  кг  Т(1ЧК'Ь  да_;  такъ 
Еакъ  она,  подобно  всЬиъ  прочииъ  точкгшъ,  свободна,  то  диффп- 
ренцкльныя  уравиеп1я  ея  движпн1я  будутъ: 

Подобния  же  уравнен1Я  нанишеиъ  для  всФхъ  прочихъ  точеиъ; 
всйго  будриъ  ИМ"!!!'!.  Зи  диф(|«ррвц1альнн)[Ъ  уравнеитй: 


т^а;/ 

'=Х„. 

. . .  т^: 

•=х„ .  . 

■  ■  *"л' 

'=^'. 

•».!/.' 

'-5'.,- 

■  ■  ■  щу1 

'  =  У, ,  . 

•  -  ■»«..'/. 

"  =  У. 

т,г,' 

'=  X,,  . 

. .  .  »1Д' 

=  2. , . 

■  •  • «.«.' 

'  =  /. 

. .  (Г»0«) 


Бторыя  части  этихъ  диффереадтальныхъ  ураввев1й  (то  есть 
выражения  Еилъ  А'ь  Ух,  7^  ■  ■  ■ .  2.)  суть,  вообще  говоря,  Н'Ьео- 
торвя  фувкц1и  вреиеви,  воордиватъ  точекъ  и  ироэкщй  ихъ  ско- 
ростей ва  оси  Боординатъ. 

Коль  скоро  всЬ  эти  фувкц1И  изв'Ьстны,  то,  для  ппр«д11леп1Я 
ДВИХСН1Я  точекъ,  надо  дифференц1альйня  ураввеп1я  (509)  ин- 
тегрировать. 


;а'гс[11.ялы[1,тхг  точвкт. 
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Если  опред1;леН1е  Д|1ИЖ(;Н1Л  каяЕДой  аяъ  этихъ  т(»Ч('къ  трпбуетъ 
внтегрировантя  вс*хг  уравнонШ  (509)  въ  совокупности  и  ив  ио- 
жетъ  быть  отд-Ьдено  отъ  определения  движешя  ксЬхъ  остальннхъ 
точекъ,  то  тогда  эти  точки  тп^,  т-^, ....  т.,  ...  .  «г„  образуютъ 
систему  свободныхг  матерьяльны^гъ  мго'гекв. 

Силы,  приложеняыя  къ  свободяыиъ  точшиъ  и  связывающ!^ 
ихъ  въ  одну  систему,  «огутъ  быть  весьма  различнаго  харагстг'ря; 
Еъ  числу  такяхъ  силъ  приБад1ехат7>  всяшл  силы  взаимпод'Ьиств!» 
нежду  катерьяльныии  точваии. 

Срам!}})'!,  (И.  Система  постопгъ  изъ  двухъ  сяойодныхъ  точит.  «(,  а  т, 
вадяино-оттлкинаеиых'ь  (цо  лин!»  ихъ  соедншиищей)  силами: 


Р(г„), 


(гд*  г,,  оаначаетъ  величину  ралстоян1я  между  точками). 

Совокуиныя  днффер4'нц1альный   уравнен1я  движешл  дтой  птгтеиы  иу- 
ду тт.  сл'Ьдующ1я: 


и"=Р(г,У- 


;'=лг„р- 


■| 


Прии'Ьръ  62.  Система  сос10Н'1-ь  и-лъ  п  свободныхъ  натерьнльвыхъ  то- 
чекъ; каждыя  ДЕ'1;  точки  ваиимно  црнтягнвабится  ["илана,  проиорщональ- 
пиия  проицведев!»)  ыцъ  наесъ  итпзъ  точекъ  п  изъ  разстоянм  между  ними, 
!!а1ф1ш11ръ,  силы  вуаимиаго  ирнтяжешя  точекъ  т,  и  т^  равны: 


гд!  числедпыП  иаожнтель  [■  одш1аковъ  для  вг,11хъ  паръ  точекъ. 

Сосгавимъ  диф(||ереиц|илы1Ы1[  уравиешя  двнжеи1Л  для  точки  и*,.  Цролн- 
П1Я  на  оа.  X  равнод  ЬЙствую|Г[оП  вг^къ  гилъ,  ирн.южеипыкъ  иъ  этой  точк-Ь, 
раина: 


х,= 


-1х»1|   »>а(,7:, — Л:1)-1-та(ж, — Хз)+. 


.+т,(1, 


-.) 


а  это  ви11ал;(-111е  можпи  ир^д*;' 

X,  =  —  ^^'т,  2и|Д-«.— 3^.); 
ноатоиу  д11|||фо|№шиал1.пня  уравне1|1В  точкп  га,  будугь  01*дув»1ци1: 


Прни'Ьръ  03.   Система  сортоип.   взъ  двухъ   Т1)чок1.,   «(гтивщихся   иь  ^-^ШЩ 

илоскогти  ХУ;  между  точками  су|Ц1'(;тпу|(1'п.  11заимг10д11В1'ТВ1'я  раввыя.  Про-  к^у    ^ 

тивоииложнмл,  но  нлиранлеаныя  перпеаднкуллрно  къ  япти,  роеднииютей  ууу^ 
обЬ  точки;  силы  :Ш1  ривпы: 


й' ^и\1^1ереиа\а.лииня  урив!1еы1я  движеидл  будутъ: 

верхшс  лвака  итиосдтся  кь  тому  случат,  когда  вванкноД'Ьйггв]»  напра- 
В1ены  т.  стороны,  у1!а:1авиыа  иа  'шрт<!Ж'1'>  Л^Ьиъ,  п)11ки1е  -  -  пъ  пропгноцо- 
лохноиъ  случа-!;  (черт.  41). 

§  65   Диффере тральный  уравнец!»  движ(;и1я  снгтвиы 
иатерьильиыхъ  точекъ,  подверженвыхъ  иреградам-Ь,  о»    \^ 
не  связанвыхъ  между  собою  висакиян  связями- 

Если  которая-либо  изъ  системы  точекъ  /йц  т», . . .  т^, .  .  .т. 
ограничена  въ  своенъ  двихенги  кашни-либо  аоверхностяни,  т<)  ви 
вторнхъ  частяхъ  дифференщальныхъ  у1)авноп]й  этий  точки  будутъ 
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заключаться  проэкщи  реакщй  этихъ  поверхностей;  напрям'Ьръ,  если 
свобода  движешя  точки  шх  ограничена  двумя  преградами: 

то  дифференщальныя  уравнешя  движешя  этой  точки  будутъ:Л>и.^,57^^ 

если,  дал^Ье,  свобода  движешя  точки  т^  ограничена  одною  пре- 
градою: 

то  дифференщальныя  уравнен1я  движешя  этой  точки  будутъ:/и<  ^^с»,  31^^ 

П  -17-        I       л       ^/в 

I 

и  т.  д. 

§  66.  Уелов1е,  которому  должны  удовлетворять  уско- 
рен1я  точекъ,  связываеныхъ  какою-либо  связью. 

1)  Если  точки  «н,  Шз, . . . .  т^  связаны  какою-либо  удержи- 
вающею связью,  то,  какъ  было  ухе  выведено  въ  §  бО-иъ,  уско- 
!■  '--'^  решя  ихъ  должнн  удовлетворять  равенству  (498),  которое  можетъ 
:' '        быть  представлено  подъ  слЪдующигь  видомъ: 

к^ах  у-^.^л  .мл'>-р,  -^^л  -2*<(-Р<»)<'<'®^-Р«»'*«)+-^»==^  ....  (498,  а) ->" 


2)    Пели    Ж(>   свлзь  иеудсрживающия,  т»,  когда  скорогти  то- 
чекг  удовлетворяютъ  равевству: 

2".(/»гом/>,  г,) -ь ;;;  =  О . . . .  (49з, »> 

тогда  ускорив!»  ихъ  дплжпн  удовлртппряп.  уг,дов1К1:    (ьл*  *.  УЬтП 

2^('>)':"«(Л".  *.)  +  А'«^П;  .  .  .  (507,  а) 

кчгда  же  скорогти  тичсщ.  удивлгтпоряютъ  нсравсигтву:  у,.  ёГ».  Ь21*Ц 
тогда  угк11рнв1я  ихъ  ш  П"ЛЛ1^жатъ  никакошу  игранич'^я^ю. 

§  (|7.  1!овпк>11ПОгт1.  р(<акцШ  \скяж 

Пилижймг,  Ч1М  (шстеиа  ялтерьяльныхъ  точип.: 

т-,.  та,  ....  т.,  ....  т„ 

подвпржона  т'Ьиъ  зю  гамыиъ  риламъ,  какъ  и  въ  параграф'^  С4-1П.; 
но  теперь  пррдпилижйиъ,  чти  точки  не  вп("ЛН*  свободны,  а  свя- 
заны «кжду  собою  удерживающею  связью: 

а  (Х1,  р1,  «1,    Хз.  Уз.  ^2,  .  .  .  .  Хп,  у.„  г,.,  0  =  0  -  .  ■  (491) 

при    сущест1м>па1лп   ятой   сня^л  нат<(рьлльнБ1я  точки  когутъ 
полугйТЕ.  т'Ь  самыя  ускоревЫ,  которая  сообщаютъ  инъ  прилоЖ1>н~ 

вги  къ  нимъ  задава(М1Ия  силы    Р,,  Р-^ -^^в  *),   ''''■ли  только 

ятк  силы  удивлетворяютъ  тому  услов1Ю,  что  с.уяиа 

2-^'^'  С081/'   Р)  +  А'в     -  с 


*)  *'л»5{^''(,  X^=X,,  ^■.С08(/;;,  У)  =  У.,  /',1'ш(>"',,  2)  =  ^.. 
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г  си.  ьзк^ 


равна  щшГшиже  эта  сумма  бод'Ье  или  мен4е  нуля,  то  связь 
воспрепятствуетъ  точкамъ  получать  вышесказанныя  ускорен1Я  и  за- 
ставитъ  ихъ  принять  друпя^ускорен1я,  уДовлетворяющ1Я  равенстну 
(498,  а). 

Такое  дййств1е  связи  должно  заключаться  въ  образован! и  силъ, 
дМствующихъ  со  стороны  связи  и  приложенннхъ  къ  матерьядь- 
нымъ  точкамъ;  эти  силы  появляются  только  тогда,  когда  проч1Я 
причины  движешя  побуждаютъ  точки  преодол^Ьть  или  разорвать 
связь. 

Пусть  В^^^  ИЛИ  Вх  означаетъ  величину  и  направленхе  силы 
дМств1я  связи  на  точку  Шх;  В^ь  или  Вз  —  означаетъ  силу  Д'Ьй- 

СТВ1Я  связи  на  точку  Шг; В^н  или  В.  —  означаетъ  силу 

д'Ьйств1Я  связи  на  точку  т.; В^а  или  Вп —  означаетъ 

силу  д'Ьйств^я  связи  на  точку  ш«. 

Эти  силы  мы  будемъ  называть  силами  дгьйствгя  связи  н, 
а  остальныя  силы  2^1,  7^2,  -  •  .  •  Рп —  задсшаемыми  силами. 

Ускореше,  получаемое  точкою  Шх,  сообщается  ей  равнодей- 
ствующею изъ  приложенныхъ  къ  ней  задаваемыхъ  силъ  и  силы 
дМств1я  на  нее  связи  и,  то  есть: 


Ш^Х,"  =  Х^'\'В^ь€т{В^н,Х)^ 
^^У^'  =  У,+Л,8С08(7г,8,  У), 

т^^/'  =  2^-{-В^нс.о^{В^ь^  2); 


...  (510,1) 


это  суть  дифференщальныя  уравнешя  движбн]я  точки  шг. 

Дифференц1альныя  уравнешя  движешя  прочихъ  точекъ  будутъ: 


т^х^'  —Х^-\-В^ь  С08  {В^ь,  X), 
т,0,"=2,+В,нсов{В,н,  2),  ] 


(510,2) 


и  такъ  дал'Ьб. 


1 

1ЛЫ     '^Гг  ^^^ 


УиБороя1я,  заЕличяюиоясл  въ  исрвмхъ  чигтяхъ  атихъ  урии- 
нешВ,  должны  удовл«тв(Ц1ЛТ1.  рнвеяству  (498,  а),  а  пптииу  пилы     '^ГГ 

,  .  .  В.,,  Должны  удивдетворять  равенству:  __      _ 

+а:н=о     (498,  Ь)      ^"^ 

Это  равеестви  ^аключаитъ  вь  гиб*  во  гашыл  силы  Л,,  Я-^ , . .  .  

..И„....В„,  пи  толый)  нрозкши  ихъ  па  па11р;1НЛ1'Н1Я  поот-       г-'«у.зи, 
в'Ьтствевпыгь  диффе1№нц1альяыхъ  парамстранъ;  итм-Ьтииъ  ати  1Гр»эк- 
'  ц1и  гл'Ьдующиии  ишишин: 

[  _Д,со8№,  7',)=*Яь  Я,(ш{П„  1',)=%,....М..а)>^{Н.., ]'„)=%., 

I  тогда  равенство  (498,  Ь)  получитъ  такой  видъ; 

Остальнвл  части  или  систииляюпия  сялъ  11,.  /?■„'.  .  .  .  -Й„, 
Ев  входящш  въ  ат"  р!1Ввлг,тв",  обозпачияъ  следующими 
знакани: 

Дш1(Д,  1\)=Т„  А8ш№,  /\)='Л,....7(„зш(К,  Р.,)^Т„; 

Т,  есть  пяла,  ириложеннал  къ  Т(1ЧкЪ  ж,  и  ваараачеяная  т. 
плосЕостн,  цсрцендикулярной  кь  дифференцз'адьному  параметру  /',, 
Га  «еть  снла,  приложенвая  кг  тича*  ш^  и  наыравлсаная  въ 
цлоекости,  аиряевдикулярной  ят.  Р^,  и  т.  д. 

Такъ  какъ  снлы  9^1,  31^, ....  %,  направлены  вдоль  П"  диф- 
фервнщальнынъ  параиетраиъ  или  протявиполохно  ияъ  (яаяри- 
н^ръ  !!)2^,  если  зяаяъ  ея  по^южительвий,  ваиравлвяа  вдоль  по  Р., 
если    же    знаиъ   «я   отрицатсльвий,  т»  она  направлена  противо- 


^-ь^^ 
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подожно  Р^),   то  проэкщи  ихъ  на  оси  координатъ  могутъ  быть 
выражены  сл'Ьдующииъ  образоиъ: 


I 

г 


9г,со8(Р.,  У)  = 
9г.со8(Р„  2.)  = 
9г,со8(Р„Х)  = 
9г,со8(Р„  У)  = 

%  С08  (Р„  ^)  = 


«, 

^ 

А 

^8    ^ 

-р. 

(?а;, 

^1 

дх^ 

«. 

^ 

X 

дь 

-Р, 

^^^1 

^^1 

^Уа 

91, 

Л 

^ 

дв 

Р. 

^г, 

^^1 

д^,] 

«, 

^ 

X 

дь  1 

Р» 

дл^з 

'^г 

дх^ 

«. 

<?8 

\ 

дь 

-Р> 

^а 

^2 

ду. 

«, 

■ч 

X. 

дь 

•        •        • 


(511,  1) 


/  .     . 


Р,  д0 


^  дг 


2  ) 


(511,  2) 


Ш„С08(Р„,  Х)  = 

К  <08  (Р„,   У)  = 
9г,С08(Р„,   ^  = 


й„  ^а 


Р^дх, 


=  \ 


дн  \ 


п. 


^П     <^« 


^п  дь 


"^  дх^ 


Р.дг 


д» 


п  "*'»» 


а^е^ 


•         •         • 


.  (511,  и) 


л  / 


Величины  Х^,  выражающ1я  величины  отношешй  (98,. :  Р.),  вве- 
денъ,  при  помощи  равенствъ. 

въ  равенство  (498,  с);  получимъ: 


V 


У 


-  5-  ■ 

•  «.-     -■.     ■<-1, 


'1^^^/+2^^^.со8(^'„  Р.)  +  ^»  =  О .  .  .  (498,  й) 


..1  «»'      •      ■    <=1  »»' 


I 

"Эр 


^        Г.1< 


■^ь(  Прим* чан! е.  Впосл4дств1И^,  когда  будемъ  разсматривать  си- 
стему точекъ,  связанную  нЪсколькими  связями,  придется  обозна- 
чать силы  92  и  множители  X  бол*е  сложными  знаками;  для  того, 
чтобы  отличить  силы  Д  Т,  92  и  множители  X,  относящ1еся  къ 
связи  81,  отъ  такихъ  же  силъ  и  множителей,  относящихся  къ 
прочимъ  связамъ:  «з,  вз, . . . .,  мы  условимся  обозначать  ихъ  сле- 
дующими знаками: 
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Силы  и  мн|»хитили,  (1ТШ1Слщ|(;|:л  к.ъ  сЦг!:!!]: 

«1  =  0, 


обоаначинъ  (;и>и|'Л1ШИ: 


а..„я,н.,. .  .а..,, 
т,«„  г,»„  . , .  Г.и,, 


МИиЖИТСЛИ,    ОТН0СЯ1 

шязи: 

шъ  симиолаии: 

дг,н,, 

,  'Л.",.  -  - 

■  *-Я„«, 

Г.н, 

,    Г.н,,  .  . 

•Г,», 

Х,в, 

.  ^,«,»-- 

•      '■-«1 

И  такъ  дм-Ье.  у. 

11<1аови  бы  ни  были  иножители  >.1,  Ха, . .  . .  ^„1  уд^влетворяю- 
щ'к!  равенаиу  (498,  й),  иы  всегда  можчиъ  заменить  каждый  изъ 
пнхъ  сукмою  лвухъ  другихъ  исличиаъ: 

■  Ш 


11,=1  +  Д„   1,=ХЧ 


=  1  +  Д„. 


=к  +  А», 


такихъ,   что  одпа  изъ  вих!.  >.  во  |{с1)хъ  этихъ  суимахъ  одина- 
кова,  а   остальныа   воличины   Д,,    Л^,  ....  Д ......  Д„  удовло- 

творяютъ  следующему  услов1ю: 


-к, 


■■+5- 


=  0; 


.  (512) 


такое  разл'>кр.п1С'  нолмвнъ  х„  Ха ....  Х^, ....  х„  всегди  козяыжно 

и,  для  к<1ЖЛой  совокупности  зиачев1Й  XI,  х„....Х„,  Р,,  Р^, Р„, 

Ши  Ш2, ....  ш„,  полипина  X  вм'Ьотъ  одно  определенное  аначешо, 
равно  какх  и  каждая  иаъ  ввличннъ  Лц  Ла. .  .  .  .  Л„.  Въ  саЁоиъ 
дЪ'Ь,  если  поиножимъ  иорвае  изъ  раиенотпг  (-4)  на  {Р,":»!!), 
второе — аа    Р/:1Щ,    н   т.   д.,    все  иолученяоо  сложимъ,  то  въ 


силу  уолов1)1  (512)  иолу'!имъ  ривепство,  ияъ  котирап..  пайд^м'ь, 
ЧТ'1  X  ии-Ьотъ  следующей  ип^ля-Ь  ииред*линвие  значсн1е: 

1 т,    _  _  'Щ ' '   щ, "_  .__7ГГ  ''у  ' , 

5^+-^+ +^'    ~  ул?" 

1  1й^     ■     То)     I  I      *Ия  /      /(Т' 

[  Вмнчйви   к„  Ха, . . . .  Х„   однако  навъ  вои»в1Ьстнн;  шъ  ра- 

шжстви  (498,  Д),  «.оторому  он*  должны  удовлстворлт].,  ёы  ихъ 
оиред'Ьлить  не  иокенъ;  но  «ели  ароиаведсмъ  шгаесилзанное  раз- 
дои«вн'  виличинъ  м,  к^, .  . .  .\„  (А),  то  будемъ  въ  еостоян!и  изъ 
равепства  (498,(1)  оиродФлить  ведичшу  X,  тасъ  касъ  это  равон> 

I     ство,  всл'6дств1с  еоотвошен1я  (512),  получитъ  сл4дующ|й  видъ: 

Г  ''■  *■  2  ^-  +  2  ^  ^'^". '^^ (^^  -Р*) + ^«  ^  0. .  (4У8,  с)  - 

[  Пиа*  этиго  каждая  изъ  силъ   К-и  окажется  разложил  ною  на 

I     три  силы:  ^'■;.  '     -• 

Ь,,     М.(РД  «,«=(А,,).ж.);_г;в=(д.)8ш(д,,р,,); 

Г     иорвыя    дв^^   направлены   вдоль    по   Р.  или  оротивоиолохво  7',, 

I     сиотрл   но   анаку   всличинт.  X  и  Л,,  сала  жо  Т,  направлена  въ 

ПЛОСКОГ.ТИ,   ш'рнепдицулярной    къ   Р,;  такимъ  образомъ  век  силы 

I      Е,,  Н^, .  . .  .  и„,    дМствующ1я    со    стороны    «вязи   а   на  точки 

'      »»1,  »'а, »««,  ораводутся  къ  сл-Ьдующииъ  треиъ  группаиъ  силъ: 

а)  силы: 

ХР,,  хРа >^'о ХР„, 

I      ваираилс-Епыл   ци  диффоронц1альяыиъ  нарамстранъ,   если  X  бол'Ьс 
I      нуля,  щи  протявоноложио  да((>ф(!ренцшьныяъ  нараистрамъ,  ислм 
X  1шн4е  нуля;  X  оирод'Ьлнется  изъ  ураввеи1я  (498,  и); 
Ь)  силы: 

8,  =  А,Р,,   5з=Л,Ра, &'=Л,/'., 5«  =  Л„Л„, 

I  клтпрыя  должны  удовлотворлть  равенству  (5 1  2);  каждая  изъ  этихъ 
си.«ъ  нанраклена  мо  диф(1|Срепцтльно!11у  параметру  связи  нъ  той 
точк'!),    къ    цотороб    она    приложена,    или    нротивоноложно  этому 
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ииршш'тр!,    с1(от}111    ни  зплку   пн11жит>'лл  Л,  аа1[.1Ю'1аю1Ц!11Ч1с.я  въ 
выр»Ж1!ШЯ  этой  силы; 
с)  С1лв: 

2',  =  Й,Ш1(Л„  /',),  П=Л.зшиг,,  Д),,...  Г,.~К<Аа(11„,2\); 

Бахд^  изъ  Ойхъ  ыааравлова  аерииидикуларцо  къ  днфферотияль- 
ноиу  иаринетру  С1и1зи  въ  той  ъ)ч&Ь,  къ  которой  о!1<1  ириложспи. 
ВеЬ  силы  группы  (а)  представллютъ  собою,  хакъ  ска^аа'Ь,  "Дву 
соцоцупцость  нилъ,  :твиГ'ЛЩую  итъ  т'ЛИ'шаи  нпожитил»  л,  "бщиго 
всФм'ь  силАмъ  атой  груаиы;  какъ  зтотъ  ивохцтоль,  тнп.  и  исЬ 
силы  9'гой  совокупности  вполнть  опрЫпляюмся  ил'Ьдуищнхи  ||)ув- 
КЦ1ЛИЙ  и  воличйнми: 

1)  видоиъ  фуощ]И  н,  ти  есть  аналпт)1<11)СЕииъ  вырн<|;1'и1о»ъ 
свлзи  «=0, 

2)  иеличииамй  и  паиравлси!лми  задаваеиыхъ  сялъ  7'',.  ^'з,.-  ■  ^Р'«> 

3)  величивани  и  нанравлсн^иии  скоростей  точекъ  (гкоростк 
входдтъ   въ   ВЫраЖОВ!!!   Кч), 

4)  вывчманк  нашъ  точекъ. 

Кахдал  г,ъяль  восироиннодится  въ  д^йствитильаости  въ  нид^ъ 
П'ЬЕСотораго  нехавицна,  обуслонливающаго  требуемую  зависииость 
между  дввхев1)1ня  !11атир|.лльныхг  точсцъ;  нередко  одва  и  та  хе 
связь  иожетъ  быть  восцроизведена  иоиощш  механшиовъ  различ- 
аыхъ  в.оаструкц|8.  Однако  ати  обстоятельства  не  имФютъ  яиаа- 
вого  значеа1я  при  оцред*лен1и  силъ  группы  Га),  то  есть  эти  (^илы 
вовсо  не  зависать  ни  отъ  природы  т■^^ъ,  входящихъ  въ  составъ 
механизма,  воспроияводящаго  связь  в=0,  ни  огь  конструвщи 
8Т0Г0  механизма. 

Силы  жо  Гх,  Тз, . . . .  7,„  8^,  .%  .  . . .  8„  не  оприд'Ьлнютгя 
т^ми  функд1лми  8  величинами,  который  опрс^д^ляютъ  совокуц- 
нпсть  силъ  (а),  а  при  ближабшевъ  ознавонлснш  съ  д'ёёствЫии 
иеханизиовъ,  восиронзв'^дящихъ  ивази,  оказнваетсд,  что  величины 

и  иаправлеа1я  атихъ  силъ  (Гц  Т^,  .  . .  .  Т^,  •%  8^ 5,)  аа- 

вй'штъ  отъ  природы  т'Ьлъ,  образующихъ  «оханизиъ  и  отъ  кок- 
струцщи  механиста. 
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Крои'Ь   того.    сЛ'Ьдуит'Ь   еще    заметить,    чти  назначен1в  силъ 
Ни  ^?а,  . .  .  .  В„  (ваключающецся  въ  тоиъ,  чтобы  вмйстФ  съ  за- 
даваеинни  силами  сообщать  точканъ  системы  ташл  усЕ0реи1я,  кото- 
рыл  удовлетворяли  бы  равенству  (493,  а),   выполняется  одними  4 
только   силами   (а),   безъ   сод'Ьйств1я  силъ  {Ь)  и  (с);  вг  самояъ  1 
д'Ьл*,  в'ь  этоиъ  смысл*  силы  групъ  (Ь)  и  (с)  не  играютъ  внкасой  ' 
сущоственний  роли,   потому  что  проэщ1я  всякой  силы   Т.  на  со- 
ответственный варамотръ  Р  равна  нулю,  а  силы  6',,  8;, .  .  .  .5„, 
должны  удовлетворять  равенству  (512). 

На  основаши  этихъ  зан*чан1в  мы  внрав^Ь  признать  группу 
силъ  (а)  существенною  и  необходимою  составною  'шстьы  систежы 
силъ  (Я,,  Ег, .  .  .  .  11„)  д'Ьйств1я  связи  на  связываемня  ею  точки; 
мы  будеиъ  называть  силы  этой  группы  реакигями  связи,  а  всю 
совокупность  силъ  (а)  —  совокупностью  решстй  связи  «=0. 

Силы  же  Г),  Тз. .  .  .  .  Г„,   51,  .^^а, . .  .  .  .5„   сл*дуетъ  отвести  , 
къ   числу   силъ,   зависящихъ   отъ   фнзичесиихт.   свойствъ   в  отъ 
конструкщи  того  неханиака,   который  воснроизводитъ  разсматри- 
вш'мую  нами  связь. 

Для  примера  оирод1Ьлен1я  риакц1Й  обратимся  къ  т'Ьмъ  удержи- 
вающимъ  связяиъ,  которыя  упомянуты   въ  §  62. 

Прии'Ьрг  53.   Если  выразить  эту  связь  равинствонъ: 

То  диффоренц1альиос  параметры  будутъ  равны  одипич*  и  будутъ  I 
направлены  по  иродолжся1ЯИ'Ь  разстоян1я  М1И1  (каиъ  на  черт.  1 
:-57-мъ);  реакцщ  этой  связи  ЧЗудугь  равны  *.,  гд*: 


^^V=^-^ 


^+^,7- 
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•.•вФ  булутъ  ааправлены  вдоль  ао  диффвревд1альв111иъ  параметранъ 
(йлкъ  на  чертеже  Зл-яъ),  если  X  иж'Ёетъ  величин;  полижитель- 
вую;  обратно,  если  /.  имЪетъ  велнчвву  отрицательную,  то  реакций 
булутъ  ваправлеаы  аротавоположао  дафференц^альапиъ  иараме- 
трамъ  (т.-е.  таЕЪ,  аааъ  представлено  на  чертеж'Ь  36-1ъ). 

Что  аасается  до  сялъ  Т^,  Т,,  5„  5),  то  эти  силы  жогутъ 
бать  различны,  сиотрл  по  ковструЕЦШ  и  природе  неханиажа, 
воепроязводащаго  эту  связь. 

Обыкновенно  эту  связь  представляютъ  себ*  въ  вид*  безконечво- 
тонааго  однороднаго  и  идеально-твердаго  стержня,  аъ  Еоацалъ 
котораго  приар^плены  точки  пн  в  я*з;  нри  таковъ  представления 
связи  считаютъ  очевидвыиъ,  что,  если  не  иринижать  въ  разсчетъ 
жасеы  стерхнл,  то  силы  д^йств1л  этоб  связи  на  точки  №]  я  т.^ 
должны  состоять  только  изъ  реакц1й  связя  (то-есть,  изъ  неко- 
торой силы,  приложенной  чъ  точн*  пи  и  направленной  къ  точа'Ь 
*  щ  или  отъ  вея,  и  изъ  другой  силы,  раввой  а  прлмопротиво- 
лоложной  первой,  приложенной  аъ  точа'&  ш,),  силъ  же  2\,  Т^, 
51,  8}  не  существуетъ  вовсе.  . 

Однако,  для  того,  чтобы  это  стало  очевидвыж-^  должно  пря- 
бавить  следующее: 

Стержень  разсиатриваетея,  кябъ  физическое  тФло,  то-есть, 
какъ  сястева  частицъ;  каждая  частица  заа^няется  матерьяльною 
точкою;  предполагается,  что  жежду  каждыия  двужя  частицажи 
дМствуготъ  юлекулярвня  взаииноД'ЬЙств1я,  равныя,  пряиопротиво- 
коложныя  и  направленныя  по  лин1И^  соединяющей  частицы;  вели- 
чины этихъ  силъ  предполагаются  равными: 

гд'Ь  (II  и  [1.1  суть  пассы  частицъ,  гх^  —  разстолв1е  между  вими, 
■  /■ — фунвш'я,  общая  для  вс4хъ  паръ  частицъ  и  првтомъ  такая, 
которая  обращается  въ  нуль  для  г,,,  равнаго  или  большаго  ни- 
которой весьма  малой  (но  не  безконечно-малой)  длины  р,  называе- 
мой рад|усомъ  л11Йств1Я  молевулярныхъ  силъ;  для  гц  меньшихъ  р 
I  фунЕщя  /"  быстро  воврастаетъ  съ  пряблиавН1еиъ  гп  къ  нулю. 
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1Д  рашоло-    ^Н 
матерьяль-     ^Т(| 

I 


Дм'Ьо,  должно  предположить,  что  частицы  стержня 
хевы  синнетрично  вокругъ  лин1и  М^М^,  соединяющей  иптерьяль- 
аыя  точки  ш,  и  т^,  и  вм4ст*  съ  тФкг  симметрично  по  отношеа1ю 
къ  плоскости,  перпеадакулярной  кт.  Ж,Жг  и  проходящей  череаъ 
середину  этого  разстоянш,  къ  этому  еще  присосдинимъ  предполо- 
хеи1е,  что  такая  си«истр1я  но  нарушается,  ян  при  движев^и,  ни 
всл'Ьдств1е  ириложен1Я  задаваеиыхъ  сялъ. 

При  вс^чъ  этихъ  предложйн1яхъ  стааетъ,  действительно,  оче- 
вндяниъ,  что  равнод^Ьйстиующая  яолекулярннхг  силъ,  приложен- 
ныхъ  въ  точк*  -;«,,  направлена  по  оси  си11иетр1и  и  притомъ  равна 
я  аряюпротивоположпа   раваод'ЬйствующеЙ   молекулярныхъ  силъ, 

ПрИЛОЖ0ННЫ1Ъ    къ    ТОЧЕСЬ    Ш]. 

Такую  удерживающую  связь  иежду  точками  т^  и  т^,  прв 
которой  разстояше  пожду  ними  должно  оставаться  Беи1)меавыгь 
и  при  которой  силъ  Т,,  Га.  Л^,  й'и  нв  существуетъ,  ны  будамъ 
ваэыБАТЬ  идеальною  неизмгьняемою  связью  между  точками  *»! 
и  «1  или  идеальнымъ  стержиемг,  связывающинъ  эти  точки. 
ЦТ      Прии^ръ  57.  Реакц1и  связи 

г,  +  г,  —  1=0 
равны  иожду  собою  и  ин'Ёютъ  величину: 


Он'Ь  направлены  по  продолжен1янъ  рад1усовъ  векторовъ  >; 
и  Гз,  если  X  есть  величина  положительная. 

Если  точки  т,  и  ж,  остаются  постоянно  въ  плоскости  ХУ, 
то  связь  эту  иожно  воспроизвестн  въ  вид'Ь  иехавизна.  состоящаго 
изъ  зубчатаго  колеса  Я  (черт.  42),  врнщающагося  вокругь  оси  2, 
и  изх  двухъ  зуйчатыхъ  полосъ  АН  в  СВ,  оц'Ьнлснныхъ  съ  этииъ 
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колЁСОнъ;  на  киаа1)  первой  полосы  находится  точка  т^,  на  конц'Ь 
второй  —  точка  «1а;  надлежащее  приспособлен! е  ве  позволяетъ  зуб- 
цамъ  полосъ  соскочить  пъ  зубцовъ  колеса.  Для  того,  чтобы  этотъ 
нехавиэнъ  воолв'Ь  точво  воспроизводилъ  услов!е,  что  суима  раз- 
СТ0ЯВ1Й  Ож]  и  Ом,  должна  оставаться  аостояаною  при  вслкихъ 
иоло»е81л!съ  точекъ  т^  и  от,,  необходиио,  чтобы  колесо  И  им^ло 
ничтожно-иалыЁ  рад^усъ. 

Существ1)ваН1е  трешл  между  чаетяии  иекавивма  составляетъ 
одну  язъ  главн'Ьйшихъ  причявъ  образо?атя  силъ  3*1,  Тз,  .'?,,  »Ча 
и  другихъ  силъ,  направленныхъ,  подобно  ^.',  и  5а,  вдоль  по  цара- 
■етраиъ  ^1  и  Р,  или  противоположно  атнмъ  параиетрамъ,  но 
пеудовлетворяющикъ  равенству  (512).  Въ  иеханизи-Ь,  разсиатри- 
ваемо1ъ  теперь,  возниваетъ  трен!е  между  шипами  оси  колеса  В 
и  ихъ  подшипниками,  а  кром*  того  и  трен!е  на  зубчатыхъ  за- 
ц4плен1яхъ.  Если  даже  преднолояить,  что  н11тъ  трешя  на  зуб- 
чатыхъ  зац'Ьплен1ЯХЪ,  то  уже  одно  трен1е  на  шипахъ  оси  слу- 
житъ  причввон)  образован1я  ырилоденаыхъ  еъ  точЕаиъ  да,  и  да, 
силъ  Т,  и  Г„  пропорц1ональныхъ  X  и  противод'1йствующихъ 
вращешямъ  рад1усовг  векторовъ  г,  я  Га  вокругъ  О;  крон*  того, 
то  же  самое  трев1е  шиповъ  въ  подшипвикахъ  служить  причиною 
образован!я  силъ  пропорщональныхъ  X,  приложенныхъ  къ  т'Ьиъ 
же  точкамъ  и  вротивод'Ыствующяхъ  двияеЕ1яиъ  ихъ  вдоль  по 
рад1уаиъ  вектораиъ;  эти  силы  могутъ  удовлетворять  или  ве  удовле- 
творять равенству  (512);  въ  посл'Ъднеиъ  случае  придется  при- 
числять ихъ  къ  силамъ  задаваемыиъ. 

Прим'Ьръ  58.  Удерживающая  связь 

г,4-Г1,-]-»'ы  — /=0 


овазываетъ  реавщи,  им'Ьющ^я  сл'Ъдующ1я  велячяяв: 

въ  точБ^  гпх  реаБц1я  равна  2Х  соз  у , 

въ  точЕ'Ь  т,  реаац1я  равна  2Хсо8^; 


•/ 
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4  (ж,  С08  -^  +  ^^4  С08   ~^) 


т.г^  •  ШаГзд 


'     \*»<         ♦«а/       ^4а  \^1        *»*а/       ^43       *"\^1       »*з  /      ^4а      ' 

^ г;4*8т^(г;1,г<)  ■  V^ш^^{V^^,^^а)  ■  г^^^  8т^  (^13?  ^4а)  • 


^2а  *'4а 


зд^Ьсь  г«12  означаетъ  геометрическую  разность  между  скоростями 
Vг  и  г;2  точекъ  Шг  и  Ш2,  то-есть: 

^12  =  ^1« '2^2- 

ПримФръ  59.  Удерживающая  связь: 

им*етъ  въ  точк*  7П1  реакцш  \Ух2+у%^='кГ2 
и  въ  точк*  Шг --реакцш  XV  а;1^4-У1^=>^^1; 


<2= 


-Х^Уа  —  5^4Л?2      I     УзЛ?^  —  Х^А 


Силы  Тг,  Та,  /^1,  ^з  могутъ  образоваться  и  въ  этихъ  двухъ 
посл'Ьднихъ  связяхъ  преимущественно  всл'Ьдствхе  существовашя 
трешя  между  частями  механизмовъ,  воспроизводящихъ  эти  связи. 

Въ  нижесл'Ьдующихъ  параграфахъ  ив  будемъ  нер^Ьдко  пред- 
ставлять себ'Ь  воображаемыя  связи,  не  оказнвающ1я  силъ  Та, 
Тг, . . .  .  2п»  ^1,  /52, ... .  /5»;  так1я  связи  мы  будемъ  называть 
глдеальиыми  связами;  д^Ьйств1е  ихъ  на  связываемыя  ими  точки 
состоитъ  только  въ  образован!  и  реакц1й,  приложенньгхъ  къ  этимъ 
точкамъ. 

Въ  т^Ьхъ  же  случаяхъ,  въ  которыхъ  нельзя  будетъ  разснатри- 
вать  связь  какъ  идеальную,  а  придета  принять  въ  разсчетъ  и 
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сило  Г„  Т,, . . , .  7'„,  ^Ч*!,  .Ч„  ....  8,„  иожж'  будетъ  ати  силы 
првчаслить  къ  задаваемымъ  силамъ,  т^шъ  бил^е,  что  для  сух- 
двв1я  объ  нихъ  иы  должны  знать  спяай  иеханизмъ,  воспроиа- 
В0ДЛЩ1Й  связь,  й  должны  ин11ть  В'ЬБ1>Т1>рыл  лкспервпентальвыл 
даняыд  относительно  филичо'^кяхъ  гвибствъ  итого  неханвзжа. 
§  6§.  Реакцт  всудержнваницен  лвя:{м- 

Полоанх'ь,  что  точки  т„  т»;, т,  сндааиы    какош-лпбо  неудержи- 

■ающеш  (.'вяиью: 


.(.г. 


■1.   *г.  Уь  «V ^«1  ?-  *.,  о  5^  о  . 


(492) 


Какъ  уже  шв^сшо  иаъ  §  63,  когда  коорднааты  точекъ  удовлетпорлютъ 
неравенству  )<>0,  тогда  нн  скорости,  ви  ускорен!»  гочевъ  не  подлежать 
никакинъ  ограничешяиъ  и  связь,  гакъ  сва^тть,  не  д'Ьйствуетъ  новое,  на- 
ходясь в«  спспмяпт  ос.шПлеЫн. 

Когда  же  координаты  точекъ  удовлетворяют!,  равенству  м^О,  тогда, 
1(сл'[)дств!е  д'1^йстб1Я  связи,  находящейся  т  соппоянш  тпряжтгя,  ско- 
рости 1'очскъ  в  ускореи1Я  чхи  должны  удовлетворять  условЫиъ,  ариведеи- 

ВЕНЪ  ВЪ  §§  63   И  66. 

Переходы  свлзи  тъ  перваго  состойн1я  во  второе  и  обратный  ногугь 
быть  оцред'Ьлоны  словаки:  связь  г.шП/ы'^т  п  геям  крппнппъ:  иро  точки, 
свлвавкнл  свнз[.ю,  можно  сказап.,  Ч1'0  опЬ  гходптг.  гп  свят  (когда  свят. 
слаб-Ьетъ)  или  вступпютъ  на  связь  (когда  связь  кр^оветъ). 

Неуде^шивающа»  связг.,  находяо.  въ  со1^тоянш  осла6лен!а,  не  ножеп! 
окааывать  нвкакихъ  реакц1Л  ва  связываеямя  ею  точки,  так1,  какъ  ускоре- 
Н1д  этихъ  точекъ  не  лодлежатъ  никакинъ  01'раничен1ямъ  со  стороны  связи. 

Находнсг.  въ  состонв1п  на[гряжев1И,  не  удерживающая  связь  не  ножетт. 
окававать  реакц1в  причлиаиъ,  по[|уждак11аинъ  точки  сойти  го  связи,  так). 
какъ  она  этоху  сходу  не  яренятстпуетъ;  напротив!.,  при  л'Ьйств]И  усиЛ|Н. 
стремящихся  разорвать  или  разрушить  связь,  въ  неб  необходнио  {Щввн- 
ваются  реаюик,  тону  противод-ЁЕ<ствуюпил. 

Не  удерживающая  связь,  находясь  въ  состоян!»  нанряжрп1Н,  не  пр1'- 
нятствуетъ  точкаиъ  иолучнть  скорости,  у  до  в.1  с  творя  юли  я  неравенству 


2;у.7*сов(Р.,с,)+^">0; 


потопу,  если   ка 
екорости,  то  свваь 


1я-ли(1о   П1)ичилы    нобуждаютъ  тпчки  и 
г  [)ка:1ывае1'1.  юму  ннЕакнхъ  иротциод!»' 


У-67. 


с    .1  1«   .•*     .      '^ 
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х= — ^л -{^+ю, 

4  (Шз  С08  -^  +  ^^  С08    -^ ^ 

"•"   \*>»1  *>»а  /  ^42  '      \*>*1  »»*2/         ^42  \»»*1  *>*2  '         ^42         ' 

^ г?^»8ш^(г;^,г<)  ,  г;^' вш^ (^д, Гда)  ■  ц^^ «^^'Кг? ^12)  • 


''4  ''га  ^'^з 


здЪсь  %2  означаетъ   геометрическую  разность  между  сБоростями 
VI  и  г;2  точевъ  Шх  и  Шг,  то-есть: 

««12=^1.  —  ^2. 
ПримЪръ  59.  Удерживающая  связь: 

им'Ьетъ  въ  точв*  ^1  реащш  XV  Ж2^+у2^=Хг2 
и  въ  точЕ*  т2--реавц1ю  XV  гг1^+у1^= Хгг, 

_  Х^Уа  —  У,Жа  _1_  у 2^4  —  ^^к 


т^  '  ш^ 


Силы  Тх,  Тг,  ^8^1,  5з  могутъ  образоваться  и  въ  атихъ  двухъ 
посл'Ьднихъ  связяхъ  преимущественно  вслЪдств1е  существован1я 
трешя  между  частями  механизмовъ,  воспроизводящихъ  эти  связи. 

Въ  нижесл'Ьдующихъ  параграфахъ  мы  будемъ  нер'Ьдко  пред- 
ставлять себ^Ь  воображаемый  связи,  не  0Базывающ1я  силъ  Тг^ 
;/^"';.:,'  Тз, . . .  .  ^п>  ^1,  ^8^2, .  . . .  5п;  тав1я  связи  мы  будемъ  называть 
идеальными  связами;  дМствте  ихъ  на  связываемыя  ими  точки 
состоитъ  только  въ  образован!  и  реакщй,  приложенныхъ  къ  этимъ 
точкамъ. 

Въ  т'Ьхъ  же  случаяхъ,  въ  воторыхъ  нельзя  будетъ  разсматри- 
вать  связь  какъ  идеальную,   а  придета  принять  въ  разсчетъ  и 
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силы    г,.  Та,  ...  .  Т,„   8г,  .9» .''■„,  вожяо  «!!«*  • 

причислить  Еъ  задапялныхъ   ся.т1ъ,  тЪ1Ъ  бо1^е.  «*•  1 
дев1я    оСг    нихъ   мы    до.'13се1Ы  ипать  •^яяый  ты 
1юдвщ1В    свлз1>,    п    должны    им'Ьть    нЕжптория  » 
данння  относительно  физйческвхъ  свойгтвг  эГ'Г" 

§  68.  Реакц1и  8с удерживающей  гшив- 

Подоаинъ,  ТТЛ  точки  ш,,  1 
вающеи  гвяаькс 

н(:г,,  3»,,  *-„  Х^,  у,,  г,, X»,  зг„  .V 

Кавъ  уже  нкв'ёстно  иэъ  §  63,  когда  коордшшк  < 
1   верьвевству  и>0,  тогда  нк  Рворостн, 
викакянъ  о^'ааичешянъ  и  свиаь^  тикъ  си 
хидлсь  81  соотолкт  ос1а'7л«»м{. 

Клгда  же  коордниаты  точекч.  удовдм!. 
нс/1!дств1р    д1;йств1я    свнаи,    находящейся 
рост  точедъ  и  ускорвн1я  1гх'1.  должни  у^<.1. 
нниъ  въ  §§  63  и  66. 

Переходы  свяви  нвг  осрваго  посттш! 
'  быть  опред'^ленн   сдоваин:  ечяяь  скИтчь 
свяваяния  с.внаью,  дожаи  скайаг1>.  что  оп 
слаб'Ьегь)  иди  вгт^/пиютг  Ш1  связь  {когсв  - 

Цеудеравваювсая  сввзц  находясь 
оказывать  викакнхт.  реакд!!!  на  сщц 
111Я  атвхъ  точекъ  не  подлежать  кж\ 

Находясь  въ  состони!)!  иа1фяя«|а, 
оказывать  реакц!Г|  прнчилам'ц  поб}; 
как'ь  она  этому  сходу  не  а\кплт-г*" 
стремящихся    раворвать    или    ра;ч' 
ваются  реашии,  тону  протявпд15]г 

Не  удерживающая   свл^ь,  и>'.1 
илтствуетг  ючваш.  иолучнть  С1У11" 


■  шдавае- 
Ч1'|Я1-Ь  А, 
:'1.  и  шда- 


а    аотоиу.   епи 

скорости,  то  СИ:: 
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д']^йствительно  получаютъ  эти  скорости;  им'Ья  эти  скорости,  точки  сходятъ 
со  связи. 

Если  скорости  точекъ  удовдетворяютъ  равенству: 

2\р,со8(р,,  «;,)+!= о, (493,  а) 

ТО  неудерживающая  связь,  находясь  въ  состояши  напряжен1я,  не  можетъ 
препятствовать  точкаиъ  получить  ускорешя,  удовлетворяющ1я  неравенству: 

2\-Р,со8(1^.,г»^  +  ^»>0; (513) 

а  потому,  если  задаваекыя  силы 

нриложенныя  къ  точкамъ 

Шху  т2,  ....  т^,  ...  .  Шл, 

побуждають  ихъ  принять  ускоренхя,  удовлетворяющ1я  неравенству  (513), 
то-есть,  если  силы  ^\,  ^з,  —  ^п  удовлетворяютъ  неравенству: 

2^едсо8(2?'„Р^+га>0, (514) 

ТО  СВЯЗЬ  не  можетъ  оказать  никакихъ  реакщд  и  точки  д']^йствительно  по- 
лучаютъ  эти  ускорешя;  юк^я  ташя  скоростц  и  ускорен1Яу  точки  сходятъ 
со  связи. 

Если  бы  та  же  самая  связь  была  удерживающею,  то,  при  т^§хъ  же 
самыхъ  положешяхъ  точекъ,  при  т^хъ  же  скоростяхъ  и  задаваемыхъ  си- 
лахъ,  она  оказала  бы  совокупность  реакц1д,  направленныхъ  противопо- 
.    ложно  дифференщальнымъ  параметрамъ,  такъ  какъ  множитель  X,  выра- 
жаемый формулою: 

х=--=^  '    ,-, ,  .  .  .(498,0 

ин'Ьетъ,  на  основаши  неравенства  (514),  велпину  отрицательную. 
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ТйКНхъ  от»р«1(яте.»4«ыхй  ргакц'й    иеудо|)жнв11ющ11и  1:вяа1,  иваиап-  Н"> 
иегь. 

Еслп  в е удерживающая  связь  находктгя  въ  состолнЕв  вапряжев!^,  точки 
[  им'Ьюгь  скорости,  удов^етноряю^^^я  равешгхву  (493,  а)^  а  задаваеиып  сты, 
I  прнложенныя  къ  точканъ,  удов1етворм111Г1.  неравенству 


2„,  /'.-Р.со8(^'„  Р.)  +  А'«  <  0.  .  .  .  .  .  (515) 

\зтиму  4111  оаЬ  икбуждавиъ точки 


)ти  силы  етрекятсгя  |1азрушит1.  свлш.,  потону  чт 
[  арнвать  ускорен]»,  удовлетвораиш^в  нсравинству: 


2».^*  со8(Д  V.)  -^  К»<0; 


Шй  этого,  ири  скоростяхъ,  удовлцтворяюшихъ  равенстну  (493,  а),  снхиь  не 
I  дооускаетъ.  Иъ  хакои-ь  случа-Ь  неудержнвающая  свиз1.  доажнад-Ьйствовать 
гтакъхе,  какъ  удерас11Баюи1,ал,  а  именно,  она  долзкаа  оказать  реакцш,  иио- 
I  житель  '■  иоторыхъ  оиредЪляется  ио  форкуз'Ь  (498,  ();  такъ  какъ,  на  осво- 
■  ваши  неравенства  (515),  ;»'готъ  нножитель  ик'Ьетъ  величину  ноложнтель- 
|.ву№,  то  реакцЬ  йудутъ  плч>жите,1ьныя^  то-есть,  будуп,  наиранлеиы  ио 
■'положнтельнынъ  нап1>авлея1й111'(,  д|1фференд1альныкъ  нараиетронъ. 

<^н  реакщи,  ви'ЬсгЬ  съ  вадаваемыии  силаии,  сообщаютъ  точкаиъ  та- 
I  ускорения,  которые  удовлетворлю'гъ  равеснтву: 


2*^/',со8(Р,,«)  Ьа'«=о. 


Свяаь  остается  въ  состовв111  ва11ряже1)!я  до  тЬхъ  поръ,  иока  аадавае- 
I  нви  силы  удовлетворяв )тт<  неравенству  (515),  въ  ткхь  иоюжешях'ь  А,^ 
1А^,....А^  'мчекъ  №„«„....»(„  въ  которых'!.  сч;1Ч10г-т11  тичекг  п  аада- 
уваеныя  силы  будутъ  удовлетворять  равенотну: 


реакцш  связи  < 


у-ьа. 
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I 

Чтобы  узнать,  что  станется  пос;гЬ  этого  съ  неудерживающею  связью 
(то-есть,  ослаб-Ьетъ  ли  она,  иди  останется  напряженною),  надо  определить, 
какой  знакъ  стала  бы  пр1обр']Ьтать  сумма: 


•=1      • 


если  бы  связь  была  обращена  въ  удерживающую  и  матерьяльныя  точки 
продолжали  бы  свое  движенхе,  не  сходя  съ  нея. 

Если  бы  оказалось,  что  сумма  {^+К),  доел*  своего  обращенхя  въ 
нуль,  пр1обр'Ьхаетъ  при  сказанныхъ  предположенхяхъ  опять  отрицатель- 
ное значенге^  то  это  значитъ,  что  неудерживающая  связь  не  ослабгьваетъ 
и  посл-Ь  прохождешя  точекъ  т^,  т2,....т„,  чрезъ  положетя  А^^  А^^.,.,А„. 

Обратно,  если  бы  сумма  (^+К)  стала  ирхобр-Ьтать  при  сказанныхъ 
предположен1яхъ  положительное  значенге^  то  предполагаемое  дальнейшее 
движете  точекъ  могло  бы  совершаться  только  при  д-Ьйствш  отрицатель- 
ныхъ  реакц1й  со  стороны  связи;  но  неудерживающая  связь  такихъ  реакщй 
оказать  не  можетъ,  а  потому  матерьяльныя  точкгь  необходимо  сойдутъ  со 
связи  и  последняя  ослабьетъ.  Дальнейшее  движен1е  освободившихся  то- 
чекъ будетъ  совершаться  подъ  вл1ян1емъ  приложенныхъ  къ  нимъ  задавае- 
мыхъ  силъ,  причемъ  начальными  скоростями  будутъ  т*  скорости,  съ  ко- 
торыми   матерьяльныя    точки  т^^  т^^ ш„,  находясь  въ  положешяхъ 

А^^  А^, ....  Л„,  сошли  со  связи;  эти  скорости  удовлетворяютъ  равенству 
(493,  а). 

Броме  положительныхъ  реакц1Й,  въ  неудерживающихъ  связяхъ  могутъ 
развиваться  силы  Т^  и  /8',-,  преимущественно  вследствхе  трешя  частей  ме- 
ханизма между  собою  и  также  вследсгв1е  несовершенной  гибкости  нитей, 
входящихъ  въ  составъ  техъ  механизмовъ,  которыми  воспроизводятся  не- 
удерживающ1я  связи. 

Примеръ  54-й.  Неудерживающая  связь: 

(г-г„)^о, 

какъ  уже  упомянуто  въ  §  59-мъ,  можетъ  быть  воспроизведена  въ  виде 
тонкой,  вполне  гибкой,  но  вполне  нерастяжимой  нити  длины  ?,  къ  кон- 
цамъ  которой  прикреплены  точки  т^  ти  т^.    Эта  связь  находится  въ  со- 


Р«тоян1И  вапряжевш  тогда,  когда  разстоян1е  неяд;  тотеаии  т,  и  »>,  рабви 
I  (;  если  тогда  сЕОрости  точекч.  удовлетвораюгъ  равенству; 

V,  С08{^,,  Г,,) —  У,  С08(г„  Г,,)  "  О, 
И  задаваеныя  силы  —  услов1ю' 

(д,-\-к,)<о, 

\  (гд* 

Я=~1',  со5{Р.,  г,,)  —  ^  ^;  соз(^^„  г„), 

|1д11  вааравлен]е  г„  означяетъ  на1фав1ев1е,  ироведенное  пвъ  точки  т,  че- 
1резъ  точку  )»',,  а  »  оаначаэтъ  геонетрвчс-скую  разЕООть  кежду  скоростью 
^  скоростью  1'„  то-есть: 

}  точки  т,  в  т,  будутъ  испытывать  со  стороны  свлвк  реакцЫ,  равныл 


т^;(«,+А',) 


Щк  на  правлен  им  я  но  днфф^рсвц^альныиъ  параметранъ  ятоЛ  свази,  ти-^сть, 
■«к^»»!"!  Олины  &1,М^  как'ь  арсдставлено  на  чертеж!;  Зб-хъ;  реаЕц1б  же. 
фаправленных'ь  внаружу  разсюявш  М,М.„  эта  свявь  оказывать  не  кояетъ. 
Орин'Ьръ  55-й.  Неудерживающаа  связь: 

(г.,  — 0^0 

ножетъ  оаааывать  реакщн,  направлен  выя  не  иначе,  кааъ  внар1/л<-9/  длияи 
91, М,  (каБЪ  на   чертежЬ  37-нъ);   та1с!я  реакции  оЕавываетъ   она  тогда, 
Ркогда  раастояя1в  между  точками  т,  «  т^  равно  I  в  если  притомъ  ско- 
■ртстн  нхъ  удовлетворнютт.  равенству: 


у-ь?. 
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а  задаваеиня  си1Н  —  условш: 

((2  +  Ю<о, 

гд']Ь  ^  Ж  К  суть  тЬ  же  самыя  внражен1я,  Ёоторыя  означены  этими  зна- 
ками въ  предыдущемъ  параграф*]^  при  издожеши  прин']^ра  53-го. 

Величины  реакщй,  испытываемыхъ  точками  т^  и  т,  со  стороны  этоЁ 
связи,  выражаются  формулою: 


Прим']Ьръ  56-й.  Обратимся  теперь  къ  неудерживающей  связи 

1  —  г,^ — Гзз^О, 

дифференщальные  параметры  которой  были  опред']&лены  въ  §  63-мъ. 

Матерьяльныя  точки  ш^,  т^,  т^  ислытываютъ  со  стороны  этой  связи 
реакщи  тогда,  когда  сумма  разстоян1Й  г^^  и  г^з  равна  I  и  если  притомъ 
скорости  точекъ  удовлетворяютъ  равенству: 

V,  СОВ  (-У,,  ^^^)"V,  С08(г;,,  ^^^)-\-V^  со8(«;,,Г2з)--г;зСО8(^з,^2з)  =  0, 
(которое  можно  представить  такъ: 

и^^  С08 (и^^,  ^,,)  +  «^23  С08 {щз,  г^)  =  0), 
а  задаваемыя  силы  —  условш: 

зд']^сь  ^  и  к  означаютъ  сл']^дующ1я  выражен1я: 

<2  =  ^  ^.  С08  ^.^^  »*■«)-  :;^  -Рз  С08  {Ж,,  Г«)  + 
«._ <а  8Ш'  (Щ^  Г^а)        Ц^а  8Ш'  {Щв,  ^аа)  ; 

подъ  направлешемъ  г^а  подразум']^вается  направлен1е,  проведенное  изъ 
точки  т|   черезъ  точку  т^^  направлен1е  г,,  идетъ  отъ  точки  т.^  черезъ 


N     - 


^ 


1И,;  и,,  ест!.  геоиетряческад  раввость  между  сирость»)  точки  ш,  а 
I  скоростью  точин  т^  ы„  ~  геокетрическая  разность  между  сео1хютя№1  то- 
|1екъ  №]  н  ж„ 


Цря    этихг    ус1йв1лхъ  точки  т,  я  1 
^аш1Д11  равыыя  между  собою,  раввиа: 


,  испытьгваютъ  со  стороаы  свяви 


»»,  (»*,+»(»)+47м,тзСов'Г-^\ 


(Я  +  К) 


,  см.  чер- 


1'Я  паиравленныя  къ  точк'Ь  ж^  (то*есть,  по  направлев1яит,  Р,  1 

I  ж<:  т,  пспнтываеть  реаК111ю,  пн^ющую  в 

швдеше  геометричесБОв  суины  двухъ  сплъ.  равныхъ  а,  прнложешшхъ  еъ 

НЧК'Ь  Жд  и  направленвыхъ  —  одна  къ  точк4  л',,  другая — въ  точкЬ  /к,. 

Эта  связь  ножеть  быть  восироизведена  въ  вид'Ь  весьма  товкой,  гнбкоб 

|8ерастажимай  иши  длины  ',  ироаущевмоб  черевъ  колечко  янчтожио-иа- 

ыхъ  рази'Ьров'ь;  къ  ковцаиъ  ввти  врикр'Ё плевы  точив  ш,  и  гп„  а  къ  ко- 

й1е<п[у  —  точка  *п,. 

Носнотря  на  свою  кажущуюся  простоту,  механивнъ  этотъ  заиючаегь 

Ь  ссб'Ь  дв1;  причины  образован1я  сплъ  7„  Я,  и  имъ  подобншсъ,  который 

Е  Принуждены  будемъ  относить  къ  числу  задалаеиыхъ  силъ;   одною  ивъ 

ЯбричЕНЬ  служитъ  неиолвая  гибкость  витн,  нл|,  правильнЬе  сказать,  соиро- 

рзввлеше  нити  изгибу,  другая  нрнчива  —  треше  ипти  о  кольцо. 

Нетрудво   подобаыиъ  же  обравоиъ  составить  надлежащш  формулы  и 
Кяырахев1л  длл  веудержнвав^1щей  связи  примера  6(>-го,  а  также  и  для  вея- 
ь  другвхъ  неудсрживагишлхъ  свяасП,  1саковы  бы  овЬ  ни  были. 

§  в9.  Совокупныя  днффергац1альныя  уравнев1я  дви- 
же1|1я  снетшы  мтерьяльды&ъ  точекъ,  связанныхъ  одною 
связью. 


Предполохшт,  чти  вы'Ьенъ  систеиу  натерьяльввхъ  точе1съ 


Г""'Т^ 
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кт>  которынъ    придожены   задаваеныя    силы   в   Еоторыя    гвязавн'1 
идеамною  связью,  выражаемою  равенствомъ  (491)  или  услов1е)1Ъ  ] 
(492),  «вотря  по  тому,    есть  ли    это  связь    удерживающая    или 
веудерхинающая. 

Озна>ти1ъ    чрезъ  Р^    равнодействующую    задаваемыхъ    сялъ,  ] 
приложевныхъ  къ  иатерьяльний  т^^чк*  т,,  а  чрезъ  X,,  У,,  2,- 
ар09кц1в  9Т0Й  равЕод'ЁЁствующеб  ^^,  на  оси  координатъ;  подобная  хе«  1 
обозаачен1Я    съ  ооотв'Ътственнани    значками  внизу   прии'Ьнишъ   я 
къ    остальннмъ    точкамъ,  такъ    что  ^''.  йудстъ    означать    ра1 
действующую  задаваемыхъ  силъ,  приложенвнхъ  къ  точк*  т 
X.,  У^,  2. — проэкц1и  этой  равнодействующей  1'-  на  оси  коордвнатъ. 

Совокунныя  днффереиц1альвыя  уравнен1я  двйжев1я  зтой  снстены 
точевъ  суть  уравнешя  (510)  §  б7-го.    въ  которнхъ  ввесто  В- 
должны  заключаться  реакя1и    идеальной  связи:   он*   вырадаютъ,  ' 
что  величина   ускорения  каждой    матерьяльноЁ   точки   равнлетгл, 
деленной  на  массу  точки,  величине  равнодействующей  ваьх^  силъ,  \ 
приложеннып   кг  этой  точкп  (задаваемыхъ   силъ    и    реаЕЦги  ' 
связи  на  эту  точку)  и  что  направлен!?  ускорешя  совпадавтъ    съ 
наиранлев11'мъ    этой  равнодМствующей;    эти    говпкупныя    двффе-  I 
реиц1альния  уравнешя  будутъ  следующ1я: 


»1,з:,"  =  Х,-|-Х^-,  »г,)/,"=У,-(-Х^,  »),з^,"  =  2,+Х  ^ 


(Ш)-. 


Если  связь  пе  идеальная,  то  въ  этихъ  уравнен1яхъ  къ  проэк- 
Ц1ямъ  задаваемыхъ  силъ  присоединятся  проэЕщи  силъ  Т.,  8.  и 
друряхъ  силъ,  развивающихся  вследств1е  трен1я  и  прочвхъ  не- 
совершенотвъ  жеханизма. 


.  *#.Р" 
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§  70.  СовоЕуаныя  дйФФгрепц)адьныя  уравеевЫ  дви- 
I  ж«Н1Я  системы  тоягкъ,  связаплыхъ  в11сболькнмн  гвя;1ями 

I  ■^  ^   Пиложимъ,    что    гиртеиа    точеаъ    ш,,    т^, .  .  .  .  т,,    овлаина 
^идеальБЫни  удерхиваюшиЁИ  связями,  вырааяеныив  равевствани: 

•*|(я^) Уь ^1 *,> У^» ^^,  ■  ■  •  .3^, Уп, Л,  ^)=0, . .  (491, 1) 

в,(з;,,  у,,  г,, .  . . .  а;,,  у,,  г., ....  я!,,  у„,  г„,  0=0.  . .  (491, 3) 


»р(3^1>  Уь  ^1,  -  • 


.з;«,Ун,г„0=0;..(491,р) 

Нр  суть   каЕШ-либо 


I  р  есть  число    этихъ  связей,    а,,  а,,  и„ 
фувкцж  Еоординагь  точекъ  и  вреиеви. 

Въ  этоиъ  случае  еъ  Еахлоб  язъ  точркъ  систенн,  кром'Ь  за- 
1  даваежнхъ  силъ,  приложена  реакшя  Еаядой  изъ  связей;  такъ 
'  наприи'Ьръ  къ  точк'Ь  №,  приложены: 

задаваеныя  силы  {цля  равно д'&Йствующеб  этихъ  силъ  и  для 
[  ороэкп'В  ел  на  оси  координатъ  сихравияъ  11регн1а  обозначеЕ1я 
,  Г„  X,,  у;.,  2); 

реакп,1я  связи  (491,   1),  наоравленвал  по  дифферевшальао!^ 
иарааетр;  зтой  связи  въ  этой  точеФ  т,  и  раввая 

Мн,).Рн.;  ■'       '.,■     ■■ 

I  реаЕцш  связи  (491,  2),  наиравленная  ло  диффереи[11а»1ьнои;  па- 
раметру этой  связи  въ  точа!  ш.  и  раввая 

Н«,).Р,н..: 


наковедъ  реаЕщя  связи  (491,  р),  направлевная  по  дифферен- 
I  ц!альвоиу  параметру  этой  связи  въ  точеФ  т,  и  равная 


лЫ.Да, 


—  360  — 
Каждый  изъ  входящихъ  8Д<Ьсь  внавовъ: 


Х(«),    >1(в,),  ....  Х(вр) 

обозначаетъ  н'Ькоторый  множитель,  общШ  всЬмъ  реакщяиъ  одной 
изъ  связей;  напримЪръ,  величины  реавщй  связи  (491, 1)  въ  точвахъ 

выражаются  произведешями: 

Совокупность  дифференц1альныхъ  уравненШ  атой  системы  ма- 
терьяльныхъ  точевъ  получимъ^  составивъ  равенства,  выражающ1я, 
что  ускоренхе,  получаемое  каждою  точкою,  им'Ьетъ  направлеше 
равводМствующей  всЪхъ  приложенныхъ  къ  ней  реавцШ  и  зада- 
ваемыхъ  силъ  и  что  величина  ускорешя  равна  величин!^  этой 
равнодМствующей,  д'Ьленной  на  массу  точки:  самыя  уравнен1Я 
будутъ  сл4дующ1я:    (З'^   :^|'-"^' 

Г,;:Г.  »»г.^=Х,+х(в.)ё:  +  «ё+...+хЫ^  (5П,а1)  ч 

::7'Е';  »«,^=у.+нв.)|^+х(»,)^-Й  + ...  +х(„,)^  (51?, ы) 

ГИ1      *'Ч< 


а  4^     ■>  »^  * 

кг..  т 


^1      I    >  /     \  ^**а      I  /    ч  ^**Р 


.^=^,+x(«.)^5;-+x(»,)^^  + ...  _^х(в,)^^.  (517,  с1)  ,;:; 

^,^=:^,+^(«Уй+«^^  +  ...+хЦ)^'  (517,  а2)      , 


^^_  V  л^,л.  ч^  ^   ,л   ч^    I  I    ^л.  ч^.    /К.119    о«\      "г. 


<2« 


=  Х,+х(«,)5^  +  х(»,)5^  +  . . .  +  х(вр)  ^'  (517,  а!)     ,^. 


^.Ж=  5^*  +  ^(«.)^  +Н».)^  +  .  •  •  +  >^(»,)  ^'  (517,  Ь1)     1г: 


..+%)2'    (51'.  с1) 


\<^.'^  =  г.+>■(-:>я:  +  ^(^^Уй  +  ■■■+  >-М  "&■  №17,  СП) 


при  это1ъ  иадо  ян'Ьть  въ  виду,  что  коордиааты  х,,у„  «,, 

^,>  ■  •    ■  "п-  {число  которнхъ:  Зн).  заключающдяся  въ  этвхъ  Зи 

дифферевц1алы1Ы1Ъ   уравнев)як'ь,  свазива    хехду  с^бою  р   урав- 

I  ВСН1Л11В  связей  (отъ  (491 , 1)  до  (491  ,р));  крои*  того,  эти  диф- 

I  ференюальныя  уравнен1л  заключаютъ  въ  «б'Ь  р  нвохителей: 

1(н,),   Х(.,) Х(„,), 

Бвоторыв  опред^лятлл  изъ  ураввев1й,  принеденныхт  няхе. 

Такъ    какъ    всЪ  связи   улцрживающ!а,    то    скорости   точ<«къ 
■  систеяы  дилжвы   удовлетворять  р  равенствахъ: 

'^/^1'4         I     •      ^'><  I      I      ''''1  А      .     '^"1  л  1ЛПП        4\ 

1,(щ':!  +  З^У:  +  д^г:)+1!1:  =  0.  («3,  1) 


1(ё-;+;^+йи;)+%-о,      («3,8) 


18  оъ  ДОЛЖНЫ  удовлетворять  такому  же  числу  равевствъ: 


г 
I        -  . 
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'!(&<'+& г'/'+Й^^/')  +  ^«.  =  о,        (498,  2) 


^^1  ^г      •       ^  ^»г     '     I 


(Подъ  знаками 

*^\^^''    подразум-Ьваются  многочлены  вида  (497);  см.  §  60-й). 

1"!г^^-'-^г'  Равенства  (498,  1),  (498,  2), . . .  .  (498, р)  послужатъ  для 
^^'^^//^^// опред4летя  множителей  X;  для  этого  надо  р4шить  дифферен- 
^"-'^  ^^р^//^ ;Ц1альныя   уравнешя    (517)    относительно    ускоренШ    ж/',    у/', 

',,'^,ыС^Л'^   '^4">  •  •  •  •  ^/''  ^/'>  '^/^  •  •  •  •  -^л"  ^  полученння  оттуда  выражен1я 
'   этихъ  ускорен1Й  подставить  въ  равенства  (498, 1),  (498,  2), . .  • . 
(498,  р);  тогда  эти  равенства  примутъ  сл^Ьдующ1й  видъ: 

^(в,)Рп+Х(8,)Ра,+ +х(8,)Р1^+<3.+-йГ«,=0  .  .(518, 1) 

Ц».)Р1^+х(в,)Р2,+ +x(8^)Р2р+д,+^^«,  =  0  . .  (518,  2) 


^/^т/--^:' '. 


Ф,)Ря.+>^(«,)Рр,+  ....  +Фр)Ррр+<3^+-йГ8^=0  . .  (518,  р) 

Для   соБращеннаго    писан1я  зд'Ьсь    введены   знаки,   им'Ьющ1е 
сл'Ьдующ1я  8начен1я: 


«•=1^(^^+''4+^'&)' 


нлк,  что  то  же  самое: 


<?!  =  2^:  (^*»1)  Р^  со8(Р,в1,  ^?;); 


•=1 


Гподобныиъ  же  ^^бразоиъ  ^,  изначаотъ: 


.  .  (519) 


Еоэффищеяты   у  множителей  х    въ  равевствахъ   (518)    суть 
I  сл*дующ!я  выра»ея1я: 


р.,=р,.=х 


1  /^н,  д«,     ,   дн,  дч,     .   На,  г)! 


1   +*(,■!!(.  +й«;|1»,/   — 


■е'^-^».)^.)™»^,,?..,) 


.  . (520) 


^.,=2-( 


(^Г 


(%)-)=|^;(Р,.,)'. 


|Й   Т.    Д. 


Бели  котораи-1в6о  ивъ  связей  првнадлежнтъ  еъ  чяслу  не^держж- 
1  вающихъ,  то  надо  принять  во  внциац!!?,  что  ова  пометь  оваэывать  толео 
штельиыа  реакции,  то-есть,  реавц111,  цаиравленвыа  ао  иодожитель- 
I  таъ  ваиравле11]ям'Ь  дифферевщальныхъ  иаранетровъ;  аоатону,  какъ 
В  только  нножитель  л,  соотв-Ьхствующ!))  атом  не  удерживающей  связи.  о1^ра- 
:  въ  нуль  а  аосл'Ь  этого  начнет7>  ар1обр'Ьтать  отрипателъаыя  знача. 
I  В1Я,  то  это  будетъ  значить,  что  матерьяльвыя  точки  сходятъ  съ  этой  сваан, 
I  в  цотону  связь  ослаб'Ьваетъ  н  реаиа1п  ея  уничтожаются. 

^-  Ёшш  по  характеру  вопроса  приходитсл  разскатривать  связи 

'  подъ  видонъ  иехавизиовъ  даннаго  устройства  и  необходимо  ври- 

нймать    въ   разсчетъ    силы,    обрааующ!яся    всл4дств1е    трея1Л    и 

прочихъ  физичосЕихъ  причинъ,  то  эти  силы  придется  поместить 

въ  вредыдущйхъ  формулахъ  и  уравнев1яхъ  въ  числ'Ь  задаваемнхъ 

[  сялъ. 


§  71.  ИрнпсдепЬ'  солокупногти  (517)  къ  (Зп— р)  сио- 
куппьшъ  диффррепц^альнымъ  урав11еп1яиъ  1'ъ  такинъ  же 
чясломъ  исколыхъ  функций  врепепп. 

Число  (Зи — р)  озвачимъ  чврезъ  п. 

ИсЕлючивъ  изъ  дифференщадьныхъ  ураваен!й  (5 1 7)  множители: 


К»,),  1(»,),  ■ 


.  К.,), 


1К  ""' 


будемъ  ин4т1.  н  диффр,ррнц!альныхъ  урамешй,  заилю  та  ющихт.  въ 
оеб'Ь:    время    (,    Зв    координатъ    а;,,  //,,  г,,  ,  .  .  .  д:„,  у„,  г„ 
производныя  этихъ  иоордиаатъ  во  времени,  первая  и  вторая. 

ВсЬ  3»  Боординатъ  связаны  между  спбию  и  съ  вреленемъ! 
уравнениями  (491,  1),  (491,  2),  .  .  .  .  (491,  р);  поэтому  р  изъ  1 
пирла  этихъ  коордиЕатъ  могутъ  йить  выражены  функциями  вре- 
мевн  и  истальныхъ  н  Боордвватъ;  улдвикия  называть  иослЛ^двш  ] 
координатами  независимыми,  и  первыя — координатами  зави- , 
симыми.         '"  з^<"'.'г.'-''*".",    ь"^ 

Всяк1Я  «  взъ  числа  Зя  координатъ  могутъ  бгиь  вринйтн 
за  незавиеимня. 

Сд'Ьлавъ    пад1ежащ1й    выборъ    незаиисииыяъ    коордиватъ    и 
р'Ьшввъ  ур11внев1и    связей  отяопительни   коордиватъ   зависимыхъ, 
получимъ    выражеа1Л    поол'Ьдвихъ    въ    функц^ахъ    цезависимнхъ  4 
коордиватъ  я  времени. 

Производный  во  яремпви  отъ  ;(авиг.ймыхъ  коордиватъ  выра- 
зятся фувкц!яии:  времени,  незавиеимыхъ  коордиватъ  и  ихъ  вроиз- 
водныхъ  по  вреаеаи. 

Найд|'нныий  выраженЗяхи  воспользуемся  для  того,  чтобы  изъ  ц1 
дифферевц!альвыкъ  урамев1й,  пе  заалючающихъ  .множителей  Х^^ 
исключить  аависимыя  координаты  и  ихъ  производный. 

Такямъ  <|6разомъ  ми  пплучвмъ  м  твокутгенхъ  дифф^^ревц^аль- 
пыхъ  уравнентй,  заключающихъ:  время,  ветвисииыя  [:()прдинат№,  ] 
ихъ  первия  и  вторыя   производный. 

§  7?.  Кйордипатны!^  парапотры;  число  П4-:{а1(1н-илых'к1 
коордипатныхъ  |1ар»1Н1^тровъ  дли  дашюн  (-нгтемы  111'С11<>«|^ 
бодныхъ  точскъ. 
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I  ■  11олояеа!я,  заняиармыя  и  точками  въ  пространств'Ь,  яогутъ 
быть  внрахенн  въ  прянолинеВннкъ  прамоугольвыхъ  или  косо- 
угольныхъ,  въ  криволиаеЙЕЫхъ  цилиндрическихъ,  сферическихъ 
или  сакихъ  бы  то  ви  было  ортогональвыхъ  или  косоугольыыхъ 
коордиаатахъ;  крон*  того,  яогутъ  существовать  и  существуютъ 
еще  иног1е  друпе  способы  Д1я  той  хе  ц'Ьли;  наприи'Ьръ,  поло- 
жеа1е  п  точекъ  въ  аростравств'Ъ  кохетъ  быть  вырахеио  ел^- 
дующииъ  образонъ: 

Представииъ  ссб*  неизи*няемую  среду  (и  оси  кордиватъ  ЮН, 
I  Юх,  Ю2.,    свяэаняыя    еъ  нею),    точка  Ю   которой    совпадаетъ 
1  съ  точкою  ^ё  1,  ось  Ю2  проходитъ  черезъ  точку  ^&  2  и  плос- 
кость 2.10Е  ааключаетъ    въ  себ*  точку  ^6  3;    тогда    полояев1я 
всЬхъ  ^  точекъ    въ  пространстве    ногутъ  быть  выражены    а1|- 
дуг-адии  Зи    величинаии:    абсолютныни    координатами   т^  =  х„, 
У1=у„у  г,=г„,   точки    ^&  1,    углами  ф,  ж,  э,    разстоян1еаъ  Са 
I  точки  Л;  2  отъ  точки  ^Ё  1,  отвоеительными  координатами  ЕаИСа 
точки    .№  3    и    относительными    координатами    и,  11,  ^^■,  .  ■  .  ■ 
^„,  ■»}„,  Сп  остальннхъ  точекъ.  Дбсолютннл  декартовы  координаты 
а;^,  у^,  г^  всякой  нзъ  п  точекъ    выразятся    по  изв'Ьстнымъ   фор- 
иуламъ  (формулы  (45)  кинематической  части  стр.   56)  въ  функ- 
I  щяхъ  отъ  я:„,  у„,  г„,  ф,  ж,  э,  5^,  ■^(,  ^^. 
I        Если  точки  и  образуютъ  собою  неизн4нявиую  систему  точекъ, 
'  то-есть,  если  разстоян1е  между  каждыми  двумя  изъ  этнхъ  точекъ 
остается  постояннымъ,  то  тогда,  при  изв'Ьнен1И  положвн1я  системы 
въ  пространств*,  изменяются  только  шесть  величинъ  х„,  у„,  з„, 
ф,  ж  в  э  изъ  числа  вс*хъ  Зи,  перечисленныхъ  выше,  проч!я  же 
(Зп — 6)  остаются  постоянными. 

" .  Вообще,  т^мъ  или  другииъ  способомъ,  положеше  въ  пространств* 
сиетеин  п  точекъ,  связанныхъ/)  связями  вида  (491,  Ь)  {§  й2),  *) 
можетъ  быть  выражено  посредствомъ  н*скольбихъ  величинъ: 


9ь  3,.  3», 

облвдающихъ  следующими  свойствами: 


*)  То-есть,  свяднаи,  уравнения  которых!,  ею  аакмо'га 
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1)  При  каждоиъ  определен нонъ  положен!»  точекъ  гигтемн, 
величивы  атп  получаютъ  оиррд'Ьлевныя  значсн1Я;  то-есть,  каждой 
совокуиности  определенны хъ  ааачев1Й  декартовыхъ  коордиватъ 
■^1.  У\,  Зц  .  .  .  .  г„  соотв'Ьтствуетъ  гококупность  овредфленвыхъ 
зпачен1й  волвчинъ  ((х,  у,,  ....  5.- 

2)  Величивы  (/1,  9,,  ...  .(Г,  изменяются  вепрерыивимъ  обра- 
зомъ  при  из114асн1й  иололен1а  точокъ  системы. 

3)  Каждая  всзножаая  совокувность   опред'блеиныхъ  значен1й 
вкличивъ  (/,,  -■/,.  ■  ■  ■  -Ъ  вполне  опредедяеть  некоторую  совокуа-  | 
пость  оиределеаныхъ    значешй    декартовыхт.    ЕОординатъ    данной 
системы  точекъ,   а,  следовательно,  некоторое    положен1е    точевт.  I 
системы  въ  пространстве. 

5       Так1Я  вевичины  д^,  (/,,....  г/,  мы  будемъ  называть  торди- 
'Хнатными  параметрами  данной  системы  точекг. 

А)  Относительно  числа  этихъ  координатныхъ  параиетровъ  мы  1 
дрехдо  всего  докажемъ^  что   число  ихъ    ни  можетъ  быть   менее 
числа  м=(3п — р)  незавйсивыхъ  денартовихъ  Еоордаватъ  данной 
системы  точекъ. 

По  внтенриведенвымъ  свойствамг  1-му  и  2-му,  координатные  I 
параметры  должны  выражаться    некоторыми  функфями   декарто- 
выхъ  коордиватъ;  положииъ,  что  ятн  функц1и  намъ  известны: 

[■     51^X1(^1,  Уи  ^и У„,  ^„)    I 

^,  =Х>(за,  Уь  «1! У.^  -г»)    I 


>  -Л' 


.(521) 


По  третьему  свойству,  декартово  координаты  системы  точекъ 
Должны  вполне  ооределаться  по  эаданнымъ  значси1ямъ  координат- 
ныхъ параметровъ;  но  изъ  имеющихся  равевствъ  (521)  и  изъ 
уракнсвШ  связей: 

»А^и  ^1,  г,,  .  .  .  .  //„,  г„)  = 
.,       .     '   в.Орм  У\,  г„  .  .  .  .  »/„  г.)  =  О 


»г{з>ь    Уг,    31, 


■  У.,  \)  =  О 


(588)1 
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^  нельзя  получить  опредфлрнвыхъ  р'Ьшшй  Х^  декартоиыхг  Еоордв- 
иатъ,  если  число  равенствъ  (521)   ви'Ьст'Ь  сь  числомъ  равенствъ 

г  (522)  мен4е  чйсла  дрклртовыхъ  координатг,  то-ег,ть,  если  (8-\-р) 
мен^е  Зя,  или  л  ярн'Ье  н  =  (^п  —  р);  поэтому  числ"  к  должво 
быть  не  мевЪе  н. 

Если  «=м,  то  изъ  ураинен1Й  (521)  я  (522)  получимъ   вы- 

[  ражрн1я  дркартовыхъ  координатъ   въ  фувкц1яхт,   отъ  координат- 

I  выхъ  параметровъ  </,,  ^^ у„;  пусть  эти  вырахен1Я  будутъ: 


3,>  9л 


■<1.) 


В)  Сл'Ьдуетъ  аая'Ьтить,  что  81.  атомъ  случае,  когда  число 
координатвыхъ  варакетровъ  системы  точевъ  равво  чвслу  неаави- 
сииыхъ  декартовыхъ  координатъ.  ваь  координатные  параметры  ' 
^,,  5,1  .  .  .  ■  5"  '^У*''  пбремгьнныя  независимыя,  то-есть,  ови 
но  должны  быть  свазаны  между  собою  никаБини  равелстваии  и 
могутъ  получать  вря111Я  аначев1я  независимо  друп.  отъ  друга. 
С)  Кром*   того,  должво    обратить    вниман1о    на    следующее 

I  обстоятельство:  первый  чпсти  уравнечгй  (522)  связей  по  под- 
становлент  вг  нихъ  функигй  '),,  0^, .  . . .  ()з„  вмтьсто  декар- 
шовихъ    коордиптт.    должны   обращаться    в?,   нуль    тожде- 

I  Ственно.  при  вснкиа^  значенгяхъ  коорОинатныхъ  параметрпщ 
йъ  сажомъ  Д'Ёл1;,  е1^либы  вс  вс%    а   только  н   взъ  числа  дскар- 

[  товыхъ  координатъ  бнли  замФиевы  выражающими  ихъ  функщями 
а  зат^иъ    уравнения    (522)    были  бы    р*гаенн    относительно 
оставшихся  р  декартовыхъ  координатъ,  то  посл'Ьдв1я  должны  бн 
были  выразиться  т'Ъии  же  самыми  функщлми,  какими  онЪ  выра- 
жаются по  формулаиъ  (523). 
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Ъссло  воорАИнатвых'ь  параметровъ  мижетъ  быть  бол'Ье  н,  во  тогда  1 
(й— н)  паранетров'ь  должны  быть  фуикц1аии  остолышхъ  н;  д'ЬЙствительао,,  1 
если  5>к,  то,  р'Ьшивъ  п  иервыхъ  иаъ  чнсла  равевствь  (521)  ви'Ёст^  съ  | 
уравиешнии  (522)  относительно  декартовыхъ  ноординатъ  и  аидставивъ  по-  ] 
лучекшла  выражения  (523)  въ  оставлпяея  (я  —  м)  равенствъ  (521),  полу- 
чааъ  выражешл  коорднаатвыхъ  параиетровъ 

Зи-ь  ?«+=. г* 

въ  фуна1ц;1хъ  остальныхъ  ^„^^, 17.- 

Также  можно  вырааигь  декартовы  координаты  1[|увЕЦ1ями  коюрыхъ-  I 
либо  н  коордннатныхь   нараиетров-ь^   иыбрапныхъ   изъ  числа  разсиатра- 
вавмыхъ;  а  иотоиу,  если  число  я  коордцватныхъ  ааранетровъ  данной  си- 
стемы точецъ  бол'Ёе  числа  к  неэависииыхъ  декарювыхъ  каординат1<   той 
же  спсгеиы,   то  любые  н   изъ  числа  Еоордиаатныхъ  параиетровъ  ногутъ  ] 
быть    приняты    Ш    иетвиспмые,    прочее  же   (м  —  н)    должны    выражаться  I 
фунБщлии  этихъ  ненависииыхъ  коордннатныхъ  параиетровъ, 

Обрапшъ  еще  вни]шн1е  на  Т'Ё  с'лучак,  въ  Е^оторыхъ  й  хота  ц  6ол1 
но  мев'Ье  Зп;  относительно  ^«тихъ  случаевъ    иы  сд'Ьлаенъ  одно  вам'Ьчан!^,  ] 
которое  нанъ  понадобится  въ  сл'^Ьдуюп[емъ  параграф'^. 

и)  Можно  ныравнть  декартовы  координаты  въфункц1яхъ  всЬхъ  а- 
ордиыатвыхъ  иараиетровъ  такииъ  образоиь,  чтобы  получснвшя  выраженгя   , 
тождественно  удовлетворяли  (Зи  —  м)   изъ  числа  р  ураввев1й  (522)  связей   | 
((3«  — я)    меН'Ье  р,  потому  что   м  бол'Ье  «,  яр  равно  {3«  — к));    для  этого 
надо  р'Ёпшт!.  А'  равенс'1'въ  (521)  и  нгбранныя  (3;'  —  ^)  изъ  уравнен!!!  (522)   I 
отиосительво  декартовыхъ  коордкнагь;  полученныя  выражен!»: 


у.  =  »,(?„  а,:- 

;:::;:::'::; 

2.  =  а..(г„  я„  ■ 

.... 

(524) 


должны  будутъ  обращать  иервыя  части  ивбранвыхъ  нами  (3«— в)  урав-  | 
иеи1й  свяией  въ  вуль  гождесгвевво,  при  всякихъ  звачен1яхъ  <;„  ^.,■■■^,•^ 
остальныя  же  уравнен1в  свяиеи,  число  которыхъ  равно  {р  —  Зм  +  а))  то- 
есть  (а  —  м),  обратится,  ври  воде  тан  овлевш  въ  ннхъ  фуакщй  Й„  а,,.,, 
не  въ  тождества,  во  въ  гЬ  уравнев1я,  которыя  свявывають  между  собою  | 
коорливатные  параметры  и  веъ  которыхъ  зависимые  (в  —  н)  параметровъ 
могутъ  быть  выражены  въ  фувкц1яхъ  отъ  вевавнсимыхъ. 


—  359  - 


Все  сказаяпое  до  сяхъ  поръ  »ъ  этомъ  параграф*  ирим1;яяетса 
[  сг    надлежащими    излтнешимн    ё.1    п    точкг1нъ,    пвязанвшъ 
'  между  обою  р  связмши,  уравн«н1и  которих'Ь  (491,  I),  (491,  2).... 
(491,  р)  (§  7(()  заклмчаютъ  времл  /. 

Бъ  этахъ  случаихъ  лучше  всего  выбрать  тав1е  аоордиватные 
I  иараяетры,  которые  выражаются  фуыкщвяи  дцкартовыхъ  воордв- 
натъ,  ве  зависащини  отъ  времени. 

Подохикъ,  что  таК1е  воордиватные  вараиетры  вайдевы  и 
что  число  ихъ  равно  м=3н — р\  пусть  ови  вырахаютсн  въ  де- 
картовыкъ  воордвнатахъ  сл1!дующини  фун|сц1ияи: 


».  = /1(3:1,  й,  а,, у.,  г.)  I 


1525) 


4Г.=  Х.(Х|,  »„ 


•»..  ^)| 


[  рЪшивъ    равенства    (535)    и  ураанен1В    (491,  1) .  .  .  .  (491,  р) 
относительно  декартовнхъ  коордивап.,  получииъ  выражен'|я: 


■ . '/.,  I) 

.■Ч„   I) 


".  =  «'.('1,,  Ч.,  ■  ■ 


.  I) 


(52(1) 


время  войде'п,  къ  эти  виражен1Я   изъ  уравнев1й  синз^'й. 

Следовательно,  въ  этикъ  случаяхъ  оиред'ЬлсН1е  3-го  сиойстиа 
I  коордиаатяыхъ  иараютровъ  должно  бить  изм'Ьнёбо  сл4дующимъ 
обрашнъ: 

Каждая  совокупноеть  опред'Ьденпыхъ  значений  координатныхъ 
параметровъ  ^п  '/*>  •  ■  ■  ■  'У«  виолн*  опред'Ьляет'Ь  положено  си- 
стенн  точекъ  въ  вространств-Ь  въ  ниждый  моиентъ  вреиени. 


■^г 


'360- 


ЗакФчанЁя  В яС  относятся  и  къ  »тймъ  случаямъ,  ихъ  мохно  I 
выразить  такъ: 

В')  Если  числа  цоординатныкъ  параметровъ  равно  м=(3« — р).  1 
то-есть.    чвслу    независимых  т.    декартовыхъ    координатъ,    то  веб  | 
эти  координатйне  параметры  суть  перем*неыя  независимый,  то-есть, 
сан  не  должны  быть  связаны  между  собою  никаБяни  равенствами  ] 
а  иогутъ  получать  всяк1я  значеН1Я  независимо  другь  1)ТЪ  друга. 

С)   Иервыя  части  уравненш  (491,  1) . . .  .(491,  р)  связей,  ] 
по  подстановлеши    к  нихъ  функщй  В  (526)    вмтьсто   декар- 
тповыхъ    координатъ,    должны    обращаться    от  нуль    тожде- 
ственно,   то-есть,     при    всякихъ    значетяхг    координатных^  I 
параметровъ  и  для  всчкаго  значенгя  I. 

Часло  коордхнатвихъ  параметровъ  можетъ  быть  бол'Ёе  н  (п^сть<пгс10  I 
пхъ  будетъ  м),  ъ<>  тогда  они  должны  быть  евянавы  между  собою  ясъвре- 
менемъ    (*■  — и)   уравнешвми,   или,    иначе  сказать,  |а'  — «)  координатныхъ  I 
паранетровъ  должны  выражаты;я  функидяии  времени  и  остальныхъ  н 
зависим  в  хъ  параиетровъ;  аа  кеазвпсимыс  )^огутъ  быть  приняты  .тюбы:е  иаъ  1 
чвсла  всЁхъ  5  координатиыхъ  параиетровъ. 

Положимъ,  что  координатные  параметры  ?„  За,---.?,,  число  кото-  1 
рыхъ  бол'Ье  н,  во  меньше  3",  выражены  данными  фунЕД1ями  деаартовыхъ  1 
координатъ;  пусть  (521)  суть  зти  выражен1Я. 

Разд^лнмъ  уравкешя  (491,1) (491,  р)  па  дв*  группы /и  Е;  группа  Г 1 

эаключаетъ  въ  себ{1   1соторыя  либо   (Зтг— я)   изъ  числа   уравиешй   связеВ,  | 
остальвыя  (я — м)  уравнешй  обраауютъ  группу  Л. 

Пшиыъ  равенства (521)  вн^ст^  съ  ураввев1Я11и  группы /относительно  1 
декартовыхъ    коордннать;    получимъ    внражеша    этихъ    коорщяатъ 
фуЕЕц1>1хъ  времени  и  шюрдияатныхъ  параиетровъ;   пусть  эти  вырахешд  | 
будутъ: 

:г,  =  а1((/„   2,,.  .  .  .  д„  ^) 

У1=  9Л«,,  2,. ?"!0 


К=^  к„  ?,»■■-■  ?"  ') 


} 


(527) 


ГН)  Уравненш  группы  1,  оо  цодстаеовлеы1и   въ  нихъ  выраженШ  (527)  ^ 
вм'Ьсто  декартовыхъ   кооржнватъ,  должны  обратиться  въ  тождества,  то-  I 


I 


I   есть,  оервыя  части  нхъ  дсихшл   быть  р&внв  нрю  дри  всякихъ  зяаче- 
I  ювх%  (.  ^„  5л"«,|    каковы    бы   эти   эиачешя    ни  была;    ]гравнен1п   же 
группы  И  обращаются  помощь»!  выражеихй  (527)  1гь  ^/^}а<теII^я,  свявываш- 
Щ1Я  координат  в  ЫЕ{  вприкетры  иежд;  собпш  и  съ  пренеыогь.       * 

Приведенн»»  ад1;сь  разоужде1пя  и  эам-Ьчан^я  справеддниы  »  Вт.  т*хъ 
;  которых!.  в1урыя  части  выражевхй  (521)  11(525)  ^аключають 
вреня. 

§  73.  Диффсренц1альныя  уравнен1я  Лагравжз. 

Въ  §  71  было  объяснено,  что  изъ  совикуииыхъ  диффереп- 
ц!альныхъ  уравнешб  (5]  7)  иожво  исключить  бсЬ  кножнтели  >.  я 
получить  м  =  (Зи — р)  дифференщальяыхъ  уравнен1Й  со  столь- 
Еииъ  жн  чисюйъ  исцомыхъ  фувкщй  времени;  эта  функц1и  суть 
тк  декартовы  координаты,  которыя  приняты  за  везависивыя. 

Если  декартовы  координаты  иогугь  быть  выражены  функц1яии 

(526)  времени  им  координатннхъ  параветровъ  ^^,  (/^, */,  и 

мы  желаенъ  ввести  посл'Ьдн^е  вместо  декартовыхъ  координатъ 
&ъ  двфференц1альныл  уравнения  движен!»,  то  ны  иоженъ  это  сд'Ь- 
лать  въ  т'Ьхъ  м  дифференц1альвыхъ  уравнев1яхъ,  о  которыхъ 
говорили  выше  и  въ  §  71. 

Поступал  таквяъ  образонъ,  намъ  прилетел  произвести  по 
крайней  м'Ьр'Ь  два  процесса:  процессъ  всБЛЮчев1я  множителвЗ  Л  и 
цроцессъ  преобразовап1я  координатъ;  оба  яти  процема  могутъ 
быть  весьма  сложны,  а  потону  ны  пикажемъ  Лагравжевъ  нрЁеиъ^ 
получен1я  н  дифференщальннхъ  ураваен!й  движен1я  въ  коорди- 
натаыхъ  параметрахъ  ^„  (/,,....  у,./с.--.  Л-;    ,,.,:....,«...•*/ 

11о  этоиу  способу  процессъ  нсключен1л  янохителей  X  упро- 
щается весьма  значительно  при  помощи  соображений,  внводимыхъ 
на  освован1И  зан'Ёчашя  (С')  предыдущаго  параграфа;  въ  этонъ 
зан'Ёчав1и  сказано,  что  выражен1я  (526)  обращаютг  }равнен1в 
связей  (491,   1)....(491,  р)  въ  тождества:  : 


(528,  1) 


—  362  — 


Чтобы   не  писат1.  длииныхг  формулъ,  мы  условимся    иуоСра-1 
жать  этн  тождества  такъ: 


ф., 

'У,,- 

•  ■  ■  'к, 

'))  = 

.  0 

(528, 1) 

..((«„ 

'Л.- 

■  ■  ■'!., 

'))  = 

=  0 

(538,  Ч) 

"Л,,  4 '1.,  0)  =  0.  (538,  р)| 

Изъ  этихъ  тождествъ  сл-Ьдуютъ    ряды  другихъ,  гамый  видъ  1 
которыхх  укажетъ  шмъ  путь    къ  преибразоваН1Ю  дифф*'реЕц1аль- 
аыхъ  уравБев1й  (517)  для  исключетя  множителей  л. 

Первыя  части  тождествъ  {528}  должны  быть  равны  нуцопрн! 
всикяхъ  значешлхъ  /  и  при  исякихъ  зваченЫхъ  не^!ависциыхъ  | 
координатныхъ  параиетровъ  5,,  Ч^у  •  ■  ■  ■  Чч\  поэтому,  если  ври-  | 
даданъ  этииъ  переи'!Ённыиъ  Бак1Л-угодни  значения,  а  заТ'Ёиъ  да- 
динъ  параметру  (^,  Еа)сое-либо  весьма  малое  ириращеше  щ^,  т-\ 
ложительыое  или  отрицательное,  ироизвольпаго  цорядка  малости, 
то  будемъ  ям'бть,  между  прочииъ: 

»х{{чЛЧ,>  'и,  —  <ы  0)  =  о, 

гд*  величинамъ    (,  д,,  у,, .  .  ,  .  у„  иы    придаеиъ    тй  же    самый  ] 
значен1Я  въ  обоихъ  видахъ  тождества. 
Отсюда  слфдуетъ,  что: 

при  всякихъ  зяачен1яхъ  перем'Ьнныхъ  (■,  (^г, '{з, (/«.  то-есть,- 

тождествеано. 

Прим'Ёная  тЪ  же  разсужденк  бъ  каждой  изъ  перенЪпныхъ  ^,,  I 
^^,.■■■^«  и  къ  каждой  изъ  функп1Й  В1,  На, . . . .  нр,  получимънр! 
тождествъ  вида: 


—  363- 


-•-1Ж1 


гд*  }  есть  которое-либо  изъ  чиселъ  1,  2,  3,  .  . .  .р, 
а  к  есть  которое-либо  изъ  чиселъ   1,  2,   3,  .  .  .  . «. 
Эти  же  тождества  иожно  представить  такъ: 


де^  «*9*/ 


=  0:. 


■  (530,^Д) 


гд'Ё  декартовы  координаты  выражеаы  по  форнуламъ  (526)  фуа- 
■  кц]ани  отъ  (|,  ^^,  д,,  -  -  • .  д«- 

СаиыЙ  видъ  первыхъ  частей  тождества  (530)  показывиетъ, 
I  что  для  исключен!^  величинъ  л  изъ  диффереяц1альныхъ  уравнен1й 
г(517)  должно  поступить  сл4дующииг  образомъ. 

Заи'Ьвивъ  въ  этвхъ  дифференц1альнахъ  уравнеюяхъ  (517) 
I  декартовы  координаты  ихъ  выражев^яяи  (526).  надо  аоаножить 
[  каждое  изъ  нихъ  на  производную  отъ  соответственной  декартовой 
Гвоординаты  по  г/у.  (эти  производныя  получаются  изъ  выражешй 
1(526))  и  получеваыа  равенства  сложить;  въ  силу  тохдествъ 
1(530),  результатъ  этихъ  д'Ьйств1й  не  будетъ  заключать  вели- 
|чииъ  X  и  будетъ  ин-Ьть  а'Ёдуищ1й  видъ: 


'г^=|(^.|;+у.§+д.,^); 


.  (&32,  к) 


I  ад'Ьсь  к  есть  каждое  азъ  чиселъ:  1,  2,  3, . . .  н,   а   потону  мв 

I  будеиъ  ик'Ъть  п  уравнен)й  вида  (531). 

Бъ  полученныхъ  уравнешяхъ  (531)  декартовы  координаты 
д<|лжны  быть  выражены  по  фориуламъ  (526),  а  первыя  произ- 
водный декартовыхъ  координатъ  по  времени  должны  быть  аам*- 
нены  выражеаиии: 


Ы^- 


в  проч.;    яти  внражен1я    иы  будеиъ    писать    аодъ    сл'!Ёдующинъ  ] 
видонъ,  наарии1Ьръ: 


^  ==^-  =^^+Щ/^^  +.)^/-1'  +■■•■  +0^//^" 


=  -м+щч,  +3^;!.  +■■•■  +3^,9- 


.(533,1)1 


'Й» 


Подъ  видомъ  :]аключающихся  зд'Ьсь  частныхъ  проинводвнхъ  | 
отъ  декартовыхъ  координатъ   по  времени   должно  всегда  водра-  I 
зуи^вать  частныя  производаыя  по  I  отъ  соотв^тствующичь  фун- 
вц!^  й  и  ВС  сл^дуетъ  Ш'Ёшивать  ихъ  съ  полвыни  вроизводвнни  I 
ж/,  »//,  г/,  выражающими  проэкцш  на  оси  координатъ  скоростей 
■атерьяльннхъ  точекъ. 

Вместо  составлешя  выражеа1Й  для  прокзводныхъ  х!',  у!',  ^ 
цроазведемъ  сл'Ьдуи)щ1я  пре1.1бразован1я  въ  первихъ  частяхг  диф-  1 
ференц!альаыхъ  уравнен1Й  (531). 

Каждый  и;!ъ  члеаовъ  первой  части  ;равнея!л  (531,  к)  иожво  I 
дреобравовать  такъ: 


'   '^Чх 


1       ,^\  л(^^\ 


Л 


>и  ~ 


а  поэтому  дифференщальвое  уравВ(!Н1е  (531,  к)  можно   предста- 
вить подъ  видоиъ: 

(1р^ 


111 


— е.=(?*. 


гд4: 


. .  (534,  к) 


е,=  2т,  1,' 


■;+< 


аде,  \ 


ащ\~^'  <Ид2\} 


—  365  — 

Тепирь  пагь  прядется   выразить  р^  а  {т,  въ  коордянатанхъ 

Г  параиетрахъ  ^,,  д^,-.-  ■  Чн  и  въ  производвыхъ  '//,'/,', ^н• 

Изъ  выражен1й  (533)  с1'Ъд;етъ: 

дХ{'  дх^^     д^1'  ^     де,'  ^  . 

I  а  потому  р*  иожетъ  быть  приведено  къ  «яду  частной  производ- 
[ноВ  по  9^': 

I  оть  вырахсв1л  суимы  хнвыхъ  гвлъ  системы  точёбъ 

т=  |'2'«л'  =  |2  »»,  [(^;)Ч-(1/;)ЧкТ] ....  (535) 

[  въ  координатныхъ  нараяетрахъ  дч»  Чч '^^^  ^  ^'^>  '^^'^  произ- 

I  водаыхъ  по  времени. 

Сунна  жавыхъ  сялъ  точекъ  системы  назнвяется   живою  си- 

I  Аою  этой  системы;  выралсеше  ея  пъ  координатныхъ  параметряхъ 

ихъ  провзводаыхъ  по  времени  (это  выражеше  легко  получить 

[  изъ  (535)  при  помощи  выражен1й  (533))  можетъ  бить  иредста- 

I  влево  въ  вид'Ь  суммы: 

т=тц)}+т(1)+Т(2у, (536,  а) 

Т(0)  есть  сумма  членовъ,  не  заключающжхъ  ироизводныхъ  г/,',  7,/,.- 
ио)- 12».,  [Й  )■+(*;  )Ч(%)'| (53«) 

Т(1)  есть  однородная  линейная  фукнц1я  относительно    ироизвод- 
аыхъ  отъ  координатныхъ  параметровъ  по  временя: 

Т(1)  =  2»в.' •  ■  (537) 


У-/3. 


—  366  — 


Т(2)  есть  однородная  квадратичная  фунБЦ1я  относительно  т^^хъ  же 
производннхъ: 

Т{2)=-^^^:'§а,4,^ (538) 


•=п 


а-=«..=|».,Щ,%+^^  Ь|Ш (538, Ы,) 

Производный  втораго  порядка,  заключающ1яся  въ  сумм'Ь  (т^, 
могутъ  быть  представлены  какъ  частныя  производный  по  ^^  отъ 
скоростей  а;/,  у/,  \8г/,  выраженныхъ  по  формуламъ  (533)  въ 
фушщ1яхъ  отъ  I,  ^^у  $99  -  *  *  *  ?«•;  вЛ  -  •  •  •  дн'\  въ  саиоиъ  д'Ьл'Ь, 
составимъ  выражеше  полной  производной  отъ  ^  по  Ь: 

\ддк1 д%     .     д%        1  I      д%      г  ,  .     д'х^        , 

съ  другой  стороны  изъ  выражешй  (533)  можеиъ  получить  сл'Ь- 
дующее  выражен1е  для  частной  производной  отъ  х.'  по  ^^: 

^ 

сравнивъ  между  собою  вторыд   части  зтихъ  равенствъ,   мы   за- 
ключимъ,  что: 

Поэтому  сумма  0^  есть  частная  производная  отъ  Т  по  2^: 


'Гакииъ   образемъ 
111альвы1ъ  уравнений: 


иы   получимъ  я    совокупвыхъ    дифферея- 


^Р,_^_Т  . 


гд4: 


VI»      й(        <)Г/, 


-.'^=«.' 


=(?«. 


^.=й 


.   Рн  = 


I  называемнхъ  ()иффереттАЬНЫми  уравнсшями  Лаграпжа  *). 

*3,!  '»^,)  ■  -  ■  ■ '?!.  суть   суммы    вида  (532).    выражеавыя    въ 
[  Боордиватнвхъ  ларанетрахъ  и  вхъ  производвыхъ  по  времени. 

Лагранжевъ  способъ  [фео(>раго1)аН1л  диффвревц1ал1>выхъ  п*^^!'^"!^ 
Г  двяжеп1я  может'!,  быть  щиш-Ьнонъ  также'  и  въ  гЬхъ  случаяхь,  когда  де- 
картовы координаты  вЯ1)аже1Ш  фуцкщян»  ф27)  (§  7:2)  врваенн  в  «  ко- 
I  ординатиихъ  нарамигровъ  (а  неы'Ье  Я»  и  Гюл1.о  н)  тяесеиъ  образом'!.,  что 
[  выраж<1Н1я  (537)  обращаготъ  (3«-«)  уравнешв  связей  въ  тождества;  тогда 
I  Лагравжево  преобразовашо  приводить  к'ь  я  совокуииыиъ  диффер|?н111аль- 
пымъ  уравцеи1а1п>,  иаогочающккъ  (.'« — и)  множителей  X. 

Положли'Ь,  ато  уравпенхя    группы  /  (см.  аан'Ьчаше  (В')  вь  концЬ  па- 
'  рагра<])а  72-го)  су^*: 


«1 


=  О,    «а  =  0.    н,  =  О,  .  . 


■-  О, 


(I) 


гд'Ь  /7  =  Зи  —  в;  оггальиыя 

1'РУ11пу  }■:■. 


■равпенхй    (41)1,  1) ('4')1,  р)   о('р11аз)гт.1Т-ь 

....,  =  0.  (Е) 


Выражены  |527)  обра111ают-ь  аервыя  части  ура11не111Й  группы  /  в'ь  куль 

тождественно  лрн  всякихъ  ааачен1як-!.  (,  ^,,  1{^ — ч^    даже   при   такихъ 

эначетяхъ,  иомфыл  не  удовлетворяет!"!,  уравие111ян1>  группы  К\  поэтому, 

равсуждаи  совершении  такт,  же,  кик'ь  и  нъ  начал'Ё  настоящаго  параграфа, 

I  то-есть,  равсматривал  вс-Ь  координатные  параметры  ч,,  ^^  2». -■-'/»  такъ, 


*)  Дифференцильныл   уравяенЫ   (Г)17)  тяЕже   даиы  Лагранжемъ,  по-  ') 
.1Т0М7  совокупность  (1131}сл'1;дуег1)  йшчъ&ть  &»пщтю формою  Лачрпижгтигъ    ' 
<1аффе}Илтшлышхь  уривненгй   Ивижсшя  пптггмы  точекъ^  как.'!.  1!хъ  павы- 
►  ваетъ  Я1Шби. 


У- 


1'}Ь. 
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вакъ  будто  бы  они  бвии  веаависины  другъ  отъ  друга,  подушнъ  ад  тождествъ 
схЬдующаго  вида: 

^/((а»  ?»,••««.  0)_^ 

да,  -«• 

гд*  ^  есть  которое- 1ибо  ивъ  чисел^ь  1,  2,  3,. . .  .^, 
а  к  есть  которое-либо  ивъ  чиседъ  1,  2,  3,. . .  «5. 
Равенства  же,  въ  которнд  обращаются  уравнен1Я  группы  Д  а  именно: 


«и-зСС?!?  г!*--"?*^  0)  =  о, 

»Ж?1»      ?3> ?*?      0)    =    о,    ^ 


.  .  .  (Е)  (540) 


суть  урслвншя^  свяаиваюоця  координатные  параметры  между  собою  и  съ 
временемъ,  то-есть,  д'Ьлающгя  (^ — н)  параметровъ  зависимыми  отъ  осталь- 
ныхъ;  такъ  что,  если  сл^дующхя  значешя  величинъ  ^,  д^,  ^^.  "из* 

*  =  -с,  д,  =  *„  ?,  =  *,, г*=*й 

удовлетворяютъ  вс±жъ  уравнен1ямъ  (540),  то  8начен1Я: 

могутъ  И  не  удовлетворять  имъ,  а  потому  частный  производный: 


да,  ^    да,  ' 


дър 

да. 


могутъ  быть  неравными  нулю  при  значешяхъ  величинъ  ^,  а^^  й^у'-Я.^  удовле- 
творяющихъ  уравнен1ямъ  (540);  то  же  самое  должно  сказать  и  о  част- 
ныхъ  производныхъ  этихъ  функц1&  по  прочимъ  координатнымъ  пара- 
метрамъ. 

Легко  теперь  вид'Ьть,  что,  прим^Ьняя  къ  разсматриваемымъ  случаямъ 
Лагранжево  преобразоваше,  мы  получимъ  5  совокупныхъ  дифференцхаль- 
ныхъ  уравнешд  сл']^дующаго  вида: 


Ж-1  =  «»+^К..)^+ хМ,^,..(541,к) 


I.  дис|4е|)е111ивл1>нм 


*(«,). 


тц^  к  есть  каждое  пвъ  чиселъ  1,  2,  3, ....  я;  въ  ^1 
ураввевХахъ  осталось  (.«— м|  кножителеГи 

'.(.,+.),  М»„.), 

Для  понсаен1Л  скп^даанаги  еъ  кастоящемъ  параграф'Ь,  привсденъ  н'^ 
сколько  призсЬровъ  ростав-Тени  1иф<[1ерЁН11!алы1их1.  уравнеш!!  Ляграижа. 

Вм'Ёсто  перваго  прхи-Ёра  мы  укажешь  иа  при>гЬне111е  Лагранжевыхъ 
уравнешб  къ  составлев1ю  диффереащааьвыхъ  уравненш  двиксв1я  сво- 
бодной иатерьяльноК  точки  въ  сферическихъ  коордвватахъ;  въ  этомъ 
случа*  »  =  1,  }'  =  0,  н  =  Ъ.  а,  =  г,  ^,^V,  '/,  =  'К 


X  ^  г  соя '! 


БШС 


,    у  =  г  ВШ';' 8111  7)    ■«■  =  ГСОК'Л, 


'  ГД'^  а,  ^  и  1  суть  наиравлеигя  коордгшатиыхт!  осей  сферпческнх'ь  коорХ»- 
Е&тъ,  а  Р  есть  сила,  ириложеииан  къ  иатерьмльвой  точк-Ъ;  соотививъ  Ла- 
гравшевы  дифферевц1альвыя  уравнев1я,  волучииъ  ураввенш  (36;  (стра- 
вица  42),  иомножевЕыя:  второе  —  иа  г  а  третье  —  ца  гмп  '^. 

Полобымкъ  же  обравонъ  можно  лрнм'Ьыить  Лагранжевы  уравнел1а  к'ь 
составлешю  дпфферевдЕильвыхъ  ураввеа1Й  движенш  точки  въ  вакихъ 
угодпо  коордчяатахъ;  надо  только  внагь,  какъ  выражаются  декарговы 
координаты  въ  новыхъ  Боордиаатаы.^ъ  нараиетрахъ '/,, '/,,  //„  дальн'Ьйш1я  же 
д'Ё5ств1я  указываются  видоиъ  Лаграцжевыхь  урав|1ен1ВифорнулаИ11|  при- 
ведевныии  вы»: е. 

Прин'Ьръ  С4-Й.  Система  состоитъ  изъ  двукъ  иатерьнльныхъ  точевъ 
т,  н  т„  связанныхъ  удерхЕвающею  связью,  приведеииою  въ  112ии1;р4 
б7-иъ  (стр.  317);  крои*  того  иатерьяльнал  точка  >»,  должна  оостоянно 
аватьса  въ  пюскоств  ХУ,  а  точка  т, — на  осв  2.  Къ  точв*  т,  прило- 
жена только  сила  тяжести  т^д,  къ  точк*  же  т,  не  цриложено  нв- 
какнхъ  задаваеныхъ  силъ  и  плоскость  ХУ  вредно  латается  идеальио  глад- 
кою; по.10ЖВтелы1ва  тасть  оси   /о»   направлена  вертикально  внкз'Ь. 

Въ  атомъ  случа*  «  =  2,  число  связей  и  преград!,  равно  А-мъ: 

г,-\-г.,—  1  —  0,  г,  =  0,  х^  =  0,   ?А=0,  ■"     -  :.^,, 

такъ  что  р  —  4:  «  н  =  2;  принекь  ва  координатные  параметры  д,  и  д,  по- 
лярные координаты  (-,  и  ^^^  точки  т,  въ  плоскости  X  У. 

Декартовы  координаты  выразятся  въ  координатныхъ  иараметрахъ 
такъ: 


Х1=  Р1С 


Р1- 


г 


ЬрР-'С 


^  ■г 


,     г=4-(»>.+».)(р.')"+-г'»л'(«/)"- 

.Лаграехёвы  днф<|1е))еш(1альныя  'уравиваи:  дв[1жен1д  въ  эюнъ  0174»^  I 
(|удутъ  сл11дующ1я: 


У=- 


■  *»//. 


^^{?,'%')  . 


Прин'Ьръ  65-Г1.  Снстеиа  состоптъ  |гаъ  двухъ  тяяелыхъ  точекъ  №,  и  м,;  I 
первая  ваход1гП]Я  въ  яистиявноиъ  ра;)стоян1в  2^  ОП'  налгала  коордииатъ,  а  I 
вторал  —  въ  постоянЕоиъ  разстояв1и  '  отъ  первой;  крои'Ь  того,  иредполо- 1 
жинъ,  что  об*  точки  остаются  въ  одной  вертикальной  шоскосит,  проко-  1 
длщеЭ  череаъ  начало  коордяыатъ.  Пусть  эта  плоскость  есть  плоскость  2У1 
я  ось  }'  ваправлена  вертикально  внкзъ, 

Въ  атомъ  случа*  число  точекъ  равно  двуиъ,  а  число  првградъ  и  свл- 
зеЙ— четыреыъ,  поэтому  н^2. 

Озвачииъ  черезъ  %  и  '^,  углы,  составляемые  направленхяин  ОЩ  I 
и  ЛГ,Ж,  съ  осью  }'^  ц  приисиъ  эти  углы  за  координатные  ааранетра<а 
систены. 

Выражен!  я  (526)  будутъ  ад'Ьсь  сл*ду»щ1я: 

Хх  =  О,  ^2=  0. 

Живал  сила  системы: 


Два  диффереащальныа  урапнен1я  будутъ; 
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Прии'Ьръ  66-0.  Система  сортоитъ  нзъчетырехъ  натерьлльннхъ  точекъ 
ЛГ„  М.1,  ЛГ,,  М^,  свааавнихъ  попарно  н дуально- тверд  1Л1Н  стертвяни 
М,М,,  М.,]Из,  М^М„  М^М,  одппаковой  длины  I;  вгЛ  точки  притягиваются 
къ  яачаду  коордввагъ  силани,  прлиоироаоршовяльными  разс'голЕ]Л]1ъ 
отъ  него  н  иассамъ  нхъ;  крон*  зтого,  цредположииъ,  что  вс*  точян 
-остаются  въ  плоскости  ХУи  что  иассы  точекъ,  находящихся  наиротиво- 
^  лекащпхъ  верпгахах'ь  ройба  М,М,М,М,,  равны  между  собою:  т,=т„ 

Зд'Ьсь  н=-М  аа  коордияатние   лараиетры  вовьяемъ:   подярныя  коор- 
I  динаты  Рд,  1^   центра  С  ромба,  равстояк1в   ^  —  СМ,  точки  М,  отъ  этого 
I  центра  и  угмъ  э,  составляеиыб   наиравлен1вмъ  СМ^  оъ  осью  У*;  раа- 
■стоян1е  ч,   точки  И,    отъ  точки  С   равао   корию    квадратному   изъ  раз- 
ности  (Р  —  5')    н    иаиравлен]е    СМ-,    составлиетъ   съ   осьв!    Х°"  уголъ 

Живая  сила  этой  системы  выражается  такь: 


Дифферепц1альныл  уравцеп1н   деижешя   (но  сокращешв  общнхъ  мно- 
жителей) будутъ: 

Г'.'—  ?,(«;)■=—№.;   4  (Л')=0; 
=  —  ф|,  —  »/,)■  ; 


ич. 
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Прим'Ьчан^е  I.  Числом  независимыхъ  девартовнхъ  коорди- 
патъ  или  неяавйсииыхъ  коордияатвыхъ  параметровъ  системы  то- 
чекъ  называется  числсмъ  степеней  свободы  этой  системы:  такъ, 
свободная  матерьяльяал  точЕса  имйехъ  въ  пространетв'6  три,  а  на 
какой-либо  поверхности  —  дв*  степени  свободы,  въ  прии'Ьрахъ 
64  и  65-мъ  число  стеоеней  свободы  равно  двуиъ,  а  въ  при- 
мер* 66 — четыремъ. 

Прии*чан]е  II.  Суммы: 


^^+^3^+^ 


<*!/* 


могутъ  им'Ьть  изм'Ьрев1я  силъ  ((24)  стр.  27)  только  въ  исвлю- 
чительныхъ  случаяхъ,  а  не  вообще;  поятому  иервыя  части  Да- 
гранжевыхъ  ураваен1В  не  всегда  ин'Ёют'ь  изн'Ёрен1е  произведен)я 
изъ  массы  на  ус11оррв1е. 

§  74.  Гаиильтонова  фориа  дифференц1альныхъ  урав- 
иенШ  движея1я. 

Лагрпнжевы  уравнев!Л  (531),  подобно  всякой  ссвокупвости 
обыквовенннхъ  дифференшальныхъ  ураввев1Й  второго  порядка, 
могутг  быть  приведены  къ  совокупности  двойваго  числа  обыкно- 
вевныхъ  днфферевп1альныхъ  уракнрп!й  ппрваго  порядка  съ  двой- 
яымъ  же  чигломъ  искомыхъ  фуниц1Й  времени. 

Для  этого,  принлвъ  '/,'1  '1ч\  ■  ■  ■  ■  Ч«  за  новая  иокомыя 
фувкп!и,  надо  заменить,  въ  травнешяхъ  (531),  вторыя  произ- 
водяыя  ^/',  зЛ  ■  ■  ■  ■  ?и' —  первыми  ироизводныии  отъ  новыхъ 
перем*вныхъ;  поел*  этого  дифференц1альныя  уравнен1я  (531) 
вх'Ъст'!^  съ  м  дифферен1х1альннни  уравпешями: 


образуютъ  совокупность  2м  диффйренц1альныхъ  уравнешй  сервап> 
порядка    съ    2«  искомыми    функщями    времеви:    д„  д,, .  .  .  .  д». 

?■'>  ?/ 1- 

Если  же  принять  величины  ^^1,  р^, .  ■ . .    за  новня  искомы» 
фунь111И,  какъ  сд*лалъ  Пуассопъ,  то  можно  получить  весьма  сим- 
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нетрвчную  форну  совокулвосто  2н  двфферевц[алы]Ы1Ъ  уравн!;»!^ 
перваго  порядка,  найдепную  Гамильтоаоиъ. 

Для  втиго  надо  прежде  всцго  выразять   вроизводныя  < 
фувац1яхъ  отъ  величивъ  р^. 

По  форнудаиъ  (539),  (535,  а),  (537)  и  (538)  ъторцд  вы- 
ражаются   СЛ'ЬДуЮЩйИЙ    ЛИВсбВЫНИ    фу11КЦ1ЛЯИ    пбрвыхъ: 

р^^а,-\-а„^,'-\-а„^,'^ +«-*?«'; (543,  к) 

к  есть  одао  изъ  чиселъ  1,  2,   3,  ....  н. 

Р'Ёшйвъ  эти  н  равевп'въ  относительно  величйнъ  г;/,  ^ 
получииъ  требуеиыя  вирахеа1л;    пусть  эти  аыразев1я  будутъ: 

Ъ~1Ь^'К)Р,  +''»^Л+ +КР*> (^*3=  л) 

гд*  /  есть  (1ДН0  азъ  чиселъ  1,  2,  3,  .  .  . .  м. 

Еоэффид^енты  //  и  ^  (съ  различными  звачками  ввнзу)  выра- 
жаютик  ьъ  Ео:}ффи1[1ентахъ  и  в  а,  а  обратно;  лаввсииость  незду  - 
тФиа  и  другими  иредставляется  рядокъ  равевствъ,  которня  сл*- 
дуютъ  изъ  тождестБъ,  получающихся  при  подстааомен1и  выра- 
хешб  (542)  величиаъ  р,,  р^,....р^  въ  равенства  (543);  эта 
зависимость — следующая : 

^=  -{а.Л^-;-«,Л,^Н +''»М (54*,^) 

Ма-г*ч"..  + +  Л„А*  =  0, (545,  ^к) 


гдф  ,/  есть  каждое  изъ  чиселъ  1,2, н;к — одно  изъ  т'бхъ  же 

чиселъ,  но  веравноу  ./;  коночно:  Ь^=к^к. 

Подставивъ  выражен1д  (5'4  3)  вл'Ьсто  велачинъ  ^^  въ  выракше  ^     < 
(535,  а)  живой  силы,  получинъ  другое  ныражск1е  ня,  въ  функц1и 
отъ  (,  5ц  Чъ'•^■•Ч^^^  Р1)  Рзт  •  ■  ■  Рт  ^^^  новоб  выражеши  живой 
свли,  союзное  первому,  мы  будемъ  обозначать  буквою  З;  и  будеиъ 
называть  вторымъ  союзнымъ  выражеыемъ  живой  силы. 
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Чтобы  вавести  это  вврахеше,  понножииъ  иорвое  изъ  равеяствъ-  | 

(542)  (А:=1)  ва  ^,',  второе  {А=2)  — на  ^,',  и  т.  д.  и  сложимъ 
полученные  результаты,  получится: 

2Р*?;=Л1)+2Г(2); 
*^ 

придавъ  же  къ  об4имъ  частямъ  этого  равенства  сумму  [Г(1)-|-  ' 
2Т(0)],  получииъ: 

■2Т=''-^1>ф^Т{1}  +  2Т{0) (636,  Ъ) 

Если  во  второй  части  этого  выражев1я  эаи11вить  величины 
5,'  ихъ  выражешям  (543),  то  она  получитъ  форму  второго 
роюзнаго  вырахен1я  удвоеявой  живоб  силы, 

Сначала  иреобразуемъ  выражен1е   Т(1): 


^•=1  ^=1  ^=1       Ь=1 

если  во  второиъ  члеп'Ь  перек'Ьнинъ  порядокъ  суниованЫ  и  нри- 
мемъ  во  внимав1е  равенства  (544),  то  буденъ  ин'Ьть: 


г(1)=2»А-2РА- 


.  (546) 


Дал*е: 


2м.'=2"р-л+  ХЛ^"*.*" 


оовтону  изъ  ьыражен1а  (535,  Ь)  окажется,    что    второе   союзное- 
выражеа1е  живой  силы  ии^етъ  сл^дующ!^  видъ: 

■I     5:=г(2)+г(0) (535,  с) 


1(2)  = 


*=1     '=1 


(544 


Ж(0)=|2'А  +  У№) 


.(548) 


гГ.Г 


-1--^,А-Х 


^^^,.о:  -2-« 


•ЗГ^^-Г^и 


Такииъ  образоиъ  яы  видинъ,  что  вторая  союзная  фориа  вн- 
рахев1Я  живой  силы  состоитъ  иэъ  двухъ  частей,  одна  изъкото-Дя 
рыхъ  не  заключаетъ  величннъ  р^,   другая  же    есть    однородная 
фунЕц1я  второй  степенв  относятельно  этяхъ  неличннъ. 

Изъ  выражен1й  (543),  (535,  с),  (547).  (548)  сл*дуетъ,  что 
1]^'  ногутъ  быть  выражены  такиаъ  образоп: 


.  .  .  (549,  к) 

а  крон!  того,  если  еще  введенъ  въ  наши  формулы  следующую  сунну: 


^'-  ^,^Р,,  .  .;^.  ....  (550)  , 

то  1]^'  выразится  въ  вид*  частной  производной  по  р^: 


1Г- 


<кг±8^_ 


.  (549,  к,  Ый) 


Частныя  производная  «тъ  Т  по  ^^  могутъ  быть  тоже  выра- 
жены поиощью  частпыхъ  произьодвыхъ  отъ  X  и  .§;  дм  этого 
ны  составииъ  два  сл'Ьдующ1я  вырак(!н1я. 

Есди  въ  ^подставить,  вместо  р1,^у,, /)„,  выражен1я(542),^ 

то  ^  обратится  Т;  поэтому  можно  написать  сл<Ьдующее  равенство:  т^ 


'УГ^ог 


^ур. , 


(*'/*       '^'Л  ^^.''У-г  '''4 


(551) 
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зд*сь,  подъ  частвымв  производвыми  отъ  ^, ^0,, .. . .  ПК  1/4,  подра- 
зун'Ьваются  частныя  производныя,  получанмыя  язъ  вырахев|й  (542).  | 
Зат'Ьиъ,  если  во  второй  части  ривевстна: 

2Т^^д\р.—8+^Х(0) (535,  Й)  I 

»аи-Ьнить  величины  ^1,  р-,, ....  ихъ  выражёг[1яни  (542),  то  вторая 
часть  лриметъ  видъ,  тождественный  виду  первий  части;  поэтому 
можно  написать  следующее  равенство: 

которое,  иа  основан1и  выражен1В  (549),  иожяо  еще  представмъ 
такъ: 


равенство  (551)  волучвмъ: 


•^'Л- 


(552,  к) 


Къ  этому  Д0.11ЖЯ0  прибавить,  что,  такъ  какъ  Х(0)  ве  занлю- 
чаетъ  въ  себ*  величинъ  р1,  р2,  . .  . .  ,  то  выражен1я  (549,  к,  Ыз) 
можно  представить  такъ: 

„;  =  АЩ:|в (553,  к) 

Изъ  всего  вывединнаго  и  сказавнаго  въ  настоященъ  параграфе  ' 
сл^дуетъ,   что  совокупны»  дифференщальныя  уравнен!»  Дигравжа 
могутъ  быть  ^ам'Ёнены  следующею  совокупностью  2н  обыЕНОвек- 
ныхъ  дифференщальныхъ  ура11аен1й  верпаго  порядка; 


■и  ~'1р,  ■ 


(/г  ~       дан  Т"У-, 


(554) 


. (555) 


ф^г-{-8-2Х(0},  .... 

знаяеа1я  величинъ  3^,  3!'(0)  в  5  выражаются  фориулаяв  (535,  с), 
(547),  (548),  (544),  (545),  (536);  у,  (532)  ДОЛЖНЫ  быть  вы- 
ражеяы  функщями  отъ  I,  51,  75>  -  ■  ■  ■  '/«>  р1,  Рз,  ■  ■  ■  ■  ^^„. 

Эти  уравнеюя  иы  будемъ  вазывать  Гамидьтоновымп  собо- 
куп»*>1ми  дифферент альными  уравнентями. 

Такъ  кикъ    Т='Х,  тс  изъ  равенства  (Г)35,  (1)  окажется,  что 


^+5— 2Х(о)=  2  р.у/ —  з:, 

|а  дотоиу,  если  д,'  будутъ    выражени    въ  р,,  р^^ 
к'Южетъ  быть  представлена  подъ  видомъ: 


ф  =  2р.«/.'— 3^ . 


(55' 


» 


§  75.  ВознАжаыя  варьяцш  ппложенШ  данппй  сжтеиы 
точсЕъ:  возножныя  варьяцт  коордииатъ  и  координат- 
ныхъ  параметровъ. 

Въ  сл11дующихъ  главахъ  намъ  придется  весьма  нс'р'Ьдко,  при 
перем'Ьн'Ь  координатныхъ  параметровъ,  преобразовывать  даффо- 
ревшальныа  уравБ1;в)л  двпж«н]я  изъ  одной  формы  въ  другую;  так1я 
преобразован!^  значительно  упрощаются  т'Ьаъ,  что  вся  совокуп- 
ность дифференц1альвыхъ  уравнен1й  движия1я  системы  точсеъ 
иожетъ  быть  заключена  въ  одво  уравнен1в,  надъ  которымъ  процессы 
преобразоватя  совершаются  скорее  в  проще,  ч-Ьаъ  надъ  отдель- 
ными дифференц]альныни  уравнео1ями. 

Въ  составъ  этого  уряннежя,  которое  выведемъ  въ  сл'Ьдующс'ИЪ 
параграф'^,  войдутъ  н'Ькоторвя  В1»сьна  иалыя  велвчины,  о  ко- 
торнхъ  дадимъ  понятие  въ  настоящемъ  параграф*. 

Пусть  йМ'Ьсмъ  систему  п  матерьяльныхъ  точекъ,  подчаненныхър 
связямъ,  выражаемымъ  уравп1'н!ями  (491,  1) .  .  .  .  (491,  р)  (§  70); 
положимъ,  что  время  входитъ  въ  эти  уравнен1я  яввымъ  образоиъ. 
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Если  Зя  бол'Ьв  р,  то  »=(3« — р)  декартовыхъ  координат*! 
суть  величины  везавилиинл  и  произвольная.  При  вилЕоиъ  знатеши  {1 
ны  нояеиъ  придать  н  декартовннъ  координатамъ  ироизвольвыя-! 
звачен1я,  а  зяачетя  остальныхъ  3« — н^р  координатъ  онред'Ьлить! 
изъ  р  уравнев1й  пвазей;  полученнал  таЕииъ  образоиъ  систеиа  значе-'! 
Н1Й  декартовыхъ  координатъ  оп|1ИД'Ьлитъ  одну  изъ  соеохунносадей! 
положетй  точекъ,  возможную  нъ  лонснтъ  р,  ноиятво,  тто  число-Д 
различныхъ  совокуивостей  положен1Й  системы  точеБЪ,  возножныхЪ'1 
въ  одивъ  и  тотъ  хе  момектъ  вревени,  безконечво  велико. 

Возьиеиъдв'Ь  какш-либо  весьма  близкгя  совокупностиположен!!!'! 
точекъ,  возиожныл  въ  одинъ  и  тотъ  же  ионентъ  Ь  вреиенв;  пусть,! 


М„  М^, 


.М, 


..м„ 


(1)1 


суть  положен]»,  занимаемыя  точкаши 


№-,,  «11,  .  , ,  ,  т.,  . .  .  .  т,, 
въ  иервой  совокупности,  а 

М,',М,',....М,', М„' 


(П)1 


ноложен1Я,  занииаеяыя  а'очкани  во  второй  совокупности  положеюй;^ 

пусть  X,,  у,,  2,,  ж,,  1/,,  г, Я!;,  у,-,  г,-,  .  .  .  .  х„,  '!/„,  г,  суть  де-Л 

картовы  коордиваты  положен]й  М^,  М^ М.,. .  .  .  М„\    %ь*\ 

картовы  же  координаты  положеп1Й  совокупности  (II)  означвмъ  такъ:' 


Говоря.  ЧТО  эти  дв^  совокупности  положев]й  весьма  близки,  ] 
мы  гтодразум^ваемъ,  что  разстоятв 

м,м^. мЛ^' м,м: м~Мп  ■ . . .  (557)  ] 


^^Ш  суть  ничтохни-иалыл  длина  провзвольноЗ  степеви  иалости;  иозтоиу 

^^Л  и  проэЕц!а  яхъ  на  оси  коордиватъ,  то-есть,  величины: 

^^Ш  суть  таЕЖ 
^И^  Коорд 


-  37У  - 


(558) 


I 


суть  таЕже  ничтожно- ма.шн  длины  произвольво?  степени  шалости. 
Координаты  цакъ  первоб,  тавъ  и  второй  совокупвоств  полохец!й 
точекъ  системы  должны  удовлетворять  уравЕен!виъ  1'.В1!зеб;  наври- 
м^ръ,  должны  быть  удовлетворены  сл'Ьдующ1я  два  равенства 


в,(х,,  ^/п-.-.-гн,  0=0,  ....  (491,1):' 

«1(21  +  3x1,  У1+  3^1 г„+5г„,  1)  =  0,.   .   .  (491, 1,  Ые) 

гд'Ь  I  ин'Ьбтъ  одно  и  то  же  звачен1е  въ  ибоихъ  ураввен!яхъ. 

Разложи въ  вер вую  часть  ураввсн1я  {491, 1,Ыз)  но  восходящнм'ь 
степенямъ  велачинъ  (558),  приплвъ  во  впииав1е  уравнев1в  (491,  1) 
и  ии*я  въ  виду  ничтожвую  малость  величинъ  (558),  должны  будеиъ 
заключить,  что  величины  эти  должны  удовлетворять  уравнен1ю 


?у.^  2(^Ч+^^..+ё7^^0^ 


.  (5э9, 1} 


при  всявихъ  значеияхъ  величинъ  (,  Х1,  у^,  г-!,  зга, .  . . .  г„,  удо- 
влетворяющихъ  уравяен1ямъ  связей  (491,   I),  .  . . .  (491,  р). 

Для  краткости,  условинся  обозначать  первую  часть  равенства 
(559,  1)  зпакоиъ  он,. 

Тавимъ  образ(1Яъ  ны  найдемъ,  чти  величины  (558)  должны 
удовлетворять  р  сл'Ьдутощилъ  уравнен1ям'ь: 

5*11=0,    ЙН,=  0,    583=0, йи,=  0 (559) 

при  всякихъ  зпачен1лхъ  I  и  при  всякихъ  такихъ  значеа1яхъ  коорди- 
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натъ  XI,  Ух,  01,  Хз,  . . . .  г^,  воторня  удовлетворяютъ  уравнев1ямъ 
(49 1,1), (491 ,  р)  связей;  зд'Ьсь  $8^  означаеть  следующую  сумму: 


=1(ё^'+ё*+&^'.) (*«»' 


Весьма  малыя  величины  (558),  удовлетворяющ1я  уравнен1ямъ 
(559),  называются  возможными  варьяцгями  коордииатъ  данной 
системы  точекь,  п19и  неиъ  мпнн*^*г  :^наггн»п  'Сг, 

Весына  малыя  длины  (557),  проэкщи  которыхъ  на  координатныя 

^^  ^#1А»п*\^^^  ^У^**  возможныя  варьяцш  координатъ,  могутъ  быть   названы 

и^иЛи^  .  возможными  варьяцгями  положенгй  шочекъ  системы:  величины 

^^        -^и  направлен1Я  этихъ  варьящй  мы  будемъ   обозначать   буквами  г 

<^ъ  надлежащими  значками  внизу;  такимъ  образомъ  знаки: 


21>    ^2;   •   •    •   •   2,-,.  •   .   .   . 


е 


будутъ  означать  величины   и  направлешя   возмогныхъ   варьяц1& 
11оложен1В  точекъ 

Шх,  Ма,  ....  т.у ....  т„. 
Такъ  какъ: 

Ьх.=е.СО^(е.у   X),   8у.=е.С08(е;,  У),   8^.  =  е.С08(е.,   ^),  .  .  (561) 

ТО  уравнешя  (559)  могутъ  быть  представлены  подъ  сл*дующимъ 
^  бидомъ: 

.  '^'  ^'^  ''^'^'^  2\(^.«.)^'08(Р,»,,в,)  =  0, (559,1,Ы8). 


•=1 


2^С»"а)^^^^(^.»2,  е.)=0,   ....  (559,  2,  Ыз) 


•=1 


'"йг,::;?,.";^':.^-^^^  2еДР,«,)со8(Р,«р,е,)=о (559,р,Ы8) 


•-.': 
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Число  вар1.яц1а  коордияатъ  рацпястгя  числу  коордипатг. 

Е)  Если  ВС*  точки  свгтемы  свободвы.  ие  подлежатъ  иикакии'ь 
переградаиъ  али  свяэямъ,  то  вс^  3"  варьлц1й  координатъ  произвольны 
и  независимы,  то-есть,  каждая  изъ  ннхъ,  независимо  отъ  ирочвхъ, 
иохеп.  ин'Ёть  произнольвыВ  звакъ  в  произвольную  весьиа  иалую 
велвчину;  варьяц1И  полоаен1Й  свободныхъ  точекъ  могутъ  вм'Ьть, 
совершевво  везаиисимо  одва  отъ  другой,  произвольпыя  ваправлеа^в 
и  привэвольпыл   весьма  малыя  величивн. 

Г)  Каждая  удерживающая  связь  огранвчиваетъ  везависимоеть 
варьящЁ  координатъ  системы  точекъ,  связывая  ихъ  вежду  собою 
одвимъ  ураввеа1еиъ  вида  (559);  если  число  этихъ  связей  есть/), 
то  только  м  =  (3и — 2))  варьящй  коордииатъ  независимы  и  произ- 
вольны, проч1я  же  р  варьяц1й  координатъ  выражаютсд  изъ  р 
уравнеа1Й  (55Г0  линейными  однородными  фупкп!яяи  первыхъ. 
Число  независимнхъ  варьяц|й  координатъ  равняется  числу  веза- 
ввсвхыхъ  декартовыхъ  координатъ,  то-есть,  числу  стеиеней  сво- 
бода си стены  точекъ. 

Существован1е  неудерживающей  связи: 


»{^1,    У1,    «1,    Хз, 


.г.,  0^0- 


(492) 


I  хежду  тачка№1   састены    иодчивлет!.    варьндш    коордвнагь   в-Ькоторояу 

I  уаловш   при  ■гЬхъ    поаожеа^нкъ   точекъ,  при  которыхъ  коорднпаты  нхъ 

обращаютт,  н  въ  нуль  лли  въ  пичтожно-иалую  положительную  встчипу: 

Когда    координаты   х„  у,,  й„  —  г„  удовлетворяютъ   равенству  в^О, 

к  тогда  варьнц1Н  коорднватъ  должны  удовлетворить  сл1)дующену  у<!лов1ю: 


дЦ. 


8//<+ 


д!,' 


(502) 


Когда  координаты  точекъ,  удовлетворяя  неравевству  н>11,  д'Ьлають 
Г  фуввц!)!)  н  равною  какоП-ли1о  ннчтожно-малой  положительной  вели- 
)  чин*  а.  тогда  варьяц1н  коо|)дннатъ  должны  удовлетворять  гл-Ьдующеиу 
I  условию: 


-382- 


Если  же  координаты  точекъ,  удовлетворяя  иеравенству  н  >  о,  д-Ьлаютъ  I 
ФУНК111Ю  к  равною  какоб-либо  не  налой  положнтельвой  величия*!;,  то  1 
варьяц1П  координат!,  цеподлелагъ  тогда  никаЕОиуограничежю  ео  стороны  I 
этой  неудержнвающен  связи. 

О)  Следовательно,   каждал   ввудеранвающая   свявь,   находясь  вь 
стоан111    вапрлхешя,  нодчпыяетъ   варьяк!»    ЕОординатъ  свяаываеиыхъ  ею  4 
точекъ  УСЛ0В1Ю  вида  (562);  это  урлов1в  можно  еще  представить  тавъ: 


2еДР,«)с08(Р..н,    г.^з^О 


(5ба  Ыз) 


Если  пол11жен1я  точекъ  систеин  внЪюп^ей  н  степеней  свободы,  I 
внражаются  помощью  «  независимыхъ  координатяыхъ  параметровъ  1 
?,?  3)1  ■  ■  ■  ■  ^«1  '''О  варьяц1я  посл'Ьднихъ: 


оу,,    ЧГ/у, 


(563) 


независииы  в  произвольны,  а  возхожвыл  варьвцш  деЕартовнкъ  | 
ЕООрдинатъ  точекъ  выражаются  следующими  линейныии  фуЕВц1я11в| 
варьяц1В  (563): 


,+•■..+ 


3^^=^^,°?.+  й^^З-^- 


йг, , 


-^л- 


.  15в4,1>1 


гд*  г  есть  каждое  иаъ  чиселъ,   1,  2, ....  п. 

Если  же  чи1^ло  .^  коордиватныхъ  яараыетровъ  бол'Ье  «,  то  тогда  1 
карьяц1И  зтихъ  иараметровь  связаны  нежду  собою  (в  ~  н)  уравненшык  I 
линейнынн  и  одвородпыни  относительно  этпхъ  вары1ц18;  если  уравнен1Я|,.1 
свл8ыпак>щ1я  координатные  параиетры  между  собою,  суть  уравнен1я  (^40),  Ж 
Праведенныя  въ  §  ТЗ-мъ.  то  возможныя  варьяц1и  Ц„  од,,...,Ъ^^  должна 
удовлетворять  сл^дующниъ  (я  — м)  уравнея1яиъ; 


. (565) 


эд'|>си  перван   <1и|:т]|   кцждагй   кш.  уравнелШ   иредставлена  символически; 
наи11Н>г^ръ,  пос.гЁдасс  уравпеи!»  следовало  бы  написать  таиъ: 


Й9, 


8?,Н 


14, 


...+Й«?.  =  о;- 


.  (565,р) 


Воанокоыя  варьящи  деЕартовыхъ  воордивать  вырааятся  лннейвтш 
функодяии  вовможяыхъ  варьяц1Й  координатныхъ  параметровъ  по  фориу- 
лаиъ,  подобныи1.  ((^орнулаиъ  (364), 

§  76.  Равепртво,  соединяющее  въ  ееб'Ь  всю  совокуа- 
ность  диффе|1енц1альвыхъ  уравненШ  двнжсп1я  точекъ 
систены. 

1^,  Поиноявмъ  каждое  изъ  дяффервнд1альныхъ  уравнен1Й  (517) 
параграфа  70-го  яа  возиохвую  варьлц!»  соотв'ЁтствеввоЁ  коорди- 
наты, то-есть,  об*  части  ураввев!»  (517,  а,  1)  поиножииъ  на  ЗЖ;, 
об*  части  уравнен1я  (517,  Ь,  1) — аа  Йг/»,  и  такъ  далЬе;  полу- 
ченвве  результаты  сложвиъ;  получится  сл'Ьдующее  равенство:  . 


='^(Х,Щ  +  У.Ьг/.  +  2.Ье,)  +  и«, }ои,  +  .  .  .  .  и»р)Ьи^  .  ■  .  (566) 


гд*  Йа,,  6ь,,  ....    суть  суммы  вида  (560)  (§  75). 

Если  8х,,  0^,]  ....  о^„  суть  вознижвыя  варьяц1И  Еоординатъ 
точевъ  я  если  всФ  связи  —  удерживающ1Я,  то  равенство  (566), 
на  основанш  уравнения  (559),  получить  такой  видъ:  «у,- 
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Тавимъ  образомъ  ны  ножемъ  выставить  сл^Ьдующее  положен1е: 
Положев1е  А.  Матерьяльныя  точки,    связанныя   какими- 


Ф'штш 


либо  удерживающими  преградами  и  связями^  получаютъ,  вслгьд- 
ствге  дгьйсшвгя  приложеииыхъ  $съ  нимг  задаваемыхъ  силЪу 
такгя  ускоренгя,  которыя  удовлетворяютг  равенству  {567) 
при  всякихъ  возможныхъ  значенгяхъ  варьяцгй  коардинатъ.  Воз-- 
можныя  варьяцшкоординатъ  точекъ  сушь  весьма  малыя  величины 

оЖ„  82^1,  8^1,   8^2,  8у2,  8^2, 8ж^,  Ьу^,  8^^, Ьх^,  Ьуп,  Ь^пу 

удовлетворяющгя  равенствамъ: 


1(&°^'+&^^*^>^')  =  ^  -  .  .  (559, р) 

8^,  8,, . . .  .8р  суть  первыя  части  уравненгй: 

« 

»1(^1?  У1У  ^^^  ^а»  Ц*>  ^а?  •  •  •  ^О  У^^  ^4,  ---^п,  2^п,  ^п,  0  =  0.  .  (491, 1) 
«Д^.?  У^^  ^1,  ^а?  2^а?  ^а»  •  •  •  ^1,  У<?  ^^,  •  •  •  Л?^>  Уп,  ^п,  0=0. .  (491, 2) 

«р(^«»  ^4»  ^о  ^,^  ^2»  ^3) •  •  -^^^  2^и  ^•, . .  .л?п,  Уп,  ^п,  0=0. .  (491, р) 

всгьхъ  удерживающие  преьрадъ  и  связей^   связывающихъ  ма- 
терьяльныя точки. 

Прин'Ьчанге.   САчьдуетл  обратить   внимангву  что  ра* 
венства  (559)  не  занлючаютъ  частныа^  промзводныхб: 

д1   '   Ж»  '  •  •  д^   • 


V^ 


—  385  — 

,  Если  въ  числ'Ь  сввзей,  свдаывающихь  точки  система,  ин^иотся  к^ 
удержшоюш»  связи,  ваходапряся  въ  состоянш  напряжтя,  то  ввъ  урав- 
нения (566)  псаучается  иное  условие. 

Поюжимъ,  что  СВЯ8П  Ж'*  1  и  2  суть  неудерживающ1Я,  а  всЬ  ироч1я— 
удерживаюпил,  н  что  точен  систешы  находятся  въ  такихъ  положен1яхъ, 
коордиваты  коюрыхъ  удовлетворяютъ  не  только  равенстваиъ: 


8,    =    О, 


=  О, «р  =  О, 


. .  (491,  3,  4,...р) 


но  также  е  равенствамь  11,^0,  в,^=0:  ти 
натъ  должны  удовлетворять  равенствамь; 


вар[.яц1и  коордп- 


=  О,  г«.  =  0, ...  .ои,  =  0...  (559,  3,4...  р) 

ь  сл'Ьдуетъ  нзъ  пункта  (б)  §  75-го,  услов1Я11ъ 

Йв,  ^0,  5в,^0 (568) 


Прпиявъ  во  вникание,  что  множители  Х(в,),  ^.(к,),  сомявтпствг/юшге 
не1/держиваМш,г*мъ  свя1ямъ,  ме.но*^»и  быть  отрчца7пе.и,ными  (см.  §68),  мы 
иокенъ  нзъ  равенства  (566)  заключить,  что  усворен1я,  поаучаеныя  гоч- 
камн  системы,  должны  удовлетворять  равенству  (567)  при  ъе^хъ  тЪх.ъ  вов- 
можныхъ  варьяц1лхъ  яоординагъ,  иоторын  удовлетворлютъ  равенсгванъ 
(569,  3),  .,..(559,  р)  и  равенствамъ  (559,  1)  (559,  9)  и  что  т*  же  ускорен1я 
должны  удовлетворять  неравенству: 

2  [{X^—»^,^:^')Щ+(У,—  т,1/!')оу,  +  {2.~пщ')&г]  <  О  (569) 


прн  вс^хъ  т'Ьхъ  значен!яхъ 
удовлетвораютъ  равенствамъ  (550,  3), 


варьна!й   координат!.,   который 
(559,  р)  и  неравевстванъ: 


,  >0, 


,>о. 


Есдп  тк  же  неуд^рживаипигя  связи  находятся  въ  состоянЫ  осшб.*ен1Яу 
то-есть,  координаты  точекъ  удовлетвораютъ  равенстваиъ  (491,  3,  4,...р)  и 
неравенстванъ  "(^О,  и^^О,  то  тогда  неудержквающхя  связи  не  могутъ. 
оказывать  реакцгЁ,  величины  Х()*,),  Х(н,)  равны  нулю,  а  потону  равенство 
(566)  обратится  въ  равенство  вида  (567). 

Хотя  это  равенство  нм1етъ  теть  же  самый  впдъ,  какъ  н  равенство, 
подученное  при  предположен!!!,  что  связи  ^^^.^  1  и  2  суть  удержнваю!1ия. 


варьацьА'  координатк] 
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но  эначЁй1л   ааключающпхся  дъ  веиъ   воэиажиыхь 
теперь  уже  яев*е  огравнчены,  а  имеаао: 

если  точки  снсгеиы  столь  мало  сошли  съ  неудерж  и  вамщихъ  связой,  что 
Еоорднватн  нхъ  д^аютъ  футсц!^  н,  и  н,  весьма  калыкп  положительньша 
вегачинани  з,  и  Зд,  то  поамошныя  Барьлп!!!  коордиватъ  должнм  удовле-. 
творать  услов1яяъ  в  рввенстваиъ: 


',»(- 


,  йа,: 


=  (—«,),  в».  =  0,....г",=  0;  . 


(5'ОМ 


если  же  11еудерж11ва1пщ1я  связи  ослабит  вастолыи),  что  н,  и 
Б  с  весьма  малая  положительная  величины,  то  тогда  воамояпыл  варья1Ц1й 
Еоорливзтъ,  заключающаяся  въ  равенств-!;  (5671,  должны  удовлегворятн 
тольЕО  равеиотвамъ  (&59,  3), ....(559,  р)- 

?,       Мы  увидикъ  ниже,  какое  значеше  ии'Ьетъ  положен1е  А  и  каку] 
роль  оно  играетъ  въ  механиЕ'Ё;  теперь  же  иы  докажеиъ,  что  одво  рагЯ 
вднство  (567)  заключаетъ  въ  себ*  яеявнымъ  образовъ  всю  совокуц-н 
ность  дйфференц1альны5Ъ  уравнений  движев1Я  свстеян  точевъ,  такъ: 
что,  еслибы  мы  в  не  знали  ещс^  этахъ  двфференц1альныхъ  уравяе-Я 
тб,    а  положете  А  бнло  бы  дано  наиъ    въ  пачеств'Ь  основвогс 

I    принципа  механиЕИ,  то  изъ  равенства  (567)  могли  бв .вывести  всЯЙ 

совоЕунность  двфферевц1альныхъ  уравнея1б  движешя  система  точеаъл 

При  доказательств*    иы    будемъ    основываться    на  вижослМ 

дующей  леия*. 

Пусть  а,  |3,  -у.  ■  ■  ■  5  суть  иеремфнвыя  величавы,  иогущ1Я  ириИ 
Еимать  всяш  звачен1я,  завлючающ1яся  въ  в'бкоторыхъ  пред'Ьлахъя 
а  —  въ  пред'Ьлаяъ  +01  и  (— с(1),|3 — въ  предЪлахъ  4-^1  и  (— р,)Л 
и  т.  д.;  притомъ  иы  предполагаеаъ,  что  эти  переи'Ьнныя  въ  скаЛ 
занныхъ  предФлахъ  произвольны  и  соверженво  независимы  одни 
«тъ  другой,  т.-е.  иы  можемъ  дать  произвольное  значен1е  велиН 
чвЕ'Ь  л,  въ  то  же  время  произвольное  значен1е  врличив'ё  %  в  т.  дл 
Пусть  -4,  В,  С, ....  Е  суть  как1я-либо  величины,  не  завиЛ 
сящ1я  отъ  а,  р,  ;,....  Е,  илв  Ба[[1я-лвбо  фуяЕсцш,  не  заключакЛ 
гцгя  яереи'Ьяныхъ  а,  %1 , .  .  .  &. 

Лемиа.  Для  того,  чтобы  равенство: 


^«  +  В^  +  С-1 


.+_Б=~0. 


{^Щ 
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-М01ЛО  существовать  при  всякихъ  зитенгчзъ  не^швисммы^ъ 
произеомнихъ  велтинг  о,  |11,  т, . . . .  е,  неоГиодимо,  чтобы  тзфф 
и^енты  этихг  ееличиш  были  порознь  роены  нулю,  т.-е.: 


л=о,  в=о, 


=  0,  . 


^;=о. 


I 


Въ  саномъ  д*л-Ь,  такъ  какъ  величины  1,'^,1, е  независияв 

и  вг  сказаавыхъ  пред'Ьлахъ  проиявольны,  то  вы  иоженъ  взять 
3=0,  7  =  0, . .  ..е=0,  а  я — произвольаымъ;  такъ  какъ  равенство 
(571),  получающее  тогда  видъ:  ^а=0,  должно  ии4ть  н4сто  для 
ВБлкикъ  эначев1Й  а,  дахо  и  ве  равннхъ  н;лю,  то  ны  долхнн 
заключить,  что  Л  =  0,  и  т.  д. 
о-УЭта  лемна  можетъ  быть  Н1-'Посредственно  праи*нена  къ  равен- 
ству (567)  въ  томъ  случае,  иогда  вс^  точки  свободии,  тогда  вс*  Зи 
варьяа1Й  коордиаатъ  произвольны  и  независниы  (си.  нунктъ  Е  въ 
§  75);  он*  входятъ  ливейваиъ  а  однородныиъ  образомъ  въ  мрвую 
часть  этого  равенства  и,  конечно,  не  заключаются  въ  тЪхъ  выраген1нхъ 
(X, — тх^')  и  цроч.,  на  которыя  ов4  покножены;  следовательно, 
Эти  барьяшп  яогутъ  быть  тогда  разсяатриваеяы,  какъ  внличнвы, 

означевныд  чрезъ  а,  ^,  7, въ  леяи'Ё,  и  ва  основав1и  этой  ленны 

мы  должны  заключить,  что  равенство  (567)  распадается  на  Ъп  диф- 
ферепц1альпнхъ  уравпев1Й  (509)  параграфа  64-го;  это  суть  даф- 
фервнц1альнныл  уравнения  движен1й  сястемы  свободныхъ  точекъ. 
5'),Въ  т'Ьхъ  случаяхъ,  когда  точки  системы  связаны  между  собою 
связяки,  вытенрнведенная  лемма  не  пожетъ  быть  прии-Ьвена  нено- 
ередственао  къ  равенству  (567),  потому  что  не  вс*  варьяц1и  коор- 
динатъ  точекъ  провзвольвы  и  независаяы  одна  отъ  другой;  но 
южно  первую  часть  втого  равенства  преобразовать  такъ,  что  въ 
вей  останутся  только  незаввсияыя  варьлц1)(  о  прнтоиъ  линейнымъ 
однородныиъ  образошъ;  къ  иреобразоваинову  равенств}  левиа 
будетъ  ирпм4нааа. 

Пусть,  ро  црежвеву,  еистеиа  шстовтъ  изъ  я  точекъ,  глязан- 
ныхъ  р  связяии;  число  независииыхъ  варьяц|й  равно  н=(3/1 — р) 
(см.  пунктъ  (Р)  въ  §  75-иъ). 


ч  варьлц1й  коирдинатъ  »а  везаввсныя  и  р'^шивъ  урав' 
нен1я  (559, 1,  2  ...  р)  относительно  остальЁыхъ^)  варьяц^Я,  которая; 
иы  назовет  завнсииыни,  получвжъ  выражешн  посл'Ёдввхъ  въ  виД'Ь' 
лннебныхъ  однороднцхъфунЕЦ1Й  отъвезависиныхъварьяцШ;  если  въ. 
равенств'Ё  (^67)  з&н'Ёнимъ  зависнныя  варьяц1и  получевныии  вираже* 
Я1Я11В,  то  первая  часть  его  обратится  вг  однородную  линейную  фун- 
ЕЦ1Ю  отъ  н  независихыхъ  варьящв  Боордивагь.  Првн^нивъ  еъ  пре- 
образованному равенству  вышеприведенную  лемму,  получииъ  н  диф- 
феревц]альннхъ  ураввешб,  заключающихг:  вреия,  координаты  е- 
производяыя  отъ  координатъ  по  вревени,  перваго  и  второго  порядка. 
&),  Можно  нсБлючить  завнсвиыя  варьяши  нзъ  равенства  (567) 
изъ  уравненШ  (559, 1,  2,....р)  другимъ  иутемъ,  не  р-Ьшая  по- 
сл'Ьднихъ  ураввешб,  во  пользуясь  пр1еноиъ,  предлокенвыиъ  Эйле- 
ронъ  и  прия^неннывъ  Лагравжеиъ  къ  уравнев1яиъ  неханиБЯ. 

Этотъ  пр1еиъ  состонтъ  въ  сл'Ёдующемъ:  каждое  изъ  равенства 
(559,  1 ,  2, ....  р)  помножается  на  некоторый  множитель  (равенство' 
(559,  1)  — на  квожитель  л(н,),  равенство  (559,  2}— на  множитель 
Х{вз),  я  т.  д.);  по  умвожен1И,  эти  равенства  слагаются  съ  равен- 
ствомъ  (567),  таЕъ  что  получается  равенство: 


Щ 

№ 

а. 

I 


^и^Ьх,  +  В,1у,+С,Ьг)  =  0, 


■  «'Л'  +  и«.)5^  +  '■{«,)й4+  •  ■  ■  •  +'-М^ 


и  проч.;  множители  а{«,),  >.(и,), ;,(«,)  должны  быть  ТаБОВН^ 

чтобы  они  обращали  въ  нуль  ко9ффиц1еаты  зивисимыхъ  варьдц!!; 
равенствъ  (566,  Ыз). 

Поел*  этого  въ  равенств*  (566,  Ыз)  останутся  только  вева-4 
виеивыл  варьяц1и,  а  по  вышеприведенной  лемм*  и  вхъ  коэффициент» 
должны  быть  равны  нулю;  поэтому  мы  будеиъ  имйть:  р  равенсгвъ,  ' 
выражающихъ,  что  ковффиц1енты  зависимыхъ  варьлшб  равны  нулю 


н  равевствъ,    выражающяхъ,    что  воэффйщевтн  невависиныкъ 
[  ларьяаШ  равны  вулю,  всего — Ъп  равевствъ  вида: 


0=5',-т.г,/Ч).(.,)^+... 


1,  2,   3,  . 


.(517,  Ыз) 


1ГД^  1  озвачаетъ  каждое  изъ  кисель: 

ПоЗучеввыя    равеветва    суть    совоЕуввыя    дифференв^альанх 
ураввен1Я  (517),  составлеввня  аъ  вараграф*  70-мъ. 
\  ^       Доказавъ,  что  изъ  поло1ен1я  (Л)  совокупння  двффереяц^альныя 
ураввев1Я  (517)  §  70-го  могутъ  быть  выведены,  мы  вправе  смотрЬть 
ва  это  полохев!р,  какъ  на  особую  форму  бырахен1я  совокунноств 
двфференц1альныхъ    уравненШ  дввяев1я   системы    «атерьяльннхъ 
точекъ.  Поэтову  иы  должны  быть  теперь  уверены,  что  изъ  ра- 
1  венетва  (567)  ножно   получить   т'Ь   же  самые  результаты,    Ба}С1е 
►  ■щолучимъ    взъ    дифференц1альннхъ    ураввев1й    движев1я,    когда 
-произведеиъ  вадъ  ними  преобразован] я,  ии'Ьюш1я  ц^лью  исключить 
■вожителя  >.  илв  повершить  перем1^ну  коордиватныхъ  параметровъ; 
часто  случается,  что   требуемые   результаты  получаются   взъ  ра- 
венства (567)  помощью  мен'Ье  сложннхъ  дМств1В,  ч'бмъ  взъ  са- 
иыхъ  дифференц1альныхъ  уравнен!  Й. 
I  Въ  сл*дующихъ  главагь   мы  будемъ   ии'Ьть    случаи    веодно- 

I  «ратво  пользоваться  равенствоиъ  (567)  съ  упомянутою  и*лью. 
Для  того  же,  чтобы  теперь  показать  прим^ръ  подобнаго  поль- 
зоваН1Я  равенствоиъ  (567).  приводияъ  въ  §  78-мъ  выводъ  Да- 
гравжевыхъ  уравнен!!}  изъ  этого  равеветва;  во  такъ  вавъ  въ 
этомъ  и  въ  другихъ  аодобаыхъ  преобра8овая!яхъ  мн  встр'бчаемся 
>еъ  выражен!яии  тавиив,  кавъ  наприв'Ьръ: 

I  ТО  намъ  придется  предварительво  ознакомиться  съ  вини  въ  сл'Ь- 
[  дующемъ  77-въ  параграфе. 
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§  77.  Шкрьяц1я  скорост!  точки  и  скорость  варьяц1№ 
движущееся  точки. 

Пусть  в4котораи  движущаяся   точка  описываетъ    траэктор!»- 1 
МЖМ' ....  (черт.  43);  М  есть  иоложен1е  точки  въ  простран- 
ств* въ  М(>ментъ  ^,  ^М^п^лоден^е  ея  въ  иаиеятъ  I',  М" — въ- 
монентъ  /",  и  т.  д.  | 

Если  аоложен)я,  занвиаеныл  разснатриваеиою  точкою  въ  про- 
странств*, могутъ  получать  как1я-либо  варь2ц!и,  то,  сообщивъ  варья- 

цш  вс^мъ  точкаиъ  траэктор1и  ММ'М" ,  мы  произвед«мъ  изм'Ь- 

йев1е  двихеБ1я  разснатриваеной  точки;  вто  аш'ЪЕтв  иы  <!;денъ 
называть  варьяшею  движенья  этой  точки,  а  получаемое  чрезъ- 
варьяп!»  вовое  лвижеа1е  будснъ  вазывать  изм1ьценнымъ. 

Пусть  М1М,'М^". . .  .(черт.  43}  есть  траэктор1я  нзи^ненваго 
движен1я,  причемъ  Мг,  37/,  Л//', ....  суть  положения,  зажинаемы*  \ 
движущеюся  точкою  въ  моменты  (-,  (',  {'',  ■ ...  при  зтоиъ  измйнен- 
аоит,  движеи1и;  длиаа  ЖЖ1  =  е,  111'Ж','=:е'„  М"М^"  =  г",  ,  .  „ 
суть  варьяц1И  положен!й  Ж,  Ж',  Ж",. ...;  вообще  варьягия  каж- 
дой точки  первоначальной  траэктор1и  есть  весьиа  малая  длина,. 
проведенная  взъ  этой  точки  въ  соотв*тствевную  точку  тразкторш-  ' 
изи^веннаго  движен1л. 

Варьяцш  точекъ  первоначальной  траэктор^а  могутъ  быть  припи- 
саны или  отнесены  къ  движущейся  точк*  в  тогда  можно  сказать,  что  < 
варьяшя  движущейся  точки  и.чм'Ьняетъ  свою  длину  и  свое  аапра- 1 
влеа1е  съ  течен1еиъ  времени,  то-есть,  вм-Ьст*  съ  движен1емъ  точки. 
Измененное  движен1е  мокстъ  быть  разсиатриваемо,  какъ  результатъ-  ^ 
соединешд  оервовачальнаго  движения  съ  варьящею  движущейся  точки. 

Какъ  нервовачальное,  такъ  и  взманенное  движен1я  должны  обла- 
дать неотъемлемыми  качествами  движения:  непрерывностью  и  после- 
довательностью положев1Й  точки  (см.  стр.  6  кинематической  части); 
отсюда  сл'Ьдуетъ,  что  вирытгя  движ^/щейся  точки  должна  изменять 
свою  длину  и  свое  направление  съ  течеБ1вмъ  времена  непрерывнымъ 
образомъ:  въ  остальпыхъ  отношев1ахъ  варьящя  произвольна. 

Ёслв  изъ  какой*либо  неподвижной  точки  О  (черт.  44)  проведемъ 
длину,  равную  а  параллельную  варьяши  движущейся  точки,  то  другоК  - 
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конецъ  »тоЙ  длины  (Еудегь  чертить  непрерывную   крав^ю  лввт 

ЕЕ'Е" , ,  которую  иокно  вазвать  ю'к/графомъ  варьяши  дви- 

яеущейся  точки.  (На  чертея*  44-мъ  проведены  рад1усы  векторы 
ОЕ,  ОЕ',  0В'\  равяыо  и  Бараллельные  длиааиъ  е,  =! ,  &"). 

Скорооть  точки,  описывающей  годографъ  варьящи,  иа  будемъ 
ШАиш1Ь  ско^^юсшью  впръяиш  движущейся  точки  и  будемъ  обозна- 
чать ее  сл'Ьдующииъ  знаковъ:  ^{г).  (На  чертежЬ  44-нълив1я  -ЕК(е) 
изображаетъ  величину  и  направление  |;кор'"'та  варьяц1и  въ  иоментг  О- 

Понятно,  что  въ  изм'Ьнеяноиъ  двияен1и  скорость  движущейся 
точки  отличается  отъ  скорости  въ  первоначальнояъ  движении  (на 
чертеж*  43-11Ъ  изображены  скорости  того  и  другого  двияев1я  для 
иоиента  Ь,  а  именно:  лишя  МУ  изображаетъ  скорость  г  движущейся 
точки  въ  ноаентъ  /  при  первоначальвомъ  движоН1И,  а  лишя  М^  К, — 
скорость  V,  въ  тотъ  же  иоиевтъ  при  взм'Ьденномъ  двнжешв).  Геоме- 
трическую разность  между  скоростью  изм'Ьненнаго  движен1я  и  соот- 
ветствующею скоростью  первоначальна  го  движея1а  мы  будемъ  назы- 
вать варьяцгею  скорости  я  обозначать  знакоиъ  е{г');  конечно,  соот- 
в'Ьтствующ1я  скорости  суть  тФ,  которыл  отвисятся  къ  одному  и  тому 
же  моменту  вреневи,  такъ  что  варьящл  скорости  въ  иоментъ  I  есть 
геометрическая  разность  между  скоростью  V,  въ  моментъ  I  и  скоростью 
V  ВЪ  ТОТЪ  же  моментъ: 


е(  (;)=);,  ■ 


■ (572) 


(На  чертеж*  43-иъ  изъ  точки  Ж,  проведена  длина  Д/,р,  равная 
и  параллельная  скорости  МУ,  поэтому  длина  рТ",  изображаетъ  вели- 
чииу  и  направлен1е  варьяц1и  скорости  въ  иоментъ  (). 

Можно  доказать,  Ч1а  скорость  варьяцт  движущейся  точки 
равна  и  параллельна  варьяши  скорости  ея,  то-есть,  что: 


^^.)  =  г{V). 


(573) 

Для  доказательства  мы  воспользуемся  т4мъ  пр1емомъ,  который 
мы  употребили  при  доказательств*  параллелограмма  скоростей  на 
стр.   208  кинематической  части. 


^^Ш  Прове 

^^       параллелы 
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Проведемъ  изъ  точки  М^  (черт.  45)  длину  Ж,т',  равнрйя 
параллельную  дми1|  ММ'  к  проведенъ  пряиыя  изъ  Ж,,  чрезъ точки 
Ж/  и  т',  и  изъ  т' чрезъ  точку  Ж/;  въ  образовавшейся  треуголь- 
ник* М,М,'т'  сторона  Ж.т'будетъ  равна  и  параллельна  хорд4ЖЖ' 
и  сторона  ш'Ж/  равна  и  параллельна  хорд*  ЕЕ'  годографа 
варьяц1н  скорости. 

Отложииъ  П1>  провеленпынъ  нряиынъ  лин1я1ъ  сл1^дующ!я  длина, 
пропорфональнея  сторонамъ  вышесказаннгао  треугольника: 


М^Аг= 


м.м; 


МА=- 


гд*  Ь={ь' — ();  соединивъ  точки  А  л  А^  прямою  лин1ею,  полу- 
чяяъ  треугольникъ  М,А,А,  подобный  треугольнику  М^М^'т', 
а  потояу  длина  АА,  равна  и  параллельна  длин*  т'^. 

Следовательно,  длина  т'^  ии'Ъетъ  величину  н  направлен1е 
геоиетрвческой  разности  между  длинаив  М^А,  я  М^А. 

Уиеньшая  зат'Ьиъ  величину  промежутка  вренена  О  приближен1еиъ 
иомевта  С  къ  моменту  (  и  разсухдая  такъ,  какъ  на  стр.  209  кинема- 
тической части,  мы  заключймъ.  что  въ  пред'Ьл'Ь  (при  неогравиченвовъ 
приближеши  !)  къ  нулю)  длина  т^  обращается  въ  длвну  ЛГу(е) 
(черт.  43),  равную  и  параллельную  скорости  ЕУи)  (черт.  44)  годо- 
графа варьяц1И,  длина  М1А1 — въ  скорость  М,  V,  изм-Ьненнаго  дви- 
жешя  0  длина  М^А — въ  длину  Ж,Р  (черт,  43),  равную  я  парал- 
лельную скорости  ЖКоервовачальнаго  дввжен!я;  а  такъ  какъ  длина 
т'Опри  всякихъ  зяачея1язъ  &  раваа  я  параллельна  длаай  Л  Л,,  даже 
и  тогда,  когда  /'  совпадетъ  съ  (,  то  отсюда  видао,  что  скорость  варья- 
ц1и  есть  геометрическая  разность  между  скоростью  изм'Бненнаго 
и  скоростью  первоначальнаго  движешя,  т.-е.,  говоря  короче: 
скорость  варьягйи  равна  и  параллельна  варьяши  скорости. 

Прежде  ч*мъ  извлечь  сл'Ьдств1я  изъ  этой  теоремы,  мы  должны  ' 
обратить  внииаюе  на  то  обстоятельство,  что  варьяц1я   положешя 
точки  можетъ  быть  также  названа  варьяшею  радиуса  вектора  точки, 
такъ  какъ  ее  можно  разснатрпвать,  какъ  геометрическую  разность 
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тт 


хехд7  рад1усаи11  веЕторани  язм'Ьневнаго  и  первовачальнаго  иоз^- 
жешВ  точка. 

Звакъ  о,  СТ0ЯЩ1Й  передъ  какою-либо  функц1ею  отъ  координатъ 
какихъ-либо  точекъ,  яы  употребляеиъ  и  будемъ  употреблять  для 
обозначешя  приращен1я,  получаеиаго  значея1'е11ъ  этой  функцш  при 
варьироваши  положений  этяхъ  точесъ:  такъ,  наприм^ръ,  г.г  или, 
что  то  же  самое,  б{г  сой  (г,  X))  ^аначаетъ  прираш,еВ1е,  получаемое 
ироэкщею  на  ось  Х°"  рад1уса  вектора  точки  при  варьироваа1и 
,11оложен1я  точки,  т.-е.,  алгебрическую  разность  иеаду  проэкц1е1) 
рал1уса  вектора  г,  измФненнаго  положения  точки  х  иробкшею 
рад1уса  вектора  г  начальнаго  полохен1я  ел,  т.-е.: 

6Х  =  Ь{г  СОЗ  (г,  Х})  =  Г,  сов  (г,,  X)  —  г  Г05  (г,  X}. 

Если  условиися  обс'заачать  варьяо^ю  п<;Л1.)хен1'я  точки  знакоиъ 
б(г)  (такъ  какъ  это  есть  варьяц1я  радиуса  вектора),  то  равенства 
(561)  параграфа  75-го  получать  сл'Ьдующ1Й  видъ: 

Ьх=Ъ(гС(У8(г,  Х))=5(г)  СО&(г(г),  X),  ] 

йг/=г(гсоз(л  У))=1(г)со8С4?-).  У),    ...(561,Ь18) 

Зг  =  5(г  СОЗ  {г.  2))  =  ф)  СОЗ  (е(г),  2)  } 

(Вм*сто  5(г)  мы  будемъ  иногда  писать  просто  г,  по  прежнему). 

На  основан1и  этвхъ  зав'Ьчаа18  изъ  приведенной  теоремы  во- 
гутъ  бнть  выведепн  слЪдуюЩ1Л  заключеш. 

])  ОтЕосятельно  провкшй  величинъ  гС»)  и  г?(е)  на  неподвиж- 
ныя  оси.  За)1'1^нивъ  въ  равенствахъ  (561,  Ыз)  рад1усъ  векторъ 
г — скоростью  V,  будемъ  им'Ьть  сл*дующ1я  равенства: 


^x'  —  Ь(;VСО&{V,  Х))=в{р)  СОз(е((;),  X)  I 

оУ=3(юсо5(г',  У))=е(о)  со8(е(г|),  у)  I  . 
гг'=е((;  СОЗ  (V,  г})  =  в(V)  С08  и^V),  г)  I 


.(574) 


РГ 


Съ  другой  стороны,  проэкщи   скорости  ^0  на  веподннавыз 
оси  коордяаатъ  выражаются  тавъ: 


.  ф(г|  те  (1(1-1,  г)]  _  л 


...(575) 


Такъ    какъ    у{е)  равна   и    параллельна  г(г'),  то  и  проэкц!» 

ихъ  на  какое  бы  то  ни  было  напрявлеше  равны  иежд;  собою,  а 
потому  изъ  равенствъ  (574)  и  (575)  сл*ду(;тъ: 

2)  Отшосительно  прозвпШ  велпэинъ  ецч  п  V(^)  на  ваправлеше,  ивм*- 
вяющеесл  одновременно  съ  двяжеа^еиъ  тйчкгт, 

Мы  проведеяъ  это  направление  V  череаъ  начало  коордннатъ  и  отло- 
яимъ  на  вемъ,  отъ  начала  же  коордннатъ,  дляну  равную  еднниц'Ь;. 
точку,  ааходащуюся  на  коацЬ  отложенной  длины,  мы  обоавачниъ  чреаъ 
ЛГ(  Р),   ралусъ  векюръ   ея  —  чревъ   (1^)   и   скорость   ея  анакоиъ  1'(1р)' 

или  VI;. 

Кром'Ь  юго,  мы  еще  предиолошнмъ,  что  ааконъ  вращен1я  направле- 
в!а  V  подлежитъ  еарьнрованйо;  оОоаиачимъ  варьицдю  иодви&ной  точбе 
М{и)  НЛП  радиуса  вектора  (![,(  аваиомъ  ^(1^),  или  просто  г^,;  приатомъ 
мы  должны  пи11ть  в1.  виду,  что  длина  ряд1уса  вектора  (1р)  остается 
постолйно  раввою  единиц*  также  и  ирп  варьировавти. 

Пройкшн  величинъ  ■(№)  и  г^с)  на  ваправлете  П  равны  между  собою: 

■НсовСН»),  Ь')=ф)с.«(|;(.),  (7)  .  .  .  .  (577) 


По  формул*  (14)  стр,  30  кивеиатнческой  части  проэкц1я  скорости  на. 
вращающееся  нааравлев]е  выражается  такъ: 

.(.)со.(г(.),   р)  =  ФМ»1ЬШ^]  _  .(Г).„С08(.(Г),Г,)(578) 


('Ъ  другой  стороаи,  ароэкпДд  варьа1ии  скорости  ва  додвшЕВое  на- 
праилете  ^  ножеп.  быть  выражена,  съ  цоиощью  формулъ  (574),  такъ: 

+  соз(Р,У)5(^■сов(V,У))+со8(^7,2)з(^со8(т^  2))- (579) 

прии^ипвъ  равеаства   (561  Ый)   къ  варьлцш  точки  М{и}   я  прянавт.  во 
внаиаше.  ||то  рад1усъ  векторъ  {\д)  этой  точки  равеиъ  сдиниЦ'Ь,  иолучвнъ: 

8(со8(г7,Х))  =  еуС08(1у,  X),    1(сов{и,   У))  =  5^^со8(е^^,  У), 

наъ  этихъ  1>авеяствъ  сл1)дуегь; 

VС0&{V,X)Ь[С05{^,  Х))  +  УСч${ь,    У)5(с08(0',    У))-1- 

-!-г!СОЗ(у,г)5(с08{(7,    ^))=ГбуС08{у,  Е(^)  .  .  .    (580) 

По  впч'южной  шалости  варьац1и,  алгебрпчессая  варыипл  ь  произве- 
ДЁв1я  двухъ  велвчцЕъ  выражаехсл,  иодобво  диффереид^алу  при]1зведе!1]л, 
формулою: 

а  потоку  н;1ъ  форыулъ  (579)  н  (580)  кожемъ  получить  следующую: 

е(1>),Оз(е(о),    Ц^  =  ь(уС0з{и,  ^О)  —  (•еуС08(г',  е^^,)  .  .  .  (581) 

Иаъ  равенс1въ  (577),  (578)  и  (581)  получаеиъ  сл-Ьдующее  равенство^ 
кспорымъ  иы  восдольвуемся  въ  пос^гIдун>II[иxъ  главахъ:  '' 

8(осю(г,  Р))=21г51Ь^-.„уС05(Ср,,)  +  г.„со8(.,,,'),(582> 

вд4сь  »  поставлено  вместо  ((г). 

3)  Относительно  величинъ  Ц^'  я  -^*- 

Положимъ,  что  какге-лвбо  коордиватные  параметры  5,»  ?„■■■■?» 
системы    точекъ    выражены    функц!яма    времеви    и  декартовыхъ 
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Еоординатъ  системы;  взявъ  полную  производную  по  вренени  отъ 
внражешя: 


'^'§{>-+>-+>''^ 


тяъъ  затЬнъ  алгебричесвую  варьящю  б  отъ  внражешя: 


<  сравнивъ  полученные  результаты,  мы  найдемъ,  что,  на  основашн 
«равенствъ  (576);  должны  им'Ьть  н'Ьсто  также  сл'Ьдующ1я  равенства: 

«(#)-^ (583,  к) 

тд'Ь  А;  есть  каждое  нзъ  чиселъ:  1,  2,  3, ....  м. 

§  78.  Выводъ  дн  фференц!альныхъ  уравнен1&  Лагранжа 
жзъ  равенства  (567). 

Члены  равенства  (567),  заключающте  ускорешя,  преобразуемъ 
ч^'Ьдующимъ  образомъ: 

Сд&[авъ  такое  преобразоваше  во  всЬхъ  подобныхъ  членахъ  этого 
равенства,  замФнимъ  производныя  отъ  варьяц1в  8^.,  8^^,  Ц — 
варьяц1Я11:  Ьх!^  Ьу1^  8^/,  на  основашн  равенствъ  (576);  тогда 
фавёнство  (567)  получить  сл'Ьдующ1в  видъ: 


2(^М+5'М+^М)+82^— ^-0, . . .  (567,  А) 


гдФ: 
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Зан^нимъ  варьлщи  декартовы^^ъ  коорднватъ  вырахен^яки  (564)' 
§  75-го,  азат'&къ,  8Ъ  вырал;ен1и  Д  производвня  отъ  девартовыхъ 

Еоордиа&тъ  но  ^„^.^, {„заи'Ьнвяъ  пронзводныиа  отъ:]:/, )//,  ^/ 

по  ^^',  д,', ....  9.',  основываясь  на  форнулахъ: 


выведевннхъ  въ  §  73-1ъ;  тогда   равеаство    (567,  А)   получить 
ел^Ьдуищ1й  видъ: 


.(584) 


гд*  ^^  выралается  формулаяи  (532)  §  73-го,  а  ^),  есть  частная 
продвводная  отъ  Т  по  ^^'  (см.  (5391  §  73);  при  этоиъ  предпо- 
лагается, что  Т  выражено  формулою  (535,  а)  §  73-го. 

Зат^мъ  развернемъ:  выраасеше  зГ  и  ороизводную  по  врекена 
отъ  сунаш,  заключающей  величины  р^. 


'^=|Д'« 


'Ш'^' 


принавъ  хе  во  внинавае  равенства  (583),  найдеиъ,  что  равенство 
(584)  (то-есть  (567))  долучаетъ,  поел*  всЬхъ  этихъ  преобра- 
80вав1Я,  сл'&дующ1й  видъ: 


2(е.+? 


4')'*.=о 


(585) 


Такъ  какъ  всЬ  варьаи1и  5^,,  Ц„ . . . .  о^н  прризвольнн  и  незави- 
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евны,  то  язъ  равевствн  (585),  на  оеаовав1и  леимы,  11ривод<?нноЙ  ] 
въ  §  7Г)-мъ,  получимъ  уравнев1л  Лагранжа,. 

§  79  Положены  равоояЪеЫ  гигтеяы  матерьяльныхъ 
точекъ-  Ур}1В11еп1я  равыпвЪе)»  снлъ,  ирнлйженвыхъ  къ 
системе  натерьяльвыхъ  точекъ.  Услпв1я  равнов^Ьс!»  за- 
даваеныхъ  силъ. 

I ,  Когда  вс4  иатерьяльныя  точки  динвой  системы  паходвтся 
одновримевно  въ  такихъ  аоложеа1ахъ,  что  приложеания  къ  каждой 
точк*  задаваемыя  силы  и  реакши  связей  взаимно  уравновеши- 
ваются, тогда  говорятъ,  что  система  точекъ  находшпся  вг 
положенш  равновуьсгя. 

Можно  выразиться  иначе:  ктда  устретя  ваьхъ  точекъ  си- 
■С7немы  равны  нулю,  тогда  система  находится  въ  положенш  , 
равнов7ьс1я;  подъ  словами  <положен1есистемы>  мы  подразум'Ьваеиъ 
совокупность  одновреиенныхъ  иоложей1Й  всЬхъ  точекъ  системы. 
Ь_  При  такомъ  положев1й  систеин,  дифферена[альвыя  ураввен!я 
ДВИЖ0Н1Я  (517)  §  70  обратятся  въ  гов1)купныя  ураваен1я: 


^^. 


д^  1 


0  =  Х,  +  Х(«.1^  +  Х(н,)|^+...+Х(н,)-    _ 


...(586,1) 


гдф  г  есть  каждое  язъ  чиселъ:  1,  2,  3,  .  .  . .  «. 

Эти  уравнен!я,  число  Еоторыхъ  равно  Зп,  т.-е.,  утроенному  числу 
точекъ  системы,  называются  1/^^овненглл(м  равновпсгя  силъиреак- 
цщ  пртоженныхъ  кг  матерьяльнымъ  точкамъ  системы. 

Если  число  р  связей  мен^е  утроеннаго  числа  точекъ  сисгеиы,  то, 
исключиБЪ  изъ  Зм  уравнеЕ1Й  (586)  маожитоли  >.(а,),  ).(нз), . . .  Х(нр), 
получимъ  м  =  3«— р  уравнеВ1Й. 

Эти  новыя  уравнен1я  выражаютъ  т*  услов1Я,  Еоторнмъ  должны 
удовлетворять  задаваемыя  силы  для  того,  чтобы  система  точекъ  могла 
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вк'Ьть  11оло2№Н1е  раваов^с1я;  аоэтону  кы  буденъ  называть  эти  н 
уравнвн1й  рслтями  равновтьш  задаваемые  с«л5,  прилокеаянхъ 

къ  систеи'Ь  катсрьальныхъ  точекъ. 

Шш  ЗАДаваеныл  свлы  вырахаютсл  фуикцими  вреиеаи  и  коорди- 
ватъ  точекъ,  то  изъ  н  услов1б  ранновЪс1я  и  изъ  р  уравнен1&  связеб 
опред'Ёллкя,  для  Еагдаго  ионевта  вреиеви,  Боорданаты  всЁхъ  точекг 
въ  положевш  равнов'Ьс1я  системы;  если  овредФленныя  таммъ  обра- 
зомъ  звачев1в  Зп  коорданатъ  окажутся  незаввсящикл  отъ  временя, 
т.-е.,  пост'"1й иными,  тп  выражаемое  этани  коордиватаии  пололеН1е 
равйовФпя  сиггемы  мохетъ  быть  таЕхе  в  положея1енъ  ел  повоя. 

Подробноиу  раэс'Нотр'ЁЕЦю  положев^й  равнов'Ъсдя  систеиы  точекъ  яы 
поевятииъ  дал^е  осо<^ую  главу;  во  все  то,  ^го  уяъ  сказано  и  что  будетъ 
скаааио  въ  настоящей  глав-Ё  отвоснтельво  по1охен1&,  уравнетпП  и  усло- 
В1Й  равяов^ся  системы  точекъ,  иеоОходиио  ия  ойъясвен1л  стаипескаго 
эиачешн  диффе|ренц1а.11.11ыхъ  уравнев!?^  дви;кеа1д  ч  равенства  (5б7|, 

§  80.  Равенство,  соединяющее  въ  се&Ь  всю  еовокуп* 
погть  )(1авнея1||  равновк-1я. 

Это  равенство  получится  изъ  равенства  (567),  <'сди  въ  по- 
«Ъдяеяъ  положить  раввыми  нулю  ускорен1л  вс'Ьхъ  точекъ  систеиы; 
оолучямъ: 

2(ХМ-|-У,5у.  +  2,йз.)=0 {567,  Ь) 


Такъ  что,  авадогичво  положен!»  (А)  §  76-го,  можемъ  вы- 
ставить сл'Ьдующее: 

Положен1е  В.  Система,  состоящая  «за  п  мапщляльныхъ 
точекъ,  связанныхъ  межд;}  собою  р  уг)ержибающимп  связями: 
(491,  1),  (491,  2) .  .  . .  (491,  р)  (§  76),  находится  въ  положенш 
равновгьс1я  при  услтш,  чтобы  приложенныя  кг  точкамв  зада- 
ва^мыя  силы  удовлетворяли  ртенству  (567,  Ь)  при  всяпит 
возможныхъ  совокупностяхъ  варшц'гй  координатг;  каждая  воз- 
можная совокупность  варьяшй  коордипатъ  должна  удовле- 
творять равенствамъ  (5")9,  1),  (559,  2), .  . .  .  (559,  р)  (§  76). 
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Если  в*воторня   иаъ   связей  —  неудержнвающ1я   (положимъ,  это  суть.  I 
свлзи  .')&№  1  и  3),  то  при  гЪхъ  лоюжензлхъ  равнов'Ьс1Я  системы,  при  ео-  Ч 
торыхъ  веудерживающ!я  свяви   нахо1ятся   въ  сосхонв^п   яаарлаешя,  за* 
даваеиыя  силы  должыы  удовлетворять  равевству  (567,  Ь)  при  всЁхъ  т-Ыъ 
вяа^ев^яхъ   вояножныкъ  варьяа1&   коорданатъ,  которыя   удовлетворяют^ 
равенствамъ: 


Ьи-. 


-.  О,  ш^  =  О,  2н,  =  О, . . 


=  а. 


В1111СТ'Ь  съ  1:Ьнъ  ^даваеиыя  силы  должвы  удовлетворять  неравенству: 


^{Х^Ьх,  +  У\Ь1/,  +  Д.ог,)  <  О 


(569,  Ъ)  I 


при  вс^хъ  гЬхъ  авачен1яхъ 
удовлетяоряютъ  уолйВ1Я]Гь: 


коордннать,  которыя  1 


ЙИ,  >  О,   3«а  >  О,   ОНз  =  О, ои,  =  0. 

Поступая  таЕикъ  же  образоиъ,  вакъ  и  въ  §  Тб-иъ,  ны  уб'Ьдиися, 
что  изъ  равенства  (567,  Ъ)  а  положешя  (В)  ипжво  вывести  уравнешя  •! 
равнов'Ьсш  (586)  или  усл<}в1я  равнов^с1я,  смотря  по  желанш;  по-<^ 
этоиу  нохво  сиотр'Ьть  на  полохен1е  (В),  вакъ  на  особую  фориу  выра- 
жен)я  уравненШ  или  у|-дов1й  равнов'ЁС1а.  Впосл'!Ьлств)а  яы  будеиъ  I 
пользоваться  равенствомъ  (567,  Ь)  и  будемъ  извлекать  изъ  негот'Ь- ! 
же  саиые  результаты,  как1е  получаются  изъ  уравнен1б  равнов(с1я. 

§  81.  Такъ  называеиыя  начала:  возиожныи  перен^-  1 
щен1в  и  д'Аланбера. 

Обращаясь  теперь   къ  общепринятому  юлковангю   равепствъ  (567,  Ь), 
(567)   п  дифференц1альныхъ  уравнев1|1    движе&1я   (Ы7),  должно  сд'&гатъ  ■ 
оговорку,  что  ЭТИ  1'олаован1я  ям'Ьютъ,  въ  н'^ЕОторохъ  оунБтахъ, н'Ъскольк»  1 
метафизичесЕ1Я  характеръ.' 
\.      Зак'Ънивъ  варьяц1И  гсоординатъ  выражев]Я11И  (561)  §  75-го  в 
означивъ  черезъ  Р,  равподМствующую  задаваеныхъ  силъ,  приложен- 
Евхъ  къ  точкФ  т„  иожемъ  выразить  равевство  (667,  Ь)  тавъ: 


У^  ^,1'.С08(Р„  с,)  =  0; 


(567,  с) 
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зквлючающйса  зд^»  возюхвыя  в&рь2Щ1  е,,  е„  .  . .  .  е„  поло- 
хея)8  точекъ  должна  удовлетворять  равенстваиъ  (559,  1,  Ыв), 

(559,  2,  Ыз) (559,  р,  Ыз)  (§  75). 

3,  М&терьяльннл  точен,  образуищш  систежу,  хогутъ  совершать 
весьма  различвыя  дввхев1Я  ори  орохождеши  черезъ  запикаеиыл 
им  воложетл;  пусть  Вз^,  Вз^,  ,  . ,  .  Вз^  суть  элементы  путей, 
проб'Ьгаевгав  точкаяи  въ  течен1е  ничтожно-иалаго  промежутка 
времени  !)  ири  какомъ-либо  возможноиъ  движевш  системы  череаъ 
занимаемое  ею  полохеше;  вти  элементы  путеб,  которые  мы  будемъ 
оаэивать  возможными  мремтытнгями  точекъ,  должны  удовле- 
творять сЛ'Ьдуюшим'Ь  равенствамъ: 


Р: 


2)е,=0 (587) 


й 


Оравнивъ  эти  равенства  съ  равенствами  (559,  Ые)  §  75-РО, 
■охемъ  судить,  что  еми  уравнеигя  осгьхъ  связей,  Еоторнмъ 
подчинена  система  точекъ,  не  заключаютъ  времени  явнымъ  обра- 
зомя,  то  есть  возможныя  варъяцш  положети  точекъ  могутъ 
служить  возможными  перемчьщенгями  ихг  «  обратно. 

Положимъ,  что  въ  самонъ  д'Ьл'Ь  ураваеН1Я  вс4хъ  связей  системы 
не  ааключаютъ  времена,  тогда  въ  равевств*  (567,  с)  варьящи  могутъ 
быть  зав'Ёнены  перем1>щен1лкв  и  равенство  это  получитъ  такой  видъ: 


4 


^■'Л^Г' 


Ш 


^Р.В^.<^^5(Р.,Вз,)=0  . 


(5б7,а) : 


ЕСаждыЙ  нзъ  членовъ  первой  части  этого  равенства  выражаетъ 
величину  работы  задаваемнхъ  силъ,  приложенныхъ  къ  одной  изъ 
точекъ  системы,  на  про^1жен1я  возможваго  иерем*щен1Я  этой  точки 
(си.  §  25,  стр.  107),  а  потому  въ  сказанаыхъ  елучаязъ  поли- 
жен1е  (В)  можетъ  быть  высказано  въ  следующей  форм*: 

Иолояев1е  (В,  1).   Если  система  п  мишерья,1ьныхъ  точекъ, 


-  402  — 

овязанныхг  р  уд&рттсттими  тзсмиснщгши  опт  в(1вменыШ 
свяэими,  нахо(>ится  въ  подоженги  равповтьсгя  и  совершаепаЩ 
какое-либо  возможное  движете,  то  сумма  работъ  задаваемые 
силг  на  протг-тсеяш  ничтожно'Малыхь  возможмлхъ  перемгъ-Ш 
щетл  точ&а  равна  ЩАЮ^  каково  бы  ни  было  возможное  йви— 
женге  системы  и  какоеы  би  ни  были  возможных  перемпг-Ш 
и^внм;  всякая  совокупность  одновременныхъ  возможнытъ  пере-Ш 
лтщенгй  точекъ  системы  удовлетворнетъ  СА}ь<)11ющимъ  равен-\ 
ствамг: 

21)8ДР(Н.)со8{Р,«,    1>з,)  =  0 (588,1)] 


2-08/Р,..,)сов{Р.в,.  Б«.)  =  0 (588,2а 


2-Е'8..(-Р,Чр)с08(Р,Вр,  1>8,)  =  0. 


.  (588,  р)  ^ 


Обратно,  всякое  подоженге  системы,  при  которомъ  зада-\ 
ваемыя  силы  удовлетворяютг  равенству  {Ъ^! ,  &)  при  всякш 
значенгяхъ  возможныхъ    перемгьщеигй    {удовлетворяющих^  ран 
венствамс  (588)),  есть  положете  равнов}ьсгя. 

Если  въ  чнсл*  связен  есть  нвудвржнваювил  связи,  то,  для 
нокнЫЕъ  □срем'Ьщешб^,  прв  которыхъ  то^еп  системы  сходять  съ  одно! 
или  съ  Н'ЬсЕолькнхъ  связей,  сулиа  работъ  вадаваешмхъ  силъ  долнна  бит1 
нея-Ёе  нуля,  когда  положен1е  свстеиы  есть  положеше  раввов-Ьс!^. 

Это  положен1е  известно    подъ  нмрвемъ    начала   возможныхъ 
перем/ьщетй.    Оно   носитъ   нязпаапс    <вачала>  или  -прЕвципа 
потому,  что,  принявъ    его    за  основаше    въ  качеств*    основиаго 
начала  механики,  мокно  изъ  ното  вывести  уравнешя  раввов'Ьс! 
систены  точвЕЪ,    связанныхъ   удерживающвии   независящиии   отъ 
времени  евязяии,  а  ед-Ьдовательно  и  всю  статику  такихъ  системъ.. 


Г8       ^ 
1> 

го  ^^1 

1 


Сущеетвоваа!»  этого  привципа  было  нвервые  подж'Ьче^о  въ  тео- 
рш  вростнхъ  нашйнъ:  рычага,  блоковъ,  ворота  и  паклонвой  плоско- 
сти, гд*  этотъ  првнципъ  сочтя  очевидеаъ,  если  не  принимать  цъ 
,раэсчетъ  трев1Я  и  разснатринать  простые  иеханизны,  Еакъ  вдеальвыя 
связи;  ни  ведьзл  утверждать,  чтобы  этотъ  првнципъ  былъ  санъ  по 
себ'Ь,  безъ  доаазательства,  очевиденъ  для  всявокъ  свдзеб,  ни  завися- 
щихъ  отъ  времеви.  Поэтому  въ  т4хъ  курсахъ  и  сочинен1яхъ  ио  миха- 
вшсЬ,  ъъ  которыхъ  начало  нозможвыхъ  перем'Ьщен1б  ввставллется 
Еакъ  основное  положен1е  статики  системы  весвободвыхъ  точекъ, 
является  надобность  доказать  это  начало  везависвмо  отъ  общихъ 
уравиен1й  равцов'Ьс1д  системы;  изв'Ьствы  мвопя  таЕс1я  доказательства, 
придуманныл  различными  авторами;  они  состоять,  по  большей 
части,  или  въ  томъ,  что  предполага('1ыя  связи  зам'^няютел  другими 
прост'Ьйптими  связями,  для  которыхъ  начало  возмохннхъ  поренЪ- 
щен'Ш  очевидно,  или  въ  тоаъ,  что,  чрезъ  присоединея1в  повыхъ 
лростМшахъ  связей,  система  точекъ  приводится  къ  систем*  про- 
стыхъ  машивъ.  Въ  сл'Ьдующеиъ  параграф-^  будутъ  яриведевв 
«'Ькоторыя  изъ  доказательствъ  подобваго  рода. 

Если  уравиен]л  связей  заключаютъ  время,  то  равенства  (587) 
отличаются  отъ  равенствъ  (559),  а  потому  тогда  возможный  со- 
вокупности варьяфй  положешй  точекъ  ве  могутъ  служить  воз- 
можными асреи'Ьц1ен1ями  точекъ. 

Наприм'Ьръ,  возможный  варьяа1и  1ГолоЕев1й  точекъ  т,  ида„ 
свнзанвых--.  связью,  упояянутою  на  стр.  307.  должны  удовлетво- 
рять равенству: 

Ё,  С08(г,„  е,)  —  е,С03(Гм,  в,)=0, 

между  т'Ёиъ,  иакъ  возможный  перен'Ьщен1я  9тихъ  точекъ  должны 
удовлетворять  равенству: 

В8,сой(гз1,  Бя,)  —  1)заСоз(»'2„  Л8:,)+(1о—Ь)ке~"=0, 

а  потону  не  можетъ  быть,  чтобы  $,   равнялось  />я,  и,  въ  то  же 
время,  а,  было  равно  7>в,. 

Въ  этпгь  случвяхъ  правильа*е  было  бы   яазывагг.  волокеше  [В)  нп- 
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чиоиъ  вовкохвыхъ   варьяд1д  аоложен!^  точеаъ; 
же  во  слЪдукццоиъ  обравоиъ: 

СолохЁ111е  Е.  Боли  система  п  иатерьальныхъ  точекъ,  свааанныхъ 
удерживающини  связянв,  ваходится  въ  поло2ен1и  раввов'Ёс1я,  то  суии) 
работъ  задаваемыхъ  снлъ  ва  протязевш  вичтожпо- 
варьяд1б  аолохев1в  точекъ  равва  вуяю,  каковы  бн  ви  были  воэиожвыя 
варьиц1и;  всякая  совокупность  воэкожвыхъ  варьяц1й  положевШ  точекъ 
удовлетворяет!,  равенствамъ:  (659,  1,  Ь|5),  (559,  2,  1)18). .  ..(559,  р,  Ыв), 

Обратно,  всякое  °цоложЁв1е  системы,  удовлетворяющее  равенству 
(567,  с)  ври  Есшскхъ  ввачен1яхъ  вошожвыхъ  варьяц1Й  воложев1й  гочевъ, 
есть  в  о  ложен  !е  раввов'ЁС1я. 

Въ  аара^1аф'|1  62-мъ  на  стр.  320—321  йнло  упомянуто,  адо  геометр! 
ческ1а  раввости  ы„  %,■■■.»„  между  важдыни  двумя  совокунвостяии  в( 
иожныхъ  скоростей  то^ек■ь  должаы  удовлетворять  равенству  (505);  точт 
также  1еометри5еск1я  разности  между  двумя  совоаупностяин  возможных' 
перем'Ьщев1и  точекъ  системы  удовлетворяю тъ  т'Ёмъ  же  самымъ  равев- 
ствамъ  (55^),  которымъ  удовлетворлютъ  воаможвыя  варьяп1)т  иоложея13; 
поэтому  посл:Ьдв1а  могутъ  быть  названы  геометрическими  разностями  между 
воаможвыми  иерем4щев1лми  точек-ь  системы. 

На  иностравБых'ь  лзыкатсъ  ,вачало  воэможнмхъ   цереи'Ёщен!^  назы- 
вается такъ:    Ье  рГ1П111]е   йев  уНеавкя  Т1г1пеие8,  йае  Рг111ар  Лег  У1г1пе1Ь 
ЦебсЬп1п(1щ1{е11е11,  1Ьс  рГ1ПС1р]е  о!'  у^гШа!  уе1ос1(1е9;  въ  с л'Ь дую щемъ  дара-! 
граф'Ь  будетъ  объяснено  ироисхожден1е  этого  термина  и  внанен^е  его.        ' 

Говоря  о  аолохен!и  раввов'Ьсш  системы  натерьдльнвхъ  то-1 
чевг,  ны  иожеиъ  выразиться  тааииъ  образомъ: 

При  поАоженш  раетвпсЫ  системы  матерьяльныхъ  точт^Ш 
задаваемый  силы,  приложенныя  кг  системгь,  взаимно- уравно-\ 

в7ьшиваю7нся  чрезъ  посредство  реактй  связей. 

ТаЕУю  форму  ввражеп1Я  «в  будеиъ  употреблять,  когда  на9-| 
деиъ  вужнымъ,  взаи^нъ  того  ввражеа1я,  которое  помещено  въ.| 
начал*  этого  параграфа. 

Обращаемся  теперь  кътолгеован1ю  Д11|1|фвренц1альаыхъ  уравнев1а  дви- 
жеяй  въ  смысл'Ь  уравнев!9  равнов^С1Я. 

Вообравинъ  ееГ)*,  что  въ  каждой  магерьяльпоЙ  точк*,  кром4  аада-Я 
ваеныхъ  отл-ь  и  реашпА  связей,  приложена  сила,  прянопротнвоположнав  1 
усворешю  ея  н  равная  проваведешю  пвъ  насев  точки  на  ускорен1е  ев;.Я 
эту  воображаемую  силу   вазываютъ   тлою  гтерцгк;  яроэкц1Н  на  оси  во-! 


тву 

1ХЪ^^^Н 

ев-  ^^^ 


Р  «рдинагь  скхы  н11ер111к  ^^.  которую   иы  в 
[  хъ  точк*  ж,,  суть: 


ойражаемъ    се'1'Ь    нрил 


/,соз(/„Х)=  — т.^й 


^,т^{^,У)  =  - 


^ 


^^  С05  (^^,  2}=  —  й»,  -^ 


(589,  1) 


Вооб]»13ив1>  се(Н  так1а  1:илы  и  сравцнвъ  диффвренпЫьпьгя  уравиеа'л 
двяшеки  (51",  Ь1а)  г,тр.  389  съ  ураввеишан  равнов'Ьс1я  (58й)  стр-  398, 
лохемъ  нрндти  къ  иыслн  равпиатривать  днфференщальныя  ураянев1а 
двияен!!!.  кагсъ  уравнешя  ра8нов-Ьс1я  сплъ:  задаваемыхъ,  реакп!!?  свдаей 
к  силъ  япер[[1я;  въ  саиоиъ  х^х'Ь,  д||фферевц1зип>лыя  ураввевш  двпжб111я 
Т0ЧБ11  Щ  вщ)а:кают1-,  что  р11внод>'>йгтв^ющаа  Р,  яспзл.  лаЛаваемыхь  силь, 
приложенныгъ  кь  этой  точть,  равнодпйствукиюя  К,  реаккЫ  вслть  тльхь 
евшем,  котохммь  подчинена  эим  точка,  и  см.«д  инер'Ш  ■!{  этой  точки 
взсммно  уравновешиваются,  т.-е.: 


к+^.+д  =  о . 


(517,  В) 


Прин'Ёча[11е.  Фнктявяую   сил1/  инерцш   во  должно  ск'Ьшявать  со 

^  свойствомт!  нперцш  матврт. 

Воображаемая  сила  Д(.  равная   и  црямопротивоаоложная   сил*  инер- 
Ц1И,    павьгваетсл    движущею    плп   эффективною   оимю    ( ЕЯесС^уктай),    а 
сила  Д„  равнан  и  арянпяротивояоложнаа   равнодМствующей:  Л,  рвакц)!) 
I  'Связей,  оазываотся  потерятюю  еылою. 

Уравнения  (517,  Ыв)  стр.  389  ножво  ел'?  выразять  такъ: 

К^Л  +  П. (5П,С) 


Т.-е.,  раянодтьйгтвг/ююая  вспхъ  ладаваемыхк  сим,  приломеенныхъ  къ  каждой 
'  ЦП  матерьяАьныхъ  точехь  системы,  разла%ается  на  дв»  саставяяюшгх  на 
г  яот^йнщю  силу,  которая  ?/равноа»шиаается  сь  реанимяя  связей,  и  на 
\  ^изкущцю  сил}/,  которая  еоо(пцаетъ  матерьяльной  точк»  то  самое  уско- 

ренк,  какое  бы  она  сообщила  свободной  точкп  той  же  массы. 

Црон'Ь  того,  урав11ен1я  [517,  Ь!^)  иожво  еще  врезставнть  такъ: 


11.  +  В,  =  (}, 


(517,  В) 
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потому  что  геоиетричесвая  рааность  между  силою  I'^  и  движущею  силок> 
есть  сила  потерянная,  т.-е.: 


.  .  .  .  (590, 1) 


X,  — т^^ь"'  =  Пг  С08  (Д,  X) 

Уг  —  Ш^у^'  =  Д  СОЗ  (Д,  У) 

Д  —  т,чгг/  =  Д  С08  ( Д ,  ^) 

а  уравнен1я  равпов']^с1я  (586)  можно  представить  такъ: 

'     ^\  +  Д=0 (586,  В) 

Сравнивъ  выражешя  (517,  Б)  съ  выражен1ями  (586,  Б)  и  придомнивъ 
посд^^днюю  форму  словеснаго  выражешя  уравнен1й  равнов']^с1я,  а  именно 
сл'^дующую:  „при  положещи  равнов']Ьс1я  системы  матерьяльныхъ  точекъ, 
задаваемыя  силы,  приложенныя  къ  систем'Ь,  взаимно  уравнов']^ш11ваются 
чревъ  посредство  реакц1й  связей",  можемъ  сказать  следующее  относительно 
движенхя  системы  точекъ: 

Положеп1е  А^.  Во  всякш  моментъ  движенгя  системы  матерьяльныхъ- 
точекъ^  иМперяття  сгиы  всгьхъ  точекъ  взаимно  уравновгьшиваются  чрезъ- 
посредство  реакцш  связей. 

Это  положеше,  данное  д'Аламберомъ  въ  его  ТгаИё  йе  Буиат!дие' 
(1743),  называется  началомъ  или  принципомъ  д^Лламбера,  Изъ  соедине- 
н1я  начала  д'Аланбера  съ  началомъ  возможныхъ  варьяцШ  или  перем'Ь- 
]цен1й  получается  доложеше  А,  изъ  вотораго  могутъ  быть  выведены  диф- 
ферешцадьныя  уравнешя  движенхя  системы  точекъ,  какъ  было  показана 
въ  §  76-мъ. 

§  82.  НЪкоторыя  св%дЪн1я  относительно  нстор1н  от- 
крытки на'^ада  возмощьиъ  оерем'Ьщен1й  н  некоторые 
способы  непосредственнаго  доказательства  этого  начала. 

Йесомн-Ьнио,  что  практическое  знаше  сташки  и  употребленхе  н*ко- 
торнпсъ  простыхъ  машинъ  были  и8В']Ьстны  въ  глубокой  древности;  обь 
этомъ  свид'1тельствун)тъ  съ  одной  стороны  Н'Ькоторыя  указания  древнихъ- 
авторовъ,  съ  другой  —  остатки  громадпнхъ  и  искусно  возведенныхъ  по- 
строекъ  древяяго  Египта,  Инд1и  и  древней  Грецш,  при  возведен1и  кото* 
рыхъ  необходимо  было  доставлять  шдалека  и  подгашать  на  болып1я  вы- 
соты огромныя  сплопгаыя  массы,  что  не  могло  быть  выполнено  безъ  по- 
средства механическихъ  приепособлеиШ . 


. ) 


I 
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Соивитежьво,  однако,  чтобы  вг  древвости  существовала  араявлъвяж 
теор1а  статики;  по  врайвеб  икр1'  правялана  1еорет11ческ1Я  разсухдеокя 
лъ  первые  р&8ъ  встречаются  только  у  Архниеда. 

По  этой  прпчна'Ь  сочннетя  Архохеда  считаются  древв'ЁАшнми  сп- 
чинен1лип  по  11еxа!II11:'^  и  его  вац|ава10тг  основатезеиъ  этоЗ  науки;  од- 
нако, дошедш1е  до  дэсъ  остатки  сочпвен!^  этого  ве^иIсв,го  геоиетра  от- 
носятся только  къ  статвк'Ъ  (теор1а  рнчага,  равнов-ЁС1е  ллавающпхъ  г^лъ, 
полоаев1а  пеатровъ  инерц1и  однородЕнхъ  площадей). 

ИервнЁ  сл'Ьды  иэучешя  вооросовъ  дпнаивкн  встр'Ьчаются  въ  первый 
роаъ  17  стол'Ьпй  спустя  посл^  Архимеда,  а  иненво  въ  трудвхъ  внахе» 
ввтаго  художника  Леонардо-да^Зничи  (родившагося  въ  1452  году),  ко- 
торый вполи'1'.  цраввльяо  аонпиалъ  некоторые  иаг  эаконовъ  надеигя  тЬл'ь 
по  наклонной  плоскости  и  зааонъ  воарастав1я  скорости  при  этощъ  или 
при  свободномъ  падснш  ').  Повидииону  Итал1я  въ  XV  и  XVI  стол-(1тиаъ 
была  111>стоиъ  Р0ЖД6И1Я  дннаииви  и  во^рожден1а  механики.  Беяедеттн, 
7мерш1б  въ  1570  году,  уже  аыалъ,  что  скорость,  пр1обр'Ьтенвая  свободво- 
падаюпщнъ  т^^лоиь,  не  аавнситъ  отъ  иассы  т^шк;  оыь  звалъ  та1ике  о  су- 
ществоваши  цевтроб^ной  свдн  а  о  тонъ,  что  оторвавшаяся  огь  вращаю- 
шагосн  гЬла  часть  его  продолжаетъ  дкигаться  по  касательной;  ему  же 
нринадлежитъ  первое  оиред'Ьленхе  поняпя  о  момент*  вокругъ  оси  {у1г- 
1а8  июуепн)').  Открытие  начала  вовмогннхъ  перемещен!!!  прянадлеяитъ, 
по^сяовахъ  Лагранка  ■'),  вероятно  Гвндо  Убальдн  *)  (1&45— 1607),  ко- 
торый полм'Ьтнлъ  ато  начало  въ  рычаг!  и  въ  подвижныхъ  блокахъ  и  по- 
кавыъ,  что,  основываясь  на  этоиъ  приндип'Ъ.  можно  вывести  законы 
раввов-Ьс^я    рычага,   блоковъ    и    вброта.    Галилей    11564—1642)  ")  распрО' 


')  Иочеринуто  иаъ  сочивеигя  Дюринга:  КгШзсЬе  6езс)йсЫе  ^егаЛке^ 
шшиеи  Рг1ас1р1еи  {1нг  Ыес1иш1к.  БиЬпп^.  1872;  Дюрнвгъ  &е  ссылавхсд 
(стр.  13—16)  на  сочннешя: 

Уои1ип,  Е^за!  виг  1ей  оптгавез  р1|у51Со-та1Ьё11па11|5иез  йе  Ьёоиагс!  йе 
УшС1.  Рапй,  171ТГ. 

ЬШН,  НЫо1Ге  <!е8  8С1епсе9  тай  ст 8*141103  еп  КаИе,  4  уоЬ.  Рпй«, 
1838-41. 

*•  Также  цзъ  сочинеиш  Дюривса,  которВв  цитируетъ  (стр.  17): 

ВенеЛ!^^  1)|уег8.  5реси1а1.  Тя.пгт),  15К. 

")  Мёсп1И1|пе  Ап|11у|1чие  [шг  Ьавгап^е  стр.  18,  тока  1-10,третьлго издания. 

')  ОшМо  1Лщ]Д1  П1агчи1э  йс!  МоШе,  Мес1|аП1Согцт  НЬег.  Р)5апг1.  1В77. 

')  Главн^йш^я  сочиыешя  Галилея  по  механик*  суть: 

Шбсогв!  1п1огио  а11е  соае  сЬе  а1аппо  |П  аи  )'ас4иа  о  сЬе  1П  ^аеI]о  з! 
шоотопо.  1612  (по  гпдроиеханик*}. 

1)|а)08о  шМгоо  а!  йие  П1а8в!п11  в|8(ет1  йе!  шопйо.  1633. 

и1§согЕ1  е  с1]то81гяг10111  та1етаЦсЬе  1пи1Гпо  а  ^1иеииоVе  эс»епге-1Н38. 
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етранидъ  это  начаю  ваосталышн  простыл  нашавы,  основаваыя  напрпа- 
аип'Ь  наклоииоб  плоскости,  и  раэснатрввахъ  его  кавъ  ооноввоЛ  оринцииъ 
вавоновъ  раввов1;с1Я  всЬхъ  кашкнъ  (во  2-аъ  предложена  Ш-го  л1ио1а 
сочивев1л:  ХНбсога!  е  Шшо81га2]оп1  ш^огпо  а  (]ие  пооуе  всгете,  1638  И 
въ  со«инен1а:  Ве11а  ваепга  гаессап1са). 

Галллел  вваываютъ  освователемъ  днваникв;  ему  ны  обязаны  открн- 
11е1иъ  начала  иаерд1и,  изсл'Ьзовапшхп  вадъ  пал^'пеап!  т'Ьлъ,  отЕрыленъ 
аакооовъ  двихевхя  свободво-падающихъ  т'Ьлъ  и  тЬлъ,  брошеввыхъ  аа- 
клонво  въ  горязодту,  отврыт1еи'ь  начала  везавпсииостн  движевш,  изсд'Ь- 
дован1ем1.  ааде1|1я  т^лъ  по  наклонной  алоскости,  открнт1еяъ  соотношешя 
между  длинами  и  временами  качавШ  маятннЕОвъ;  крон*  того,  наъ.трудовъ 
его  во  статик'Ъ  зал 'Ё чате льеы:  дпаолнен1е  къ  Архимедову  доказательству 
принципа  рычага,  статвва  тяжелаго  т'|!ла  ванаЕ-юнпои  алогкости  н  гвдро- 
мехапнса,  осиоваввад  па  вачяд'Ъ  возможныхъ  перем'Ьщви!^. 

Начало  возножныхъ  вереи'Ьгаент  въ  [|рви11неа1п  въ  двун!-  снлам'ь, 
ваанмно-уравнов'Ёшнвающиися  чрезъ  посредство  какого-либо  вростаго 
мехавнзна,  выражено  Галилеенъ  въ  форм!)  положения,  что  моневты  обФ- 
ихъ  силъ  ира  равновесен  системы  должны  быгь  равны  по  величин*  и 
противоположны  по  знаку.  Подъ  словомъ  „моментъ"  (тогоемшп,  тоУ1- 
теп^ит)  Галилей  подразрт'Ьваетъ  (какъ  объяевяютъ  т*,  которые  тол- 
куютъ  его  со'111нев1Я)  пронзведеше  вэъ  силы  и  проэвпш  воаиожной  ско- 
рости на  напраален1е  силы:  это  значеше  слова  „моненть"  было  удер- 
хаво  Вяллисонъ  въ  его  мехаввк-Ё,  иаданноб  въ  1669  году,  въ  которой 
статика  механиамовъ  также  выводится  нэъ  начала  возможннхъ  нергагЬ- 
щешй. 

Сл-йдуеть,  однако,  заметить,  что  до  Галилея  поняие  о  велнчинЬ  силы 
вебыло  еще  установлено  и  лоэтону  овъ ватруднялся  дать  сжатое  и  вволвв 
ясное  понлт1е  о  звачен111  того,  что  онъ  подразун'Ьваетъ  подъ  словомъ 
„воментъ";  взам'Ьвъ  опред'Ьлеия,  котораго  онъ  дать  не  могъ,  Галилей 
поясяяетъ  этотъ  териинъ  Ии:колькиии  другими  наименоваигямп,  который 
впослФдитв1и,  по  аочпну  раиличныхъ  авторовъ,  въ  свою  очередь  сд'Ьлалнсь  | 
терминами^  напрям-Ьръ,  въ  3-мъ  дя*  В18сог81  встр-Ьчаемъ  сл-Ьдуюпцую 
фразу:  „1'|т]1е1о.  Л  1а1еп1о,  1'епег81а,  о  товиато  (Уге  11  шотепМ  Де1  |118-  ' 
сепйеге". 


Ое11а  эе^епга  тессап11:а;  это  сочинен1е  издано  иа  нтальнвскомъ  язык*  I 
семь  лфтъ  спустя  поел*  смерти  Галилел,  но  раньше,  въ  1634  году,  оно  ' 
появилось  въ  вереводЬ  на  фрацдузскШ  языкъ:  Ыегвеппе,  Ьез  тёсаа^^пеа  1 
йе  баШёе.  1'аг18. 
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0(^о'^юе1пе  начала  воаножвыхъ  ае;>е11'Ьщешй  ва  вслеш  системы  яа- 
теритныхъ  точекъ  былъ  указано  Иванонъ  Бернулля  Гвъ  письк-Ь  къ  Ва- 
ряньоиу!  ВТ.  1717  году  *>,  который  выраанлъ  его  въ  сл'ЬдуыщеЛ  |1юрм'Ь: 
яБсля  как! л  либо  силы  арнложени  кявниъ-лн^  образокъ  и  дЬйствуютъ 
посредственно  или  пеоосредственно,  то  раваов'Ьс1е  будеть  ПН'Ьть  м11СТ0  въ 
тоиъ  глуча^  еолн  суииа  11оложптсл.ныхъ  мер^^^^  равняется  откн')!  отри- 
цательввхъ.  Подъ  анерг^еП  вадо  подразуи'Ьвать  пронзведеа1е  взъ  силл  и 
про»вя1я  аврем-Ьщен^я  аа  ваправлев)е  сиды:  иритоиъ  надо  считать  эвсрпю 
положите  ль  НОВ)  или  отрицательною,  сиотря  но  вцаку  проакц!)!". 

Тернвнъ;  „У11:е8ве  Уп^иеИе"  яведевъ  Ив.  Бервулли;  прилагательное 
,V^^^пе1''  происходить  отъ  лагинскаго  „лПпа",  равяозначущаго  итальяя- 
скоиу  ,1а1еп1о'',  что  аначятъ  способноет'1.  моть;  это  ^прилагательное  вы- 
ражаетъ,  что  У11е8яе  У1г1ае1]е  есть  нр](каыежносгь,  составная  часть  ло- 
мента.  Сюво  „воаможнай"  не  есть  точная  переводъ  слова  Т1г1пе1;  точныб 
переводъ   термина    Бернулли   балъ  бц;    „скорость,   входящая    въ  составъ 


I 


Напбол'Ье  обширное  и  многостороннее  развит!е  начала  воаиожвыхъ 
верен^щешй  мы  оаходинъ  въ  аоа.лптичес[<ой  нвханик1>  Лагранжа,  въ  ко- 
торое всЬ  уравнешя  статики,  дннанпкн  и  гядронехавянн  ваводлтся  изъ 
этого  начала  и  начала  д'Ллаибера.  Эта  гснпга,  ноявипшался  въ  первый 
рааъ  въ  1788  году  *•),  есть  самое  капитальное  сочинение  по  механнв*  и 
не  утратила  своеВ  новиавы  даже  и  до  вашихъ  дней;  можно  сказать  съ 
цолною  ув-кренностьы,  что  въ  нехааик11  Лагранжа  прибавлено  до  иасггоя- 
щаго  времени  весьма  немногое. 

ТаЕЪ  каяъ  начало  возможныхъ  переи-Ъщсн^Й  аи  настолько  очевидно, 
чтоба  можно  бы.ю  принять  его  безъ  докаяательства,  то  Лаграцжъ,  въ 
лервоиъ  отд+.л*  своей  конгн,  приводить  одно  ивъ  двухъ  свонхъ  доказа- 
теяьствъ  этого  начала;  это  доказательство  мы  зд-Ьсь  сообщаемъ. 

Идея  этого  доказательства  заключаетсл  въ  зан'Ён'Ь  всЪхъ  взаимно- 
у равно в-Ьшивающях ел  задаваемыхъ  сплъ  I'^,  !'„.... Е„  реакшями  осо- 
Сой  связи,  состолщеП  иаъ  одной  нити,  обходящей  систему  сложвахъ  бло- 
ковъ   и  натягиваемой    в1<соиъ    одного    груза:    при   этомъ    предполагается, 


*)  -Лто  письмо  пои'Ьщено  вь  ениг*:    Л'оиуеИе    шбсапщив-  Р-  Уап^ноп. 
Рапь,  1725. 

*■)  Книга  эта  состонгь  иаъ  двухъ  частей;   статики   съ  гидростатикою 
и  динамики  съ  гидродинамикою:  нервыя  главы  статики,  гидростатики,  ди- 
гндродинаниЕи  эаключаютъ  въсеб-Ё  весьма  подробное  изложеше 
а  исторпческаго  развит!»  ра-1ныхъ  аринпиа<: 
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что  всп  связи  суть  ыдеамныя,   что   на  Плмах*  шыпъ  тренья,  что  * 
не  обладаетъ  жесткостью  и  что  натяжапе  ся  одинаково  по  всей  о 

Прпн'Ь^апге.   Натяжеше   впти   «ъ  какомъ-лнбо  еа    ^{(чен]!!   | 
11авнод*йствую1Цяя'  вс-Ьхъ  молекулярных'^  снлъ,  который   д-Ьйстиуютъ 
частипт..  паходяшихся  оо  одву  сторону  сЬчени,  ва  частицы,  цаходящьа 
но  другую  сторону  ого;    еелц  дЪЙстввтельво    ршр'Ьаать  ивть  ио  атому  с 
чевтп  (перпендикуляриоиу    Еъ  длин11   пнтп),    то,   чтобы   образов&влця!^ 
ововвчаостн   вптн   пе  отделялись   другъ  отъ  друга,   придется    въ  каг 
изъ  этнхъ   оковечностен   ариложить  по   сил'Ь;  оС1   силы  б;дугь  р&вх 
прлмипротнвополоявы  и  перпендикулярны  къ  с4чевш;  каждая  изъ  этих! 
еалъ  представллетъ  величину   натяжеа1я   внти   въ  раасиатрнваеяонъ  ей 
чеа'ш.  — 

Предположит,   что  велкчиаы  сялъ   Р„  ?'„.-..^',   иаходятсл   въ  с 
иаагЁримызъ  отяошешлх'ь  иежду  собою,  такъ  что  иожво  подобрать  с 
Р,  которая   въ  ц'Ьлое   число  к,   раэъ  мен^е   силы  Р„  вн^С'!^  от.  тФмъ  1{ 
иЬлое  число  к,,  раз1.  мен'Ье  силы  ^^  и  т.  д.: 


-.Р,    Р. 


■-  кг', . 


■к  р. 


Зцт'Би'ь   вредставнмъ   себ^  иоханизиъ,  состояшб  евъ  п  полисвастовг) 
то-есть  и8ъ  м  еистеиъ  лодвижныхъ  баоковь   и  п  системь   неподвнжаи' 
блоковъ;   блоки  каждой   системы  ендлтъ  свободно  на  одной  оси,  вокруг 
которой   оив   могутъ   вращаться   независимо   другъ  отъ  друга,   Къ  осям 
иодвижныхъ   снстеиъ  блоковъ  прикреплены  иатерьяльныл  точки:  йъ  о 
М,  |,черт.  46)  прпкр'Ьплена  точка  »»,,   къ  оси  М^—  точка  т,,  и  т.  д.  От 
нелодвижвыхъ   сисгеиъ   блоковъ    прикр^влевы    на  накрав  лев!  л  хъ   сяхЯ 
^"1,  Р„....,  а  именно:  ось  Л,  прикр-Ьплена    на  продолженш  силы  ^^„ 
4, —  яа  направлен1и  силы  Т^  и  г.  д. 

Дал-бе,  представкмъ  себ*,  что  къ  оси  М,  првкр*пленъ  одннт.  коВв! 
танкой,  гибкой  и  нерастяжимой  нити,  которая  аат-Ьмъ  обходить  иоодям 
раву  ВС*  блоки  вс-Ьхъ  полиспастовъ;  число  блоковъ  па  каждой  оси  » 
иоложеше  ннтн  таковы,  что  нить  между  М,  и  Л,  тгроходнтъ  Ь,  рая 
между  ДГ,  и  А,  проходить  к,  разъ,  и  т.  д.;  наконедъ,  обойдя  всЬ  блош 
пить  св'Ёшывается  съ  носл'Ьдвлго  неводвижваго  блова  вннзъ,  поддержцв! 
грувъ,  в-Ьсъ  котораго  равевъ  Р. 

На  чертез'Ь  4ё-11ъ   нвображена  система  полиспастовъ  длл  треп  1 
чекъ  т,,  т,,  »!,,  гд-6  А,  =5,  *:а  =  4,  А:,  =  2;   надо   заметить,   что  I 
при  переход-Ь  отъ  одного  полпсваета  къ  другому,  должна  сходить  съ  и 
иодпижвато  блока   в  направляться   къ  неподвижному  же  блоку   друп 


I 

I 
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полиппаета;  так-ь  и  проведены  части  В,  и  В.^  яа  чертеж*  4(>-мъ;  если  б» 
иы  цроведн  часть  Л,  къ  чдноиу  яа*  блоковъ,  спддщигь  на  оси  ЛГц  т» 
это  было  Сы  ошибкою  яь  коаструкдш  мехавиана. 

Радтуры  в("Ьхъ  блоковъ  должен  быть  ннчтожно-малы:  на  черт.  46-]|ъ 
блопаиъ  приданы  коыечвые  разн'Ьрн  о  рад1усанъ  блоковъ,  спдящнхь  на 
одвоП  оси,  даны  неодинаковые  радаусн;  это  сд^ано  только  для  вагляд- 
В01'Т11  чертежа. 

Поватио,  что  посл-Ь  аведешл  этого  механизма  сялы  2^,,  ^^„  .  .  .  . 
дмжны  быть  отннты,  такъ  какъ  грузъ  Р.  череаъ  посредство  ннтн  и  полис- 
пастовъ,  тннетъ  точку  М,  къ  точк-Ь  Л,  ст.  силою  к^Р,  точку  2И",  КЪ  точк* 
Лз  съ  силою  к^Р,  и  I.  д. 

Для  того,  чтобы  система  точеаъ  т„  /и,,....  при  д4аствш   натпжевШ, 

вам^няющихъ  силы  ^^„   Р, и  при  д'Ьбствш  реакц1й  тёхъ  связей,  во- 

торынъ  она  подчивена^  иогла  ваходнться  въ  иоложвп1и  равновЪс1я,  необ- 
ходимо, чтобы  грузъ  Р,  стремясь  оиустнтьсл  вниэъ  и  сдвинуть  сь  1гЬста 
точки  т, ,  Ш],  т, ,....,  нобуждалъ  ихъ  получить  только  х 
перен-Ьщен!я;  во  это  требова1|1е  равносильно  условш,  чтобы  при  в' 
»ыхъ  пере11тте»1ллъ  ^^)^,?г,  не  опг/ска.1СЯ.  ВыразвШъ  это  условие  формулою. 

Пусть  с,-=М,Е,  (черт.  -16),  г^^М^Е^,....  суть  варьяц1и  положенШ 
или  ничтожно-малы  л  перен-Ёщешя  точекъ.  Еслп  ва1гравлев1е  пере)1'1щен1я 
ТОЧКИ  составляетъ  острый  уголъ  съ  направлен^ехъ  силы  Р  (какъ  напрн- 
м*р*  въ  точкахъ  М,  а  М,  на  чертех:!;  46-мъ),  то  раастоян1е  ЕА  между 
новымъ  лоло;кен1емъ  точки  т  и  точкою  А  будеть  нен'Ье  иервовачальваг» 
ра№товн1я  на  длину  (ЛЛГ—^^;;;  во  эта  длива  разнится  на  величину 
выстаго  порядка  малости  отъ  длины  МС  (сн,  въ  точкахъ  Ж»  и  М,  вл 
чертеж*  4Н-мъ),  гд*  С  есть  основаше  перпендикуляра,  опущениаго  изь 
ТОЧКИ  Е  на  ваправлевш  МА. 

Всл'Ьдств1е  этого  сумма  длниъ  нитей  между  точваии  Ж,  к  А.,  умень- 
шятсл  ва  длину 


и  если  бы  вс!!  остальвыя   точки   не  получили  никакого  перем'Ьщен1я,  то 
грузъ  Р  опустился  бы  ва  ту  же  самую  д.1ину. 

Если  направленз'е  переи*щен1я  составляетт.  тупоП  уголъ  съ  иаправле- 
Н1емъ  силы  Р  (какъ  нанрни-Ьръ  въ  точк^  Щ  на  чертеже  46-мъ).  то  раз- 
Отояше  между  точкою  М  а  точкою  А  увеличится  ва  длину 


к1{М1С\)  =  —  А|г,  С08(г1,    Р,) 
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н  если  бы  вс^  остальныя  точки  не  получили  никакого  иерем'Ьщешя,  то 
грузъ  Р  поднялся  бы  на  такую  длину. 

Если  всЬ  точки  получать  кашя-либо  перем']Ьщед1я,  то  грузъ  Р  опус- 
тится на  длину,  равную: 

к1е1  С08  (ех,  Л?\)  +  Лз^г  ^08  (еа,  Г2)  + +  К^^  С08  (е^,  Г^, 

иричемъ  поднят1е  груза  скажется,  какъ  отрицательное  опускаше. 

Условхе,  что  грузъ  не  долженъ  опускаться  при  возможныхъ  перевгЬ- 
лцен1яхъ  точекъ  системы,  выразится  формулою: 


»=::п 


•=1 
ИЛИ 


^к.е.СО^{Г.,  е^)^0, 


^^^^^^С08{Г^^  в,.)^0. 


<=1 

Если  ъсЬ  связи  удерживающ1Я,  то  возможныя  варьяц1и  должны  удов- 
летворяй» уравнешямъ  (559,  Ыв)  §  75-го,  а  сл^Ьдовательно,  тогда  каждой 
ч;овокупности  возможныхъ  варьяцШ  соотв'Ьтствуетъ  возможная  же  сово- 
купность варьяц1Й  равныхъ  и  противоположныхъ. 

Принявъ  во  внимаше  это  обстоятельство,  можемъ  заключить,  что  если 
вс']^  связи  удерживаюпця,  то  грузъ  Р  не  долженъ  ни  опускаться,  ни  под- 
ниматься при  возможнБЕхъ  пером'^^щешяхъ  точекъ.  Въ  самомъ  д^л^Ь,  мы 
уже  доказали,  что  онъ  не  долженъ  опускаться,  но  если  возможны  пере- 
и^^щешя  ^1, ез,...ея,  щ>и которыхъ  грузъ  поднимается,  то  возможны  также 
перем']Ьщен1я:  —  е^ ,  —  е, , . . .  —  е^ ,  равныя  и  прямопротивоположныя  пер- 
вымъ;  при  нихъ  грузъ  на  столько  же  опустится,  на  сколько  онъ  подни- 
нется  при  первыхъ;  а  [сл']^довательно,  при  положеши  равнов^с1я  такой 
системы,  так1я  перем'Ъщевхя,  при  которыхъ  грузъ  поднимается,  должны 
быть  также  невозможны. 

Итакъ,  если  ъсЬ  связи  удерживающ1я,  то  положеше  равнов^с1я  си- 
стемы точек'Ё  возможно  только  тогда,  когда  при  всЬхъ  возможныхъ  пере- 
м'Ьщешяхъ  точекъ  удовлетворяется  равенство: 

2^^,е,С08(^',,  е.)=0 (567,   Ъ) 

<=1 
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Тахово  довааатеяьство  Лагравжа,  пои'Ьщевиое  емъ  въ  Месап14це 
&^а1;^^^ае;  другое  докователъство,  аон'^щенБое  «ь  ТЬёопе  |1еБ  1'апс1](1о» 
а11а1у1|диеЕ  (оно  также  пон'Ьщево,  въ  вид'Ь  11р)|бав1в11]я  въ  ковц'Ь  2  тона, 
9-то  иядашн,  I|Iёса^^^ие  аI1аI;^^^ие,  просиотр'Ёниаго  п  ясIIрав^енваго 
Бертравомъ),  не  1Iрииад^ежитъ  въ  числу  непосредсгвепвыхъ  дцказа- 
1«льствъ  вачала  возможныхъ  перен'Ёщен1и,  ато  есть  выводъ  выражешй 
реашВ  свявеб. 

Иаъ  чпсла  друшхъ  доназательствъ  начала  вовножввхъ  перек'Ёшен^йт 
упоиянекъ  объ  докаиательствахъ  Фурье  '),  Поансо  '),  Кошн  ^),  Липера  '), 
Карла  Неймана  ').  Лнперово  доказательство  мы  ад^Ьиь  сообшдемъ. 

Доказательство  Ампера,  подобно  доказательству  Кошн,  относится  не- 
посредственно не  къ  вача.1у  возможныхъ  перем*щен1Г,  но  къ  выводу  вы- 
ражешб  реаЕЦ18  идеальвон  связи;  оно  можотъ  быть  раэд1;лено  на  дв'Ь 
части:  въ  первое  доканываетсл,  зто  реакщи  идеальной  свазн  направлены 
по  дифференщальнымъ  нараметрамъ  ел,  во  второй  части  доказываете»,  что 
во  всЬхъ  рвака1ахъ  одной  и  то&  же  свлзи  множитель  л  одинъ  и  тотъже. 

П  ерзав  часть  доказательства  заключаете  л  въ  сл^дующенъ.  Пусть 
точки  т„  т^....»).  свлзаны  одною  свавью  (491,  Ь)  (стр.  315),  не  за&лкь 
чалощею  времени.  Если  введеиъ  (Зп— 3)  вовыхъ  связей,  такихъ,  которыа 
вакр1Ьпятъ    точки   т, ,  т., ,  ■ . . .  Мя    въ    ваннмаемыхъ    ими    положетахъ 

ЛГ, ,  М, Мщ,  ноорлинаты  коихъ  суть;  (а„  6„  ^,|,  (а,,  Ь„  (.',), . . . . ,  то 

уравнение  связи  обратится  въ  уравнев1е  поверхности: 


к(х^,    уг,    2],    «э,    Ь^.    Сг,  ■ 


■  %>  К^  о  =  о, 


а  реакщл  свази  въ  точк'Ё  т,  —  въ  реаацио  этой  поверхности;  но  реакц!» 
поверхности  направлена  по  днфференц1альнаму  паране^у  Р„  а  потону  и 
реанц1я   связи   1ш*етъ  то  же  самое   нап11авлен1е.  Уто  самое  относится  в 


')  Роиг1ег.  Мёт01ге  яиг  Iа8^а^^^пе,  соп1еш1п[  1а  йёшопяО-аЦоп  <)ирпп- 
01ре  (1ёб  у|1ебзв!>  Т1г1ие11ез  е1  1а  Шёопе  Йев  шогоепз.  Лоигиа!  (1е  1'ёсо1в 
ро1у1есЬI1^^пе.  Н  'Готе,  5  СаЫег. 

')  Ро1п501:-  Е1ёшеп1з  Йе  81аг1япе. 

')  ДоЕшзательство  Коши  можно,  между  прочвмъ,  найти  въ  механике 
Муаньо. 

')  Дтрёге.  8иг  1в  рппс1ре  йев  уНевзев  У1г1ие11е8.  Л.  йе  Гёсо1е  ро1у- 
1есЬшчие.  Т.  VI,  СаЬ,  13. 

")  Лешпапн.  1]еЬег  11а8  Ргшс^р  йег  У1г1ие11еп  ойег  йснИаиуеа 
Уе1таскнпр;еп.  ВепсЫе  йЪег  йхе  Тет11ап(11ипвеп  (1ег  БйсЬз,  6взв1ЬеЬай  йег 
■ЧР1ВБ.  гн  Ье1рг18-  1879. 


у-а. 
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ко  всякой  изъ  точевъ^  связываемы;[1Ъ  связью;  сд']^доватедьно,  реакц1и  связи 
должны  выражаться  формулами  (511)  страницы  332-й. 

Во  второй  ^асти  доказательства,  предаолсм^ается  изв^стннм^,  что  ре- 
:авц1и  идеальнаго  стержня  равны  и  дрямонротивоположны;  им']^ется  въ 
виду  доказать,  что  множители  Х^,  Х,,  Хз,..^.Х^  въ выражешяхъ (511)  равны 
лежду  собою. 

Предположимъ,  что  введены  (Зп^б)  новыхъ  связей,  закр^нляющихъ 
ъ&Ь  точки,  за  исключешемъ  тожекъ  т^  и  т^  черезъ  зто  всяв1я  перем^Ь- 
Щ6Н1Я  точекъ  ^3,  т^^..щ.тщ,  сд^^лаются  невозможными  и  равенство  вида: 
(588)  (§  81)у  которому  должны  будутъ  удовлетворять  возмо^&выя  перем']^- 
щен1Я  точекъ  т^  и  т,,  оолучитъ  сл']&дующ1й  видъ: 

Р.ПЗ,  С08(Р,,   Вз,)  +  Р,2)5,  С08  (Ра,   Вз,)  —  0. 

Пр1Юоедниим'ь  8ат]^мъ  еще  ^е'Гыре  связи:  дв^&  неподвижный  поверх- 
ности, на  воторыхъ  долаша  оставаться  точка  т^,  и  дв*]^  друпя  поверх- 
ности, на  воторыхъ  должна  оставаться  точка  т^  лин1я  нерес^чев1я  пер- 
ныхъ  двухъ  должна  быть  касательвою  къ  нанравленхю  паравютра  Р,,  а 
литя  йерес*чен1я  вторыхъ  двухъ  поверхностей  —  касательною  къ  диф- 
•ференщальному  параметру  Ра.  Всл'Ьдств1в  такого  ст-к^неши  точекъ  т^ 
и  т,,  перем']^щен1я  ихъ  станутъ  возможными  только  по  направленхямъ 
дифференщальныхъ  параметровъ  Р^  и  Рэ  или  по  направлен1ямъ  прямо- 
яротивоположнымъ,  т.-е. 

С08  (Р,,  Вз,)  =  ±  1,  С08  (Рз^  Вз^)  =  =^  1, 
■а  потому  вышеприведенное  равенство  получить  видъ: 

»  :^  Р^в,  ^  Р,^)в,  =  о  ; (591) 

ВО  дифференщальеые  параметры  Р^,  Р^  и  перем4щен1я  Вз^^  Вз^  суть  ве- 
личины положительный,  сл-Ьдовательно,  равенство  (591)  требуетъ,  чтобы 
внаки  косинусовъ  были  противоположны,  т.-е.,  если  перем-Ьщеше  Вз^  на- 
правлено по  Р,,  то  перем-Ьщете  Вз^  должно  быть  направлено  противопо- 
ложно Ра,  или  обратно;  во  всякомъ  случа*,  равенству  (591)  можно  дать 
сл'Ьдующ1й  впдъ: 

Р,В8,=Р,В8, (592) 

Дал']Ье,  свяжемъ  точки  т^  и  т^  идеальными  стержнями  съ  н']^которою 
постороннею  матерьяльною  точкою  -4,  къ  которой  приложимъ  некоторую 
силу  Р  такимъ  образомъ,  чтобы  вся  система  оставалась  въ  положеши 
равнов']Ьс1я. 


•:)та  лила  1^  р&»овБеть  рваящи  А,  и  Л,  въ  сгержнлхъ  ЛМ^  н  ЛЖ„а 
чрезъ  посредство  стерпней  разовьются  вътичвахъ  М,  и  М,  реакидв  т-Ьхь 
свявсЁ,  которым!,  эти  точна  подчнаеиы. 

Надо  ааиЬтигь,  что  воамолшыя  положения  точки  А  обраауютъ  неко- 
торую воверхность,  и  для  того,  чтобы  эта  точка  находилась  въ  положешн 
.рашюЬси,  иеобходнно,  чтоСш  сила  Р  была  перпеидикуллрна  къэтойио- 
верхпости,  а  сл-кдовагсльво,  и  ко  всяко!!  лин1и,  которою  ножетъ  описы- 
вать точка  А  при  вояможпыхъ  переы-Ъщсихяхъ  точекъ  М,  в  ЛГ,;  пусть 
^3  есть  эломеит'ь  одной  ииъ  гакпхъ  лин1н,  т.-е.  воанохкое  перен'Ьщетв 
точки  Л\  дли  равнои'кхя  пеобходинр,  чтобы  бнлъ: 

сов  [Г,  Оз)  =  0; 

съ  другой  же  стороны,  такъ  какъ  сила  2Г  и  реакции  ^Л,и^Л](черт,4Т), 
прплохенвыя  Еъ  точк'Ь  Л,  должны  вцаиино  уравнов'Ёшиваться,  то  должно 
-КМ'Ьть  и^то  следующее  равенство: 

Д,В5С05иж,,  ВД  +  Д.Х)асо8иМ,,  Вз)— О  .  .  .  .  (593) 

при  всякихъ  аначешяхъ  возкожныхъ  пвреисЬщешй  точка  А. 

Точка  М,  тоже  находятся  въ  положен!»  равнов'Ьс1л,  поэтому  реакц1л 
2И,Л,  стержня  М,Л,  реактя  \Р,  связи  н  =:0  и  реакц!я  Л,  лян1И  пере- 
с11чен1я  двтхъ  поверхностей,  на  кото|»оЯ  должна  оставаться  точка  ЛГ„  — 
эти  трп  реакп1И  должны  взаиино  у  равно  вмешиваться-,  но  такъ  какъ  реав- 
Д1Я  Ж,  перпендикулярна  къ  нацравлев1Ю  Р,,  то,  нроэктируя  эти  три  ре- 
&БЦ1И  на  это  напраыен1е,  получпмт.: 

Л1  соя  (Ми,    Р1)  +  ).1Р1  =  О, 

или 

Л1со&(ЛЩ  Р1)  =  )-1Р1; (594) 

точво  также  получнмъ  сл'Ьдующее  равенство: 

А^с09(аЖ,  Ра)  =  )^5Р. (595) 

Къ  этоиу  надо  еще  прибавить,  ^то  воаиожныя  пере1гЁщев1я  коядовъ 
идеальны  хъ  стержне  б  должны  удовлетворять  равевстваиъ: 

2)5,  СОЙ  (^Ж.  Х'5,)  =  -Озсоз(2м;,  2>з) (596) 

1>5,  С08  (АМ,.  Оз,)  =  От  С08  им.,.  Вэ) (597) 
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Понножимъ  теперь  равенство  (594)  на  2)«],  вычтемъ  изъ  него  равен* 
ство  (595),  помноженное  на  Вз^  и  применъ  во  внимаше  равенство  (592); 
получимъ: 


АгВ8х  С08  {ЛМх^  РО  —  Аа1)5а  С08  {АМ^^  Ра)  =  (>^1  —  У^^РгВВг^ 

таЕъ  какъ  Вз^  направлено  по  Р^^  Еогда  Вв^  направлено  противоположно 
Рз  или  обратно,  то  первую  часть  этого  равенства  можно  представить 
таЕъ: 


=Ь  [К^ВЗг  С08  {АМг,  ВЗх)  +  Аа^^а  С(>8  {ЛМ2,    Рз)]; 

изъ  равенствъ  же    (596),  (597)  и  (593)    сл'^дуетъ,   что   эта   сумма   равна 
нулю;  а  потому  должно  быть 

(;^.  -  к)Р^Щ  =  о 

при  всяБихъ  8начен1ахъ  перем^Ьщен1я  В81;  это  требуетъ,  чтобы  Х^  равня- 
лось Х,. 

Подобнымъ  же  образомъ  докажемъ,  что: 

Доказательство  Боши  отличается  отъ  доказательства  Ампера  только 
т']^мъ,  что  точки  9п,  и  т^  связываются  равноплечнынъ  рычагомъ  и  при- 
томъ  принципъ  рычага  предполагается  уже  изв']Ьстнымъ. 

г  ,  '•■•',,     ...."ллг.    .  г1сч' ..,,  -^6*4*^  :^иг11  ч   .,,  Лг'^п     /.-■'/.'/;      {.>.л">. 

,    ."..    '. ..     .     с.  ...  ^:^"-5- 27^- 

1^   ...".  ■■  ■  


ПАВА  VI. 

Объ  интегралахъ  совокупныхъ  дйфференц1альныхъ  уравненШ 

движен1я  системы  точекъ. 

§  83.  Первые  ■  вторые  интегралы  дифференщаль- 
ныхъ  уравнен18  двжжен1я  данной  сжстены  точекъ;  число 
постоянныхъ  пронзвольныхъ. 

Въ  §  71-мъ  было  СЕазано,  какъ  изъ  дифференцхальныхъ 
уравнешй  движешя  (517)  §  70-го  подучить  н  совокуцныхъ  диф- 
ференцгальныхъ  уравнетй  втораго  порядка,  закдючающихъ  столько 
же  пезависииыхъ  координатъ  и  ихъ  производный .  по  времени. 
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Эта  совокупность  даффсревц1альянхъ  уравнетЯ  должна  иоглу- 
жять  для  орред'Ьлен1я  вида  т*къ  н  функц|В  отъ  времени,  которыми 
нырнжаютси  независимыл  коордоваты  системы  двужущихся  точекъ. 

Если  эти  я  фувкщй  будутъ  оыреД'Ьлины,  то  фувкфи  времени, 
вырахающ1Л  закоЕЪ  из]1'БЕ1ев1я  р  зависииыхъ  координатъ,  опре- 
д'Ьлатся   изъ  ураввен1Й  связей  (491,  1),  (491,  2), .  ,  .  .  (491,  р). 

Для  сох|)авен1я  сиииетр1и  въ  т*хъ  формулахъ  и  выражешяхъ. 
воторыя  вы  будемъ  писать  въ  настоящей  главЬ,  предиоложииъ,  что 
декартовы  координаты  когутъ  быть  выражены  фуякц1вми  отъ  к 
независимыхъ  координатаыхъ  вараиетровъ  д,,^,,...■^н,  приэтоиъ 
ны  можймъ  дяжо  допустить,  что  эти  функции  заключаютъ  время 
явиыиъ  образомъ.  Пусть  (526)  (§  72)  суть  эти  выраже(11я. 

Д'Ьлая  такое  предположен!?,  иы  нискольео  не  ограяцчиваенъ 
общности  аашихъ  разсуждея!й,  потому  что  независимыя  д<.'картовы 
координаты  иогутъ  быть  разсматриваены,  какг  независимые  ко- 
ординатные параметры. 

Для  опрел'Ьлсв1я  вида  т^хъ  функ,Ц1Й  нреиепя: 


д.  =  10,  9.  =  Ц0, -...?«  =  Ш, 


(598) 


которыя  выражаютъ  законъ  из11*яеа1Я  коорданатпнхъ  параметронъ 
при  движенш  системы  точекъ  подъ  вл!яшемъ  данвыхъ  си.1ъ,  надо 
найти  надлежащее  чяело  интеграловъ  совокупности  (531)  (§  72) 
дифферевц1альныхъ  уравнен!^  Лагранха. 

Относительно  интегрировавк  и  интеграловъ  этихъ  дяфферен- 
ц!альныхъ  у|)авнен1Й  наиъ  придется  высказать  много  сходваго  съ 
тФмъ,  что  уже  сказано  въ  §  18  (стр.  46 — 59)  относительно 
интегрирован1я  диффер''иц1альнахъ  ураьнотб  движеЯ1й  одн^^й  сво- 
бодной иатерьяльвой  точки;  поэтому,  при  нзложеши  н'Ькоторыхъ 
пунктовъ  настоящаго  иараграфа,  мы  будемъ  выражаться  сжато, 
безъ  подробныхъ  объяснен1й. 

Фуякп1и  (598)  должны  удовлетв(фять  дифференц1альны1ъ 
уравнен1ямъ  (531),  обращая  нхъ  въ  тождества. 
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Ивтегр11рован1е    дифферевц|альвы:<ъ  уракнеа^б  (531)  иохетъ^ 
быть  произведево  по  способу  соетавлсН1я  рядовъ: 


},=  'Л.+  9>.»  +  Ч' 


1.2 


+  !.. 


:+...,')..(599,к)1 


вырахающихъ  раалохвшл  исбоиыхъ  фунсц1й  въ  строки,  раешю-] 
женныя  по  возрастающимъ  степенимъ  разности  ((: — ^о)— **; ' 
какой-либо    монентъ    двихеЕ1Я;    величины    координатвыхъ  пара-1 
иетровъ  въ  ноневтъ  ^  мы  условимся  обозначать  зваиаяи: 


!^101    Ч'01  • 


■  1т, 


тщ 


величавы  провзводныхъ  ц^,  гу, ^^■ 

Ч'т,    '/„,....'(„,    ■ 


....  (601)1 

и  т.  д.  Знадев1я  вторыхъ  и  высотихъ  производаыхъ:  г/^",  9^",  • 
для  момента  ^0  вырааятся  функц1ами:  отъ  1а,  отъ  величинъ  (600)  в 
отъ  величинъ  (601);  ати  выражев1я  нолучиит.  изъ  дш1|ференц1альвнхъ 
уравнен1Й(531)и  изъ  производи ыхъ  отъэтихъ  уравнен1Й  повременЕ;! 
Ряды  (599)  долхбы  выражать  искоиыя  функфи  (598);  сл%4 
довательво,  эти  фунац!и  должны  заиючать,  кром*  I,  еще  /ц^ 
величины  (600)  и  величины  (601),  т.-е.: 

5»=^(Г,  (о,  ^го,  (IV', д^о,  1т  (/*!= 3-),  ■   (5^ 

гд*  к  означаетъ  каждое  изъ  чиселъ  1,  2 н. 

Если  изъ  дифферонц1альныхъ  уравнев1&  (531)  помощью  каи 
кихъ-либо  преобразований  нохно  получить  уравнение  такого  вида: 

1  =  0, (602,  1]) 

гд^  ч),  есть  какая-либо  функц1я  отъ  /,  д,,  ?,,---3«,  1 ,,  (I,,- 
то.  интегрируя  уравнеа1е  (602,  1),  получииъ  равенство: 


I  котлрое-либо  изъ 'шсе.п:  1,2,3,... 


гд4  С,  есть  произвольнад  постоянная;  равенство  (603,  1)  есть 
один'Ь  иэъ  первыхб  интараловъ  совокупныхъ  дифференц1альннх'ь 
уравнешб  (531). 

Ураввен1е  (602,  1)  обращается  въ  тождество,  если  вместо 
втОрнхъ  производвыхъ  д',  д-/,  ....  д/  подставимъ  въ  него  вы- 
рахешл,  получаеиия  для  этихъ  производвыхъ  а^ъ  дифференц1аль' 
ныхъ  уравнен1В  (531). 

По.1охинъ.  что  ни  нашлв  м  первохъ  ивтеграловъ: 

^,  =  С„  <?,  =  €„ ч'«=С«> (603) 

тикихъ,  что  получаемыя  изъ  нихъ  ура8нев1я: 

^  =  0,^  =  0 1-  =  о (602) 

равносильны  совокупвостидиффрревц1альанхъуравнешЙ  (531),  т.-е., 
что  ВС*  уравнешл  (531)  могутъ  быть  получены  изъ  уравнешй  (602); 
въ  такоиъ  случае  эти  к  первыхъ  интеграловъ  (603)  могутъ  слуаить 
для  выражен1я  величинъ  д/,  д,', (/„'  въ  фунцщяхъ  отъ  вре- 
мени /-,  отъ  координатввхъ  параметровъ  и  отъ  н  нроизвольвыхъ 
постоянаыхъ  С,,  С С„;  пусть  эта  выражения  будутъ: 

^^=Ш^,  ?..  д„  - . .  '/«•  с?,,  С„  ....  СД  .  .  .  (604,  к) 

гд*  к  означаетъ  Еаждое  изъ  чиеелъ:   1,  2, . . . .  «. 

Если  изъ  и  первыхъ  интеграловъ  (603),  помощью  какяхъ- 
дибо  преобразован!!,  иохно  подучить  уравнение  такого  вида: 

#=0. (605,1) 

гд4  Ф,  есть  какая-либо  фунЕщя  отъ  (,  отъ  коордвнатннхъ  ца- 
раиотровъ  и  отъ  н  произвольныхъ  постояиннхъ  о,,  с,,  .  .  .  Сн, 
то,  интегрируя  уравЕен1й  (605,   1),  получимъ  равенство: 

ФМ^ЧаЧ, 9«,  С,,  с:„....0„)=г„  .  .  (606,1) 

гд*  г,  есть  произвольная  постоявнаа;  равенство  (606,  1)  есть  одинъ 


а-^у 
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изъ  вторыосъ  интегралоеъ  совокупныхъ  дифференцгальныхъ  уравне- 
шй  (531). 

Положимъ,  что  мы  нашли  н  такихъ  втррыхъ  интеграловъ: 

Ф.=1\.  Ф,=Г„....Ф.=Гн,  ....  (606) 
что  получаемня  изъ  нихъ  уравнен1я: 

-Ж  =  ^^  ^Г  =  0,....-^=0 (605) 

равносильны  совокупности  первыхъ  интеграловъ  (603),  т.-е.,  что 
ВС*  равенства  (603)  могутъ  быть  получены  изъ  уравнешй  (605); 
въ  такомъ  случа*  эти  н  вторыхъ  интеграловъ  (606)  могутъ  слу- 
жить для  выражешя  воординатныхъ  параметровъ  въ  функц1яхъ 
отъ  времени  I  и  2н  произвольныхъ  постоянныхъ;  пусть  эти  вы- 
ражешя будутъ: 

?*=  ФД  Оо  С,,  • .  •  •  <^н,  Г,,  Г„ . . . .  Г„),  .  .  (598,  А,  к) 

гд'Ь  к  означаетъ  каждое  изъ  чиселъ:  1,  2, ....  н. 

Выражешя  для  ^^|  получатся  или  непосредственно  изъ  вы- 
ражешй  (598,  А),  взявъ  производный  по  времени  отъ  функп;1й  ^^ 

или  изъ  выражешй  (604),  если  зам'Ьнить  въ  нихъ  ^^,  ^^, ^н 

функщями   ф,,  фз, .  .  .  .  ф„. 

Между  произвольными  постоянными  С,,  С^, . .  .С„,  Г,,  Г,, . . .  Г„, 
величиною  ^0  и  величинами  (600)  и  (601)  существуетъ  зависи- 
мость, выражаемая  2н  равенствами  вида: 

?*(^0»   ?10?   ЗгО?   •   •   •  ^ноу   ?10>  5^20)   .  •   •  2но)^^Ок  .     .     .     (607,   К) 

Ф*(^о»  Й'ю?  ?2о, .  .  •  ?мо>   (^и   ^2,  .  .  •  (^н)  =  1\  »  •  •  (608,  к) 

(гдЪ  к  означаетъ  каждое  изъ  чиселъ:  1,  2, . . . . »). 

Эта  же  зависимость  можетъ  быть  представлена  подъ  видомъ 
слЪдующихъ  формулъ,  выражающихъ,  что  величины  (600)  и  (601) 
могутъ  быть  разсматриваемы,  какъ  функщи  отъ  1о  и  2н  произ- 
вольныхъ постоянныхъ: 


я,.  =  *.('•,  с„с„. 

■  ■  С-'..  Г,,  г„ . 

. .  г.)  . 

.  (ВО»,  к) 

5'к= +,'!'.,  С'„  (.'.,. 

..(;„  г,,  г„. 

. .  г.); . 

.  ((ПОД) 

отсюда  сл'Ьдуетъ,  что  величиви  ("600)  и  (601)  столь  же  проаз- 
иольны,  какъ  и  постоявньш   С\,  С\, ....  С'„.  Г,,  Г^,  .  .  .  .  Г«. 

Функц1в  1^4  (598,  А)  обратятся  въ  фувЕц1и  ^^  (598),  если  про- 
изнольвыа  иостолвнвл  С»  и  Г^  выразить  ио  фориуланъ  (607)  и 
(608)  функц|я|1и  отъ  /„  и  отъ  величинъ  (600)  и  (601). 

Моиентъ  1.  называютъ  нпчальнымъ  моментомъ  времени,  хотя 
оиъ  кожетъ  быть  взятъ  гд%  угодно  пи  протдхоп1и  всего  вренени,  т- 
нииаеиаго  разсматриваеиииъ  х^жжшеаъ  системы  точекъ;  величина 
(600)  суть  координатные  параметры  иат/лънаю  подоженгя  системы 
и  могутъ  быть  вазвавы  начальными  величинами  координатныхъ 
параметровъ;  величины  (601)  когутъ  быть  названы  начальными 
величинами  произиоднихъ  ?1 ,  у,',  •  ■  ■  ■?"'•  проэ1СЦ1И  ва  оси  Х"", 
У"'*,  2""  началъныссъ  скоростей  точекъ  системы  опред'Ьлятея  изъ 
формулъ  (533)  §  73-го  но  величивамъ  (600)  и  (601). 

Въ  т'Ьхг  случалхъ,  когда  будетъ  возможно  и  нужно  для  упроще- 
шя  формулъ,  будемъ  считать  время  отъ  вачальнаго  «оивйта,  волагал 
/ц=0;  тогда  вачальныя  величиан  координатвыхъ  параиетр'^въ  бу- 
деяъ  обозначать  знаваии:  1\,к^,  . .  .  .  к„,  а  начальння  величины 
нервыхъ  вровзводвыхъ  отъ  коордпнатныхъ  параметровъ— знаками: 
X,,  X,, . . . .  х„;  начальный  величины  дскартмвыхъ  тсоординатъ  точекъ 
системы  будемъ  обозначать  буквами:  а,,'),,  с,.  а^,1>^,с\, ...  «„,  ^,, '^,, 
я  иачальвыл  величины  нро9кц1&  скоростей  точекъ  системы  на  оси 
Х""   У"  ^Г"— буквами  а,,  р,,  7,,  а,,  р,,  т,, в„  р.,  -г.. 

Изъ  вышесказаннаго  видао,  что  функц'ш  времени,  выра- 
жающгя  закпт  измгьнетя  коордияашныхъ  пйраметроаъ  дви- 
жущейся системы  п  матерьялъныхг  точекг,  связанныхъ  р  свя- 
зями, закАючаютъ  въ  себть  2н  постоянпыхь  произволъны.1-г; 
столько  же  прпизвольныхъ  постоянныхд  заключаютъ  и  тть 
функцш  времени,  которыя  выражаютъ  законъ  измгьнемя  де- 
«артовихг  координатъ  встьхь  точекъ  системы. 


Существовав  16  произвольныхъ  иосткявяыхъ  въ  функцкхъ  >\.^  по- 
казываетъ,  что  при  л^йствш  данньтхъ  аздав^еиыхъ  силъ  система 
мохетъ  совершать  безчисленное  множество  раэличвызъ  дввхев1Й, 
рлзлвчающвхсл  количествеввыии  звачеЕ1ями  вроизвольвыхъ  по- 
стояниыхъ,  И1И,  что  то  же  самое,  воличествевыыии  значениями  аа- 
чальнихъ  величивъ  коордниатныхъ  иаранетровъ  я  ихъ  первыхъ 
провзводвыхъ. 

11рИ111'Ьчан1е.  При  помощи  выражешй  (543)  §  74-го, 
первый  части  первнхъ  интеграловъ  (603)  могутъ  быть  преобра- 
зованы въ  фувЕЦ1а  отъ  ^,^„(^.,,.  ■   -Чк,  р,,р.,, Рн,  »ти  функц1и 

будемъ  обозначать  зна1Сонъ  ф;  например!,  интегралъ  (603,  1) 
похучитъ  сдгЬдующ!&  видъ: 


ч<, 


ч„  ч„ 


■2».  Р„Р„ 


.г'.)=с 


(603, 1,  Ьв) 


Начйльныя    значеа1Я    величинъ   р^,  р^, .  .  .  .  р„  будеиъ  обо- 
значать таЕъ: 


$  81.  Интегралы  совокупноста  (554)  даффе|1енц1аль- 
ныхъ  ураввев1й  иерваго  порядка. 

Въ  §  74-нъ  было  показано,  что  еовокупныя  дифф(!ренц1аль« 
ныл  уравнения  Дагранжа  могутъ  быть  заи4нена  совокуиностью 
Гаиидьтоновыхъ  дифференц1альныхъ  уравнешЁ  (554)  (стр.  376) 
аерваго  порядна. 

Имте^^тломъ  этой  совокупноити  (554)  называется  всякое  ра- 
венство вида: 


Л'/,, 


.  -9..  Р,,Р,, Л)  =  С, 


(611) 


(гд4  С — произвольвая  постоянная),  удовлетворяющее  сл^дующеиу 
требован!»:  полная  производнал  со  времени  отъфункц]и(^<,т.-е.сужма 


аф М  _и  V   ^  ^  д,  °Ё_  ^1 


(613) 


должна  обратиться  въ  вуль  тождественно,  когда  вместо  производ- 


ныхъ  5,'  и  р^'  будутъ  подставлены  равння  имъ  вторая  части 
уравнея18  (554). 

Вся  совокупн'^сть  (554)  дифференц1альнБ1^хъ  уравнен1й  перваго 
иорлдка  будетъ  ппилн'Ь  проинтегрирована,  если,  '/,,  (/,>  ■  -  ■  -  2«  и 
Р,^  Рз^  •  ■  •  Рч  ^УДУ1"Ь  ввражеаы  таЕЯНИ  фувкшйнв  вреиени,  ко- 
торый обрав^аютъ  Лйффиревц1альаыя  уряввев1я  въ  тождества. 

Выражения  эти  могутъ  быть  получены,  еслв  вайдеиъ  2н  ин- 
теграловъ 

Ф.=с,,  ф^^а^, .... ф^^с^ (613) 

данной  совоЕупности  (554);  притоиъ  эти  интегралы  должны  быть 
таковы,  чтобы  совокупность  равенствъ: 

11^  =  0,  •*=о.....%=о (614) 

была  раввосильна  совокупности  (554),  то  есть,  чтобы  чрезъ  решете 
равенствъ (614)  относительно  ^)/,  р^', ..  ■•р„',^,',  д^', $„'  полу- 
чились бы  всЬ  ди|]1ференц1а1ьвня  уравнев1Я  совокуивости  (554). 

Если  таЕ1е  2н  иатеграловъ  будутъ  найдены,  то^  р^шивъ  ихъ 
относительво  величннъ  р,,  р,,  ■  • .  .р„,  ^„  д„  .  ■  .  ■  (/■,  подучниъ 
исЕоиыя  вырахен1я  атихъ  велжчинъ  въ  фувкц1лхъ  времени;  эти 
функц1И  будутъ  заключать,  крон^  вреиени,  2к  произвольаыхъ 
постоявныхъ   С,,  С„  .  . .  .Сз„. 

Всякое  равенство  вида: 

Иф.,  ф А.)=С' (615) 

есть  интегралъ  совокупности  (554),  потому  что  полная  производ- 
ная первой  части  его,  а  ииеняо: 

ар  _дР  ^,    ,    дР(1ф^,  I     дР  «^01и 

обращается  въ  нуль  тождественно  прв  занФщен^и  провзводныхъ 
5г/,  9,', .  ■  .  .  9«',  р,',  ^>,', .  .  .  .  р«'  вторыми  частями  дифферен- 
п;1альникъ  уравнен1Й  (554),  такъ  какъ  такое  зам^п^еше  обра- 
щаетъ  въ  нуль  полная  производння  по  I  отъ  ф^,ф^,  —  фы- 


л  4^. 
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ВслБ1й  НОВЫЙ  интегралъ: 

Ф{^1  ^^у  ^а» г«»  Р,>  Р2> 'Рн)=С .  .  .  (611) 

той  же  совокупности  (554),  отличающШся  отъ  2«  интеграловъ  (613), 
можетъ  быть  представленъ  подъ  видомъ(615).  Для  того,  чтобы  убе- 
диться въ  этомъ,  представимъ  себ4,  что  мы  исключили  изъ  ф  вели- 
чины у^,  ^^,  —  Ун,  РоРзу Рн  при  помощи  равенствъ  (613); 

повидимому,  ф  должно  тогда  обратиться  въ  функц1ю  отъ  ^,  С^,С^^ 
Сз, Сзн,  т. -е.,  въ  функцгЕО  отъ  I,  ф^у  ф^^ ^2« 

Ф=А*у    Фо    ФаУ Ф2н\ 

но  легко  убедиться,  что  функц1я  /*  не  должна  заключать  вре- 
мени явнымъ  образомъ;  въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  полная  производная  отъ 
/*  по  ^,  то- есть  : 

должна  обращаться,  при  посредств*  равенствъ  (614),  въ  нуль; 
поэтому  дожно  быть: 

значитъ  функц1я  /*  должна  быть  функщею  только  отъ  ф^.^  фа,...  ф%н- 
Изъ  сказаннаго  сл^дуехъ,  что  хотя  совокупныя  дифференщаль- 
ныя  уравнев1я  (554)  им'Ьютъ  безчисленное  множество  интеграловъ, 
но  только  2и  изъ  нихъ  суть  интегралы  независимые,  всЬ  же  прочзе 
интегралы  суть  Н'Ькоторыя  комбинацги  независимыхъ  интеграловъ; 
притомъ  любые  2н  интеграловъ  могутъ  быть  приняты  за  независимые, 
если  изъ  нихъ,  путемъ  полнаго  дифференцирован1Я  по  времени, 
могутъ  быть  получены  вс:Ь  дифференцхальння  уравнен1я  совокуп- 
ности (554),  какъ  указано  относительно  интеграловъ  (613). 

Каждый  изъ  интеграловъ  совокупности  (554),  по  зам'Ьщен1и  въ 
немъ  величинъ  р^^р^у  •--  -Рн  выражешями  (542)  параграфа  74-го, 
обращается  въ  одинъ  изъ  первыхъ  интеграловъ  дифферендзальныхъ 
уравненШ    движен1я  (531)  параграфа  73-го;   поэтому   посл^днхя 


у; 


» 


—  425  — 

ия'Ьютъ  беачиилеивое  множество  первнхъ  иптегр11Ливъ,  но  только  2м 
изъ  пио  суть  ивтегралы  независимые,  проч1е  же  лервые  вше- 
гр!1ла  суть  К011бввац1и  неэавлсимыхъ  оервыхъ  внтсграловъ. 

Въ  сл^дующихъ  трехъ  главахъ  будутъ  показаны  некоторые 
пр10мы,  При  ПОМОЩИ  которыхъ  иогутъ  (1ыть  найдены  некоторые 
изъ  интеграловъ  дифференщальныхг  урапиен!!)  движен111  системы 
точекъ  въ  т*хъ  случаяхг,  когда  аадаваемыя  силы  и  связи  удо- 
влетворяютъ  оиред^ленвыиь  услив1яиъ. 


ГЛАВА  УП. 


Законъ  движен1я  центра  инерцш. 


^^р         §  83.  Согтавленк  диФФсренцЗальныхъ  урдввен1н  дан- 
^Ш     ж«в{л  центра  нверцш  системы  матсрьяльпйхъ  точекъ. 

^*  Сложимъ  диффрренц1альння  уравнен1я  (517.а1)  (517.а2). . . 

...  (517,  а  и)  параграфа  70-го,  получииъ: 

Ш    '§ш,х:'  =  |"х  -ь  иь.)'|Д  +.-.■+ '■Ч)"!" Й ;  ■  ■  ■  **^*'*'  *> 

точно  также,  сложивъ  всЬ  тФ  уравнен1Я  (517),   который  заою- 
чаютъ  вторы)!  нрьизводныл  отъ  координатъ  у,  получямъ; 

■|»л"  =  Ъ,  +  и.,)|'|;  + . . . . +м.Л^ ;  ■  • .  (в1в,  Ь) 


сложивъ  ^{ат^н'ь  всЪ  остальные  ураннив!л,  т.- 
..(517,  с  п),  получияъ: 


,:(517,с1)(517,е2).. 


=  2^,  +  К^,)Щ  +..■  ■+)^{нр)2  4  ■  ■  ■  ■  (**^*^'  «> 


Ч[\-$^ЛЬ. 


426 


овъ 


Вторыя  части  этихъ  уравнвн1й  суть  проэкщи  на  оси  Х""*,  У 
и  ^**"*  геометрической  суммы  встьха  задавммыосъ  силъ  и  всгьосъ 
реакцгй  связей^  приложеннихъ  ко  всгьмъ  точкамъ  системы. 

§  86.  Центръ  инерц1ж  сжстены  натерьядьныхъ  точекъ. 

Если  геоиетрическая  суииа  всЬхъ  силъ  и  всЪхъ  реаБц1й  свя- 
зей равна  нулю  во  все  время  движешя  системы,  то  тогда  диф- 
ференц1альныя  уравнен1Я  (616)  обратятся  въ  сл'Ьдующ1я: 


%=:п 


%:^П 


<=П 


2т,а;/'=0;    '^т,у''=0;    2»».-г/'  =  0 (617) 


«=1 


•=1 


*=1 


Очевидно,    каждое    изъ  этихъ   уравненхй    можетъ  быть  про- 
интегрировано два  раза:  первые  интегралы  будутъ: 


•ГГП 


%=П 


%=п 


2т,л;/=(7г,  ^т.у!  =  С2\   ^т.г!~Сь\ 


%=\ 


%=! 


%=1 


(618) 


вторые  интегралы: 


%=п 


2тд=С1«+Г„ 


\ 


•=1 


«=п 


^1^&^=С^^+V^ 


%—Х 


»=п 


2т.^.=  (7з<+Гз, 


•гг! 


(619) 


Представимъ  себ*  точку  С,  координаты  (а?с,  Ус,  ^с)  которой  свя- 
заны еъ  координатами  всЪхъ  точекъ  системы  сл'Ьдующиии  равенствами: 


Хг.= 


Уе  = 


т^а?^  +т^2 + » * "  +  ^«Д^и 


5«  = 


_^  ^4*^4  +  ^2^а  +  -  • » » +  ^«^е?. 


т^  +^а+««»«  +  ^11 


..  (620) 


Тогда  интргралимъ  (1)19)  можно  будетъ  дать  сл*дующ1й  видъ: 


М  ^=  }И1  +  *На  -]-  .  .  .  .  +  "*« 


(621) 


есть  масса  всей  системы,  т.-е.,  суииа  яжсъ  всЬхъ  точоеъ  систолы. 

Интегралы  (»>19  Ъ1з)  выражаютъ,  что  точка  Гдвяжется  равво- 
н1Ьрно  в  пряиолвнеЗво,  вричемъ  скорость  ея  такова,  что  сслпбы  эта 
точка  йыла  иатерьяльною  точкою  и  иасга  ея  равнялась  йы  масс*  всей 
системы,  то  количество  движеи1Я  этой  точки  С  равнялось  бы  геоме- 
трической суяи*  количествъ  движен1й  вс'Ькъ  *очекъ  системы. 

Эта  точка  С  называется  центромъ  инерцги  системы  точекъ. 

§  87.  Закоыъ  движев1я  центра  иверц1и  системы  иа- 
терьяльныхъ  точекъ. 

На  освовав1н  выраж1!Н13  (620)  лервыя  части  дифферен1[1альцыхъ 
у равнен1Й  (6 1 6)  иогутъ  быть  представлены  подъ  следующим!  вядомъ: 

М^^.   ЛГ%.   М%; 

тогда  эти  уравнен1Я  (6 1 6)  обращаются  въ  дяффереяфальныя  уравпе- 
Н1Я  двилен1я  иатерьяльной  точки,  совпадающей  съ  центромъ  ияерЦ1И 
системы,  масса  которой  равна  иассЁ  всей  системы  и  къ  которой  какъ 
будто  приложены  всФ  яадаваеиыя  силы  и  всф  реаЕЦ1Я  связей, 
приложенння  въ  действительности  къ  точкамъ  системы. 

Такимъ  образоиъ  ди||>фсренц1альныл  уравнев1я  (616)  выра- 
жаютъ сл*1уЮ1Е(!й  общ\й  законе  движенгя  какой-либо  системы 
точекъ,  называемый  зпкономъ  движетя  центра  инерцги: 

Центръ  инерцги  системы  матеръяльныхъ  точекг  движется 
такимъ  образомъ,  кагсъ  будто  бы  это  была  свободная  ма- 
терьядъная  точка,  въ  которой  была  бы  сосредоточена  масса 
всей  системы  и  кг  которой  были  бы  приложены  есть  зада- 
ваемыя  силы  и  реакцги  связей. 

Въ  таЕомъ  вид'Ё  атотъ  законъ  есть  д'Ьйствительно  общт  законъ 
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двгжевш,  такъ  какъ  овъ  ин'Ёетъ  й'бсто  ири  всинихъ  залаварныхъ  | 
силахъ  и  при  воякихъ  свлзяхъ;  подчивял  свлзе  и  задаваеиыя  | 
силы  нижесл1(дующимъ  ограяячшямъ,  мы  получииъ  сл4дующ1Я  ] 
саец1альвыл  формы  этого  закона,  вк'Ьющ1л  н'Ьсто  во  иногахъви-1 
просахъ  я  задачакъ  иеханяки. 
|.  Когда  гео»<!три1есБал  оунма  всЁхъ  рм|[ц1Ё  связей  равна! 
нулю,  тогда  уравнения  (616)  получаютъ  сл^дующ^й  видъ: 

Ш  %!  =  |\;    Ж  '^^  =  1" У,;    М  "^  =  %,  . .  .  (616, А)  1 


т.-е.  когда  геометрическая  сумма  вслш  реактй  связей  'равн№  1 
нулю,  тогда  центуъ  инериги  системы  двиокется,  какъ  Сво-- 
бодная  машерьяльная  точка,  еъ  которой  сосредоточена  вся  1 
масса  системы  и  къ  которой  приложены  всгь  за1да9ае,иыяЛ 
силы;  эта  специальная  форна  закона  движоа1я  центра  инерции  | 
яв'Ьегъ  н11сто,  между  ярочимъ,  въ  сл4дующнхъ  случаяхъ: 

о)  к01да  ваь  точки  системы  свободны, 

Ь)  когда  реакцш  связей  попарно  равны  и  //рямопротиво- 
положни;  наприн'Ьръ,  если  вс:Ь  снлзи  суть  ндоальныя  связи,  ука-- 
заняня  въ  прии*рахъ  53-иъ,  54-иъ  и  55-мъ  (см.  стр.  336 — 338, ^ 
344 — 346)  и  соедиаяюш,]я  точки  системы  между  собою,  но  ; 
съ  посторонни  ИИ  или  яспоДБихными  точками. 
%,  Когда  не  только  геометрическая  сумма  воьхъ  реакцш  равнаА 
нулю,  но  также  равна  нулю  и  геометрическая  сумма  всльхъ  за  ■ . 
даваемыхъ  силъ,  тогда  получается  еще  бол'Ье  частвая  форма  закона  1 
лвижен1н  центра  иверщи,  а  именно  тогда  г^ентръ  инерцш  системы- 
движется  макь,  какъ  двигалась  бы  по  инерг1т  матерьяльноя  1 
точки,  вг  которой  была  бы  сосредоточена  масса  всей  системы;  ] 
въ  этихъ  случаяхъ  иы  ии'Ьеиъ  тесть  ивтеграловъ  (618)  и  (619).] 
дифференц1альвыхъ  уравиеи1й  движевш  системы  точекъ. 

Если,  няприи'Ьръ,  вс^  точки  систеив  свободны  в  всЪ  задаваемыя  I 
силы  суть  силы  взааивод1^аств!я  между  точками  системы,  иопар10.1 
равный    я    црамонротивонололныя    (такъ    что    всякой  свл'Ь  ^/1 


(черт.  48),  1111ИЛ0ЯСН11ОЙ  кг  |'Двой  взъ  точекъ,  соотв'Ьтствуртъ 
сила  Ж/  рлвш1Я  ей    и  пряяоиротивоп1>ложаая,  ирильжоинм    къ 

другой  точк*  системы),  ти  тогда  геоиетричоска;!  сумм;!  вс4хг  за- 
дававжвхъ  силъ  бу.'[егь  равни  нулю,  а  оотому  псигр'ь  инерц1и 
системы  будетъ  двигаться  равяоиЪрно  и  прлмоливейв». 

Нъ  ]гр11н!-.11ахъ  Н1,  62  и  бЗ-мь  (стр,  326—327)  центры  ииурщи  ги- 
I  "^тены  должны  сонершать  прннолиЕшйныл  равиоя'Ьрнии  движсн1л,  тпкп 
что  въ  каждом  и  изт.  эт11Х1>  прцмЬровъ  ны  н>1'1т1П|  1Г0  шести  нвтеградовъ 
вида  (618)  и  (619). 

Въ  арнм^р'к  66-мъ  (§  73,  стр.  371)  иентръ  пиерщи  системы  соваа- 
давтъ  с'1.  цеитромт.  С  роиПа,  реаиц!»  ндеальияхъ  стержней  попарно 
равиы  н  пряионротипоположяы;  гсоиетричсс&ал  су^ма  си^1.  арнтлжев!» 
точекъ  системы  къ  началу  коордииптъ  равяа '211(т,  4- )1)1Ре  "  капра- 
мена  параллельно  С();  пъ  саиом!.  дйтЬ,  озиачнвт.  айсолютннл  координаты 
вершинъ  ройба  анакаии:  ж,,  х„  ж,,  л;,,  у,,  у,,  »/,,  .у,,  буденъ  ии'Ьт!,  сл'Ь- 
,   д;ш11пп  в|а1щжеи1я  ироэкцЕй  геонетричесБо(1  суммы  вадаваеиыхъ  силъ: 

— 1«.  [иф;  4-  а^'а)  +  »и./:с,  -|-  ж»)]  =  —  2^{т,  -\-  т^х^ 

—  '^  [Щ{!1\  +  Уь)  +  »'5(,'/з  -Ь/А)!  =  — 21А(т,  +  т^у„ 

такъ  вакъ 

Х^  4-  ^.ч  =  X.,  +  Жд  =  2х,  и  ^1  +  ;уп  =  !Н  +  у*  =  2(/,. 

Первыя  два  двфференщяльныл  ураввев]л  этого  прмн'Ёра  суть  двффе- 
ренц1альнии  уравиешл  двишешя  центра  пнершн  снстемы  в'ь  полярнихъ 
аоордннатахъ. 

§  88.  Н1&сколько  лян'ЬчаиШ  птногнтельн»  0пррд1^лев1я 
положриш  центра  ннерцш  гпгт)'.чы  матерьяльныхъ  точгкъ. 

П>.1Ложев11>  центр!1  иверц1и  давний  стл'еиы  иате1рьйльни\ъ  то- 
чекъ, аанимающихъ  данный  п(»ложен1я  въ  пространств*,  опред-Ьляется 
внчиаев1е1ъ  по  формулаиъ  (620)  §  86-го  или  поиощыо  геометриче- 
скикъ  построон1й,  основаавыхъ  на  этихъ  форнулахъ.  Мы  ограничи- 
ваемрл  несколькими  за111'Ьчав1ями,  касающимися  этого  предмета. 

1)  Если  выразить  иолояеше  точекъ  системы  и  центра  ияерц1и  въ 
другихъ  прямо  л  иней  аыхъ  прямоугольныхъ  координатахъ  ;,  -ц,  с,  то 


зависииость    между  иивими   коорлив^таяи    цовтра  вверщн  н  п 
выии  коордива-така  тачскъ  гиитемы  сохраиитъ  ррежн|й  ешдъ: 


=^1>тЛг, 


1==1г2>»л;  !:«=:й^2*»^,  .  •  (*>20,  Ыв)! 


въ  чеиъ  нетрудно  убедиться  при  помощи  формулъ  преобразовав!» 
коорданатъ  (часть  кинематическая,  стр.  56,  формулы  (45),  (46)^ 
я  проч.). 

2)  Въ  косоугольныхъ  пряио.1ине8ннхъ  координатахъ  зависи-1 
иость  между  координатами  центра  инерцти  и  Еоординатаяи  то-1 
чекъ  системы  выражается  формулами  того  же  саиаго  вида  (620),  1 
какъ  и  въ  прямоугольны  1С ъ  коордиватахъ. 

3)  Цеятръ  инерц1и  двухъ  иатерьяльныхъ   точекъ    находитеа~1 
ва  лвш'и  Ератчабшаго  разстоля1я  между  нами  и  дЪлитъ  это  раз-^ 
стоян1е    на  части,  обратно    процорц1ональвня    маесамъ  прилежа- 
щихъ  матермдьйыхъ  точекъ. 

4)  Центръ  инерфи  п'Ьсколькихъ  матерьяльныхъ  точекъ  мо-| 
жетъ  быть  оиред4лоиъ  помощью  ряда  посл'Ьдовательныхъ  д-ЬЙ-: 
ствШ:  опреД'Ьлявъ  положея1е  центра  инерц1и  С(1,  2)  точекъ  т, 

и  «(,  и  представивъ  себ*,  что  въ  С(1.  2)  сосредоточена  масса! 
(•Ж1+»(э),  опредйлвмъ  полояон]е  центра  инерц1и  точекъ  (7(1,  2)1 
и  Тоз;  найденная  точка  С(1,  2,  3)  будетъ  цеятромъ  инерцти^ 
трехъ  точекъ  шг,  т^,  *»з,  и  т.  д. 

5)  Если  всЬ  точки  системы  лежатъ  въ  одноб  плоскости,  тО'| 
центръ  инерщи  системы  находится  въ  той  же  плоскости;  въ  са-1 
моиъ  Д'Ьл^,  взявъ  эту  плоскость  за  плоскость  Х7.  и  пряпявъ  во  I 
вниван1е,  что  ^^  =  ^^  =  Ез  ^  .  - .  .  =  Е.,  найдемъ:  Е„=0. 

6)  Если  ВС*  точки  системы  лежатъ  ва  одной  прямой,  то| 
центръ  иверц1и  находится  на  той  же  араной;  въ  анонъ  д'Ъл'Ь,! 
взявъ  эту  прямую  за  ось  г,  мы  найдемъ  71^=0,  Сс=0. 

7)  Если  система  состоитъ  нзъ  четнаго  числа  матерьяльиыхъ  то-^ 
чекъ  или,  иначе  сказать,  взъ  н-Ькотираго  числа  паръ  точекъ;  если! 
массы  об'Ьихъ  точнЕъ  каждой  пары  равны  между  собою,  а  располохв'.! 
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Щ 


в\е  сиотеяы  таково,  что  средины  кратчайшихъ  разстоянЕй  кехду 
парными  т<1чками  заключаются  въ  идной  плоскости,  то  в'.  этой 
плоскости  очевидно  заключаетсл  центръ  инерфи  всей  системы;  въ 
самоиъ  д'Ьл'Ь  воэьмемъ  эту  плоскость  за  плоскость  Х2  и  составимъ 
вырахен1е  для  ^с',  такъ  кааъ  о6^  точки  гсахдоб  пари  ин'Ъюгь 
равныя  массы  и  находятся  по  об*  стороны  плоскости  Т2  въ  рав- 
ннхъ  разстоян1я)1Ъ  отъ  ноя,  то  получвиъ  Ег~0. 

8)  Если  подобная  сииметр1я  ии*етъ  л^ст<\  по  отасшен!»  къ 
двуиъ  поресЬкающимсл  плоскостяшъ,  то  цснтръ  инерц1и  находнтсд 
на  лив1и  перйс'Ьчен]я  этихъ  плоскостев. 

9)  Еаи  си»иетр1Я  ив^етъ  яЬсто  по  отношению  къ  тремъ  пе- 
рес4каюн1йнся  плоскостаиъ,  то  центръ  инерд1я  находится  въ  точа'Ь 
иерес%чев1я  ихъ. 

10)  Если  распределить  систему  точекъ  на  несколько  группъ  в 
сначала  опред'Ьлить  ноложеи10  центра  инерц!и  каждой  изъ  этохг 
грунпъ,  то,  чтобы  зат'Ъиъ  олйтн  оолохец1е  центра  авера1и  всей  си- 
стемы, надо  поступить  такъ:  вредноложивъ,  что  масса  каждой  группы 
сосредоточена  въ  ея  ц«нтр*  инерЦ)И,  аадо  искать  положеше  центра 
ияерц1и  вс'Ьхъ  втихъ  новнхъвоображаомыхъматерьяльиыхъ  точекъ. 

Эти  заи'&чан1я  оказываются  песьна  полезвына  во  ниогихъ 
частныхъ  глучаяхъ. 

§  Кд.  о  томъ.  какъ  разеиатрнваетгя  сплошное  Ило 
въ  механике  гигтены  натерьяльпыхъ  точекъ. 

Мы  должны  здФсь  обратить  внйиан1е  нл  способы  опред^летя 
и  вычислен1я  полохешй  центровъ  ввершв  снлошныхъ  т^лъ,  но 
прежде  этого  сл'Ьдуетъ  объяснить,  какниъ  образонъ  механика 
системы  точекъ  применяется  къ  сплошпымъ  гйланъ. 

Данное  сплошное  т^ло  мысленно  разд^ляютъ  на  весьма  боль- 
шое яиело  иелкихъ  частеб,  называемыхъ  элементами  т'Ь.1а  и  пред- 
ставллютъ  себе,  что  каждый  элеяентъ  заменяется  натерьлльвою 
точкою  той  же  массы,  ^заключающеюся  въ  объеме  элемента  или 
на  его  поверхБости;  къ  этой  совокупности  матерьяльныхъ  точекъ, 
которая  заиевяетъ  сплошное  тело,  прииеняютъ  теоремы  н  фор- 
иулн  механики  системы  натерьальннхъ  точекъ. 
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Совокупниить  иатерьяльвн^^ъ  точекъ,  которою  нн  заи'Ьнлек4 
еплишноо  тйло,  т'Ьмъ  болФе  походить  на  еямое  т4ло,  ч'Ьшъ  мельэд 
элементы,  на  которые  иыслевно  раздробляенъ  т'Ёло;  ноэтоиу  ив! 
раздробляеиъ  тЪо  ва  эдеиеаты  бсз&онечно-иилыхъ  рази'Ьровъ  I 
цредполагаоиъ,  тго  рлзл^рн  ихъ  приближаются  къ  нулю,  а  числ^ 
меирнтовъ — кг  безконечности. 

Егли  принять  въ  разсчетг  ттш&гтеглш  ч,ш^й1'лт  разсиа-4 
триваемаго  т^ла,  то  придется  допустить  существовав!!)  н1чсото^ 
рыхъ  ппязей  исжду  иатерьяльныни  точнапи,  заИ'Ъняющиии  эл&Л 
центы  гЬла;  всл^дств'к!  этого  совикупиость  точекъ  обратятся  щ 
систему  точекъ,  заменяющую  данаое  сплотнои  т^ло,  обладан)щи( 
данными  Еинеиатическвми  свойсшани. 

Наприи'Ьръ,  ргли  данное  сплигавос  т1!Ло  прздцолагаетгл  идв4 
ально  твердымъ,  то  придется  допустить,  что  разстоян1Я  между  ма4 
терьяльныии  точками,  заяЪаяющиии  собою  эленепты  т'Ьла,  остаютс! 
неизменными,  какииъ  бы  силаяъ  т'Ьло  нн  было  подвержено; 
этому  идеально-твердое  тЬло  заменяется  въ  механике  такъ  назы-Л 
ваемов  неизменяемою  системою  матер>'Яльныхъ  точекъ. 

Объ  услов1л\ъ,  выражающихъ  кинсматичесБ]Я  свойства  дв^Я 
формирующихся  телъ,  мы  будемъ  говорить  въ  другихъ  местахм 
нашего  курса. 

Дроблен1е  тела  на  безконсчно-малые  элементы  производится 
разсечен1емъ  его  координатным  а  поверх  востяии  той  системы  ко- 
ординатъ,  поиощью  которой  выражаютъ  положрН1е  точевъ  телч1| 
въ  пространств*. 

При  уиотре6лен1В  врямолинейннхъ  прямоугольныхъ  коорди-Ч 
ватъ  каждый  безковочво  малый  элсиевтъ  объема  и»еетъ  вилъ] 
пряноугольваго  параллелопинеда,  нн'Ьющаго  без  конечно- нал  ыя  ребрш 
(Ы,  Лу1  <1г;  объемъ  такого  параллиловипеда  равеяъ; 

110  =  (1х4у(12 


'з(1з:(1ц<1г , 
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гд*  о  есть  плотность  матер1и  т4ла  въ  одной  изъ  точекъ  этого 
аленента  (см.  стр.   29). 

Матерьяльнаа  точка,  которою  т  заи^аяеиъ  алементъ  т^а, 
должна  бить  повсЁщена  внутри  или  на  поверхности  этого  элемента; 
полояеше  ея  въ  само1ъ  элемент*  иояетъ  быть  какое  угодно,  такъ 
Еакъ  въ  окончательных ъ  результатахъ  предполагается,  что  размеры 
элрментовъ  уменьшаются  до  нуля;  иы  можеиъ  предположить,  что 
хатерьяльнал  точка,  заменяющая  элеяентъ,  находятся  или  въ 
центр'Ё  параллелонидеда,  пли  въ  одной  изъ  его  вершивъ;  иы 
предпочтеиъ  пон'&щать  ее  въ  той  вершннЪ  эленентарнаго  парал- 
лелопинеди,  координаты  которой  ии'Ьютъ  наииеньппя  значения. 

При  употреСлец!!!  пряиолцнейныкъ  110соуго1ьныхъ  координатъ,  эав- 
жеати  о^1.еиа  им'Ёютъ  еадъ  Еосоугопныхъ  беаЕОнечно-малвхъ  параллело- 
папедоБъ;  объеиъ  такого  нараллелопппеда  равенъ; 

(^0  =  шйт(/1/'?г; 


«  есть  объеиъ  косоугольнаго  параллелопипеда,  ребра  котораго  параллельны 
{осякъ  коордивать  н  нк'Ьютъ  длнеы,  рвввыа  единице;  атотъ  объеиь  выра- 
гся  такъ: 


-1'  +  2«Рт, 


1.  Т.  Р 


=  со5(У,  2),  р  =  со8(г,  X),  1  =  ст(Х,  У). 


При  употреблеши  круговыхъ  пилиндрвческихъ  координатъ,  зло- 
I  инты  объема  им'1Ьютъ  видъ  отр^зконъ  колецъ  съ  пряиоугольяыии  сЬ- 
четями;  на  чертеж*  49-иъ  изображенъ,  въ  увеличенновъ  вид*,  одинъ 
такой  элекентъ.  Если  коордипатн  точеи  А  суть  р,  6,  г,  то  коорди- 
наты точки  С,  суть  (р4-(;р),  (е+с^О),  {г'\-Аг)\  шесть  поверхностей, 
Еоторыми  ограниченъ  этотъ  элекентъ,  суть:  плоскости  г{ЛВВхА^) 
и  {гЛ-Лз)  (1>СС\В^),  плоскости  Ь{АВВ,А,)  я  (Ь-\-аь)  (ВСС\ВХ 
цилиядрическ!я  поверхности  р(А1)СВ)  в  (р  -|-'^'р)  (А,1>,С,В^).  Пре- 


вебр<;гая  бонконечно-яалыни  величинами  четввртато  а  выешихъ  по- 
рлдковъ  иа,лосги,  Еа,йденъ,  что  объвяъ  злеиента  выразится  такъ: 

Въ  сферическихъ  Еоординатахъ  элементъ  объема  есть  часп.  сфа1 
рическаго  слоя,  заключающагося  между  сферами  г  и  (г+Лг);  ] 
чертеж'6  50-мъ  изображенъ,  въ  увеличекноиъ  вид*,  одинъ  изътакихй 
элеиеитовъ.  Положимъ,  что  координаты  точки  В  суть  г,  у,  Ф, 
ординаты  точки  5,:  {г-\-^г),  (;р+(^у),  0!'+^'!');  шесть  поверх-* 
ностей,  которыми  огравичвнъ  этотъ  элементъ,  суть:  дв4  плоскости 
^{АВВ,А,)  и  (ф+йф)  {ВСС^ВХ  Дв*  шаровыя  поверхностк 
г{А1}СВ)  в  (г+йг)  (А^В^С^В^),  дв*  коничесия  поверхностк 
<р(1)СС,1),)  и  (9  +  (1'^)  {АВВ,аУ 

Если  пренебречь  безковечно  малыми  величинами  высшихъ  по4 
ряДБОВъ  малости,  начиная  съ  четвертаго,  то  объенъ  элемента  вв-^ 
разятся  такъ: 


д.0  ^=с1г .  ГЙ9  •  »*  8 


=  Г^8Ш?(^Ы^с/ф, 


§  90.  Центръ  инсрц1н  сплошиаго  тЪла. 

Цептромъ  инериги  сплошнаго  тгьла  называется  та  точкаЛ 
кг  которой  приближается  и  съ  которою  совпадаетъ  цент 
инерцги  системы  матерьяльнытг  точека,  зампняющей  тть. 
по  мгьрть  тою,  какг  мы  уменыиаемъ  размгьры  элементовь  ттьм 
до  нуля,  а  число  ихъ  увеличтаемъ  до  безконечности. 

Центръ  инерц1и  есть  весьма  важвая  въ  нехавичесБомъ  отно-| 
шен1и  точка  сплошнаго  т'Ьла;  такъ,  центръ  инерц1а  идеально- 
твврдаго  т'Ьла  обладаетъ  сл'Ьдующвми  свойствами. 

Такъ  какъ  реакщи  неизв^няемыхъ  связей  той  системы  точекъ;] 
которая  зам4няетъ  собою  идеально-твердое  т'Ьло,  попарно  равны  I 
прлнопротивополохнн,  то  центръ  инерцш  свободваго  твердаго  т^лаЛ 
веподвержевнаго  накакимъ  силанъ,  движется  равиои'Ёрно  и  прлиол№ 
яейно;  при  этомъ  само  т'Ьло  можетъ  двигаться  не  поступательно,  тогд! 
центръ  инерши  будетъ  единственною  точкою  т*ла,  имеющею  прямое 
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линсйаое  я  равнокФрное  двихея!е,  всЬ  хв  прочтя  точки  хЪя&  б;- 
дутъ  описывать  крнволввейцыя  траэктор1и. 

Если  твердое  гЬло  свободно,  но  пидвержево  шканъ  бн  то 
яи  было  пилаиъ,  то  центръ  инерши  его  будетъ  двигаться  такинъ 
образо1ъ,  какъ  будто  бы  въ  веиъ  была  сосредоточена  масса  всего 
т4ла  и  къ  нему  били  приложены  всЬ  силы,  приложенная  къточ- 
канъ  т^ла. 

Поэтову,  въ  тФхъ  вопросахъ  иеханики,  въ  которнхъ  воз- 
можно заЕ'Ьнить  каждое  сплошное  твердое  Т'кю  натерьяльною 
точкою,  сл^дуетъ  пои^щать  эту  точку  въ  центр*  янерпш,  а  не 
въ  иной  точк*  твердаго  т'Ьла. 

§  91.  011рсдЬлен1е  положен1я  центра  нверц1в  силош- 
ныхг  т1лъ,  иоверхпостей  н  лиа1й   Прям'Ьры. 

Для  получешя  форнулъ,  вырахающихъ  положение  центра 
инерц1и  спдошнаго  тЬла  въ  прямолинейны хъ  коордияатахъ,  при- 
М'бнииъ  формулы  (620)  (§  86-го)  къ  систем*  иатерьяльпыхъ  то- 
чекъ,  зам*няющихъ  элементы  т^ла  и  затфиъ  предаоложамъ,  что 
размеры  элементовъ  уменьшаются  до  нуля,  а  число  ихъ  увели- 
чивается до  безконечности;  тогда  получимъ; 


-'=^/У7"''«^  ^'=^///Vо;  ^^=ж///' 


<е(10,  (622) 


гд* 


М-- 


■-  [  [ ^-^аО;  АО  = 


а  ивтегрировак1н  распространены  на  весь  объеиъ  т^ла. 

Во  многихъ  случалхъ  опред'Ьлеше  положешв  центра  инерщи 
сплишнаго  т4ла  сведется  на  опред4лон]е  положеН1Я  центра  ияерши 
некоторой  поверхности  или  площади  или  даже  некоторой  лиши. 
Наприи'Ьръ,  положимъ,  что  давное  сплошное  т*ло  ограничено: 
цилиЕДричесЕсою  поверхностью,  произволящ1я  которой  параллельна 
оси  2,  плоскостью  ХУ  и  поверхностью: 


■г  =  Я^,  у), 


вебрегал  безЕонечно-мадыми  величиваии  четвертаго  и  высшихъ  тт 
рядЕовъ  малости,  вайденъ,  что  объенъ  эдснента  выразится  таЕЪ! 


ао  = 


Ь  .Лг  ^  рйр(^0(Аг. 


Вг  сфернческяхъ  координатахъ  элементъ  объема  есть  частл  сфен 
рическаго  слоя,  заоючающагося  медду  сферами  г  и  (г+'М;  ' 
чертезсббО-мъ  изобрахенъ,  въувеличоявоиъ  вид'Ь,  одивъ  взътаких^ 
элеиентовъ,  Положимъ,  что  координаты  точки  В  суть  г,  «р,  •'^,  а  ко-Ч 
ордияаты  точки  -В,:  {г-{'Аг),  {<^-\-й>^),  {•\-\-й^^)\  шесть  поверх-^ 
ностей,  которнии  ограниченъ  этотъ  элементъ,  суть:  дв*  плоскости 
^{ЛВВ^А^)  и  (^'^-\-Ц)  {ВСС^ВХ  Дв*  шаровыя  поверхности 
г{ЛВСВ)  и  {г-\-д.г)  (Л^1)^С^В^),  дв*  Е0ническ1я  поверхности 

^{всс,в,)  в  {?  +  (/?)  [авв^лх 

Если  пренебречь  безконечно  малыми  величинами  вясшихъ  по4 
ряДБОВъ  малости,  начиная  съ  четвертаго,  то  объеяъ  элеиента  ш 
разится  такъ: 

ЛО  =  <1г  .  Ыф  .  Г81П  ср(?|  =  Г°81П(р(^Ы(рЙ|. 

§  90.  Центръ  инерц1к  сплошнаго  т^ла.. 

Центромъ  инерти  сплошнаго  тгьла  называется  та  точкал 
Кб  которой  приближается  и  съ  которою  совпадаете  центр 
инерцт  системы  матерьяльныхд  точекь,  зам1ьняющей  тпдоЛ 
по  мгьргь  тою,  какь  мы  уменьшаемъ  размгьры  элеменшо&ъ  тгкМ 
до  нуля,  а  число  ихъ  увеличиваемъ  до  безконечности. 

Центръ  иверцш  есть  весьма  вахвая  въ  нехаоичесБонъ  отно-<] 
шен1н  точка  сплошнаго  т'бла;  такъ,  центръ  инерщи  идеально- 
твердаго  т4ла  обладаетъ  следующими  свойствами. 

Такъ  какъ  реавщи  неизмЬияеиыхъ  связей  той  системы  точекъЯ 
которая  заиФияеть  собою  идеально-твердое  т*ло,  попарно  равнн  Л 
прлмопротявоположны,  то  центръ  инерцш  свободнаго  твердаго  Т'Ьла;! 
веподверхеннаго  никакинъ  силаиъ,  движется  равнок'брво  и  прлмолф 
нейно;  при  атонъ  само  Т'бло  иохетъ  двигаться  не  поступательно,  тогд! 
центръ  инерши  будетъ  единственною  точкою  т*ла,  ия-Ьющею  прямоч! 
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ливейаое  я  раввои'Ьрдое  двихсв!р,  всЬ  хе  11роЧ1Я  точен  т'Ъла  бу- 
дутъ  описывать  криводянейцыл  траэктор1и. 

Бели  твердое  тЪло  свободво,  по  подверхено  какимъ  бы  то 
вн  было  силаиъ,  то  центръ  инерц1в  его  будетъ  двигаться  такимъ 
образомъ,  какъ  будто  бы  въ  вемъ  была  сосредоточеяа  масса  всего 
т^ла  и  къ  нему  были  арилохевы  всЬ  силы,  прялохснЕыя  еъ  то?- 
Лйлъ  тЬла. 

Поэтому,  въ  т'Ёкъ  Бопросахъ  хехаииЕИ,  въ  Еоторыхъ  В08- 
10ХЯ0  заи'Ьнить  кахдое  сплошное  твердое  т'Ьло  матерьяльвою 
точкою,  сл4дуетъ  помещать  эту  точку  въ  центр*  янераж,  а  не 
въ  иной  точк*  твердят  т'Ьла. 

§  91.  0прсд{1лсн1е  положен1я  центра  инерц1в  шлош- 
ныхъ  тБлъ,  поверхностей  8  лнвШ-  11рвп1&ры. 

Для  аолучеп1я  фориулъ,  вырахающнхъ  110лохеа1е  центра 
кперц1и  снлошнаго  т'Ёла  въ  прниолинеВвыкъ  коордннатахъ,  врн- 
М'Ьнииъ  формула  (620)  (§  86-го)  къ  систем*  матерьяльныхъ  то- 
чекъ,  зан*няющ8хъ  элеиенты  т*ла  и  зат^нъ  нредполохииъ,  что 
размеры  эленентовъ  уиеньшаются  до  нуля,  а  число  ихъ  увели- 
чивается до  безконвчности;  тогда  получимъ: 


'•=Ц //'">"■■  "-ж/ //'•■>■>»■■  --■=ж/'//' 


оЫО,  (622) 


ТД* 


М 


-///- 


,ао,  ао  —  аыуйг 


а  интегрирован1я  распространены  на  весь  объевъ  тЬла. 

Во  нногяхъ  случаяхъ  определение  положения  центра  янерц1Н 
сялишнаго  Т'Ьла  сведется  на  опред4лен1е  полохеп1Я  центра  наерц1и 
некоторой  новеряаости  или  площади  или  даже  некоторой  лвн1И. 
Наарни'Ьръ,  положи»ъ,  что  данное  сплошное  т*ло  ограничено: 
цилиндричесною  поверхностью,  произволящ1я  которой  параллельны 
-ося  2,  плоскостью  ХУ  и  поверхностью: 


^  =  Яз:,  у\ 


уп-^; 


^в  = 
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кром*  того  предполагается,  что  плотность  о  матер1и  этого  т4ла  есть- 
функц1я  только  отъ  о;  и  у,  но  не  отъ  ^,  тавъ  что  во  вс4хъ  точкахъ 
каждой  ЛИН1И,  параллельной  оси  2""^^^  плотность  одна  и  та  же. 
Прии^нивъ  формулы  (622)  къ  этому  случаю  и  произведя  инте- 
грироваше  по  а  въпрвд4лахъ  отъ  ;ег=0  до^=/*(д;,  у),  получямъг 

гд^Ь  интегрирован1Я  распространены  по  площади  основан1Я  ци- 
линдрическаго  тЪла. 

Очевидно,  координаты  Хс  и  Ус  выражаются  какъ  координата 
центра  инерд1и  воображаемой  иатер1и,  расположенной  по  площади 
основан1Я  цилиндрическаго  т'Ьла  съ  поверхностною  плотностьш 
х=о/'(а;,  у). 

Въ  другихъ  случаяхъ  вопросъ  приводится  къ  опред4лешю 
положев1я  центра  инерц1и  воображаемой  иатер1и^  расположенной 
вдоль  по  н:Ькоторой  кривой  или  прямой  лин]и  съ  данною  линей- 
ною плотностью  X,  такъ,  что  на  элементъ  (Из  лин1И  приходится 
количество  массы  Ыз. 

Зам^Ьчан1Я,  приведенныя  въ  §  88,  применяются  съ  пользою 
и  при  опред'Ьлен1и  центровъ  инерц1и  сплошныхъ  т^лъ  и  площадей» 

Обращаемся  къ  лрии']^рамъ. 

Прим^ръ  67-й.  Центръ  инерц1И  однородной  дуги  круга  находится  на 
рад1ус']Ь,  ироведенномъ  къ  середин']^  дуги;  взявъ  центръ  круга  за  начала 
координатъ,  а  направлен1е  вышесказаннаго  радхуса— за  ось  Х^"%  опред*!^- 
лимъ  разстояше  центра  инерцш  С  отъ  О  по  формул*]^: 


а 


/хЛз       2  Е^  /  С08  Ьс1Ь 
ОС  =  гр.= = -^ = ^^ , 

^лз         2в/аь 

о 
гд-Ь  72  — рад1усъ  круга  и  2а  уголь  при  центр-Ь,  занимаемый  дугою. 


^иЗ 
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Тавъ  какъ  2Ввта  есть  длива  хорды,  а  21?з  — длина  дуги,  то  ОС  вы- 
ражается тавъ 

•4X7 <рад1усъ).  (хорда) 

^^-  (дуга) 

Прим']^ръ  68-й.  Центръ  инерщи  дуги  однородной  ц']^пной  лиши: 


предполагая,  что  одинъ  вонедъ  дуги  совпадаетъ  съ  самою  нижнею  точкою 
кривой. 

Вычислен1е  положен1я  центра  инерц1И  произведемъ  по  формуламъ: 


8Хс  =   1  ХС18,  ЗУе  =  1  уЛ8. 


Вычислеше  значительно  облегчается  при  помощи  сл']^дующихъ  выра- 
лкешй: 

ах  —  а'  ^—  2\^        ^      /  —^  ах 

Координаты  центра  инерщи  выразятся  такъ: 

х.  =  х—  -7-(у  — а);  у,  =  -^(у  +  -ух). 

Опред^^ен1е  лоложен1я  центровъ  пнердги  дугъ  другихъ  плоскихъ  кри- 
Быхъ  можно  найти  въсобранхяхъ  задачъ  по  механик*]^:  ^и11^еп*),<1е  8аш1> 
Оеппаш  **)  и  въ  Ращональной  Механик']^  Сомова. 

Прим'Ъръ  69-й.  Положеше  центра  инерщи  дуги  винтовой  однородной 
лиши: 

х^-{  у^—  а*,  ^  =  6  агссоз  —  > 

считая  дугу  отъ  точки:  ]»  =  0,  у  =  0,  а;  =  а. 
Координаты  центра  инерцш  дуги  суть: 


*)  .ТоШеп.  РгоЫётез  йе  Мёсапхдие  га1101те11е  1855. 
**)  (1е  8ат1гОегтат.  ВесиеИ  д^бхегс1Сб8  вот  1а  Мёсаш^а6  гаНоппеЦе  18771 


\[|)'^\. 
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Прим']^ръ  70-й.  Полохеше  центра  инерщи  однородной  площади  кру- 
говаго  сектора. 

Разстоянхе  центра  инерцш  С^  отъ  центра  О  круга  равно: 

_/)р  „    2  (радоусъ). (хорда) 
х,  —  клу^—    3  ^дуга) 

Прим'Ьръ  71-й.  Положеше  центра  инерщи  однородной  площади  кру- 
юваго  сегмента  можетъ  быть  опред']^лено  сл']^дующимъ  обравомъ.  Площадь 
сектора  можно  раад'Ьлить  на  дв*]^  части  хордою,  стягивающею  дугу  сек- 
тора; одна  часть  будетъ  площадь  равносторонняго  треугольника,  другая — 
площадь  сегмента. 

Центры  инерщи  всЬхъ  этихъ  площадей  находятся  на  осиХ^**;  озна- 
чимъ  чрезъ  х^^  х^  я  X  разстоян1я  отъ  О  центровъ  инерщи  площадей  сек- 
тора, треугольника  и  сегмента;  знаками  6^4,  /^^  и  /в^  обозначимъ  величины, 
этихъ  площадей. 

Нетрудно  вид'Ъть,  что  х  опред^ится  по  фбрмул']^: 

ВлХм—З^х^ 

^=   1-8,  '     • 

гд"!    х^    есть    разстоянхе,     приведенное    въ     предыдущемъ    прим']^р^,. 
2  ' 

«,  =  -^-  В  С08  а,  ^4  =  -В*в,  ^в'а  =  2?'  8Ш  а  С08  а;  ПОЭТОМу: 
о 

а;  =  4-22     ^'* 


3         2а  —  81П  2а 

Прим']^ръ  72-й.  Центръ  инерцш  площади,  ограниченной  осью  Х^^  ^ 
циклоидою: 

X  =  В{т  4-  81П  »),   у  а»  22(1  +  €08  ш). 

Величина  площади: 

2В 

2^хйу^Ъ'кВ^. 

О 

■      ■'       5    •     ' 
Центръ  инерщи  находится  на  оси  7*"   въ  разстоянш  -^В. 

11рим']^ръ  73*й.  Положеше  центра  инерц1и  площади,  заключающейся 
между  дугою  АЕ  эллипса  (черт.  51),  дхаметромъ  ОА  и  полухордою  2>Д 
сопряженною  этому  дааметру. 

|^ъ  этрму  случае:  лу^опэ.  всего  щям^^щть  хрсругольцця  щмщолжней» 
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выа  координаты,  осп  вторыхъ  суть:  ось  ОХ,  на11[>аваеЕная  вдоль  оо 
д1анетру  ОА,  и  ось  ОУ,  ваправленваа  вдоль  но  д111иетру,  сопряженхоку 
къ  ядаиетру  ОЛ;  въ  этихъ  коордиватах'Ь  ;раваеа1е  шаас&: 


гд1  1  и  ^  суть  длннм  сопрахенЕыхъ  полуд^амвтровъ. 
Величина  олощади  выразится  такъ: 

Я  =  51П  6  /  у{1х  —  ^^  [^арагссов  -~  —  х,у, ), 


гдЬ  ж,  есть  длина  ОО,  а  $,— длина  1>^;;  1  есть  уголъ  УОХ. 

Косоугольные  координаты  х^  в  у^  центра  нверщи  С  онред'Ълятся  по 
фориулаиъ: 

5;С,  =  Б1П  6  /  Х1^<1Х=  81П  9 .  °^  . 


"Ус  =  "2"  /  ^  «^  =  8'°  ^1 


^■^(2«+-.)- 


Центръ  инерщц   площадк  ЛОВ(я:, —  О,  у,= 
вк^ющеб  сл*дующ1е  коордиваты; 


.  р)   вакоднтса   въ  точк4 


Првм^Ьрь  74-й.  Центръ  ивершн  алощадк,  ограниченной  параболою 
ЛЕ  (черт.  52),  побочною  осью  АО,  лроведевною  черевъ  точку  А  и  долу- 
хордою  ОЕ,  сопряженною  въ  этой  оса. 

За  оси  койоугольныхъ  коордивать  вовьмемъ;  побочную  ось  АЮ— ва 
ось  Л""*  и  касательную  въ  парабол*  въ  точк*  А— за  ось  У";  уравпе- 
тв  параболы:  у^=2^^г.  Координаты  центра  ннер1ци: 


Прнм4ръ    75-й.   Центръ    яверц1н    идов1адн    эалиптическаго    сегмента 


(«•^1. 
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Е^АЕ^Е1  (терт.  51-й)  яаходится   на  пол7д1анетр-Ь  0А^,  соаряжевнонъ 
хорх^  сегмента,  и  отстоитъ  на  равсюяши: 


ОС.  = 


2а»у.» 


Зр*(арагссо8(-^)  —  х,у) 


отъ  центра  эиипса,  гд*]^  у^  есть  длина  половины  хорды,  2ь  х^  —  разстоя- 
ше  02)4. 

Прим'Ьръ  76-&.  Опред'к1ить  положен1е  центра  инерщи  площади  эллип- 
тическаго  сектора  ОЕ^АЕ^  (черт.  51-й). 

Эта  площадь  состоитъ  изъ  площади  сектора  Е^АЕ^^^  и  ивъ  площади 
треугольника  ОЕ^Е^;  величина  площади  посл']^дняго  равна  x^у^  зш  О  и 
центръ  инерщи   его  находится  въ  точк"]^   С7),  отстоящей  отъ  центра  на 

^^       2 
длину  ОСг=  -5"  ^Ау  поэтому  величина  площади  сектора  равна: 

о 


арзшвагссовГ-^)  , 


а  центръ  инерщи  ея  находится  на  д1аметр'Ё  ОА  и  отстоитъ  отъ  центра 
эллипса  на  равстоянхи: 


0С'  = 


2  ау^ 


р  агссоз  ( -^) 


Прии^ръ  77-й.  Положен1е  центра  инерщи  трапещи. 

Очевидно,  центръ  инерщи  находится  на  лиши  ЮВ^  соединяющей 
середины  параллельныхъ  сторонъ  трапец1и  АВВ^А^  (черт.  53-й);  чтобы 
найти  положеше  его  на  этой  лин1и,  прикекъ  во  вниианхе,  что  трапец1я 
хожетъ  быть  разд-ккена  на  два  треугольника  АВА^  яА^ВВ^^  что  центръ 
инерщи  перваго  находится  въ  точк'Ь  пересЪченш  К  прямой  В^^^  съ  пря- 
мою лишею  ^^^^  отстоящею  отъ  АА1  на  одну  треть  высоты  трапецш,  что 
центръ  инерц1и  втораго  находится  въ  точк-Ь  пбрес']^чешя  X  прямой  А^В 
съ  прямою  РР^^  отстоящею  на  одну  треть  высот]Б1  трапещи  отъ  ВВ^  и 
что  центръ  инерщи  трапещи  долженъ  находиться  на  прямой  линш  Хг1Г, 
соединяющей  точки  К  ж  В;  сл^^довательно,  искомый  центръ  инерщи  на- 
ходится въ  точк'Ь  перес^чен1я  О  лиши  ВВ^  лишею  КЬ. 

Для  составлешя  формулы,  выражающей  разстояше  центра  инерщи  О 
отъ    АА^^    зам^тимъ,'   что    площади    треугольниковъ    АВА^    и   ВА^В^ 

11  1 

равны  -^Ла  и  -^ЛЬ,  что  площадь  трапещи  = -к*  М^  +  ^Х    ^д*    Л    озна- 


■и 


чаетт.  высоты  треугольвикош.  я  травецЕи,  л  а  а  Ъ  —  хяяаи  сторона  АЛ^  х 
ВВ,  я  что  раз1!тоаа1я  точевъ  Ж  н  X  отъ  ЛА,  раваы  -о- А  и  -^  Л;  ока- 
жется, что  раастояше  точки  С  от'ь  этоП  же  сюроиы  равно; 


1  что  отвошев1е  длтвъ  СО,  а  С!)  равно: 


Прин-Ьръ  76.  11оложен1я  центровъ  пиерщи  частей  поверхности  сферы. 

Положения  цевтровъ  ицерц1и  ЕаБПхъ-.11[бо  частей  сферпческоП  коверх- 
ностн  ногутъ  (5ыть  оиред1^епи  при  помощи  сл'Ьдушдцхъ  форкулъ. 

Пусть  .$  есть  величина  влошади  н{1Б:отороГ|  сферическое  фигуры  ^1ЁС 
(черт.  54),  накодищеПся  аа  сфер'Ь  рад1уса  Д,  п  ^ — величина  илощадн 
ОрюговалыгоК  проекции  площади  19  на  кацую-хнбо  плоскость  ^',Р,  дрохо- 
дящуп  черезъ  цептръ  сферы. 

РавстойН1е  р  центра  иверц1и  площади  5  отъ  плоскости  Р,Р  выра- 
аятся  такъ: 


Е  [  1\.05{г,п)А8 


гд*  »  оаначаетъ  ваиравлевЕе  иориали  къ  плоскости  Р,Р,  а  г  —  на- 
-  правлеше  ралуса  веЕто|>а,  проведенваго  пяъ  центра  О  сферы  въ  элементу 
повершоств  А8;  проиэведен1е  В  соэ  (Т,  и)  выраяаетъ  раястолн1е  з 
А8  отъ  плосЕости  Р^Р\  интегралъ  числителл  ра  сиро  стран  енъ  новсеЗ  пло- 
щядн  & 

Такъ  1гэкъ  направленте  г  есть  наиравлеа1е  наружное  норнали  эле- 
мента поверкыости  (^5,  то  иитеграл-ь  числителя  выражаетъ  величину  пло- 
щади '^р,  а  погону  формула  (624)  выражаетъ,  чтго 


Если  чвреаъ  центръ  сферы  проведемт.  какую-либо  другую  плоскость 
Р1р\  ТО  пересЬчеше  ен  съ  ироэктврующею  цилиндрическою  поверх- 
ностью сидерической  фигуры  АВС  будетъ  косоугольною  проэкц1ею  этой 
фигуры  на  яту  новую  плоскость  (на  чертеже  (54)  ортогональная  проэв* 
щя   сферической   фигуры  АВС  ва  плоскость   Р,Р  есть   фигура  А,В1Сц 
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фигура  же  А'В'С  есть  пересЁчев^е  1иоскостк  Р,'Р'  еъ  проавтнрующянъ  1 
цвлнвдронъ);  оанвчпкъ  череаъ  а  уголъ  иегду  |]лоскоI.^Т1Iмн  Р,Р  и  Р,'Р'  I 
черевъ  ^'  ве1нчяну  ц.ющади  перес*чеа1я  проэкткрующаго  цилиндра  съ 
плоскостью  Р,'Р';  кром-Ь  того,  опустииъ  иэт.  центра  иперц1и  Ц  площади  8 
перпендвкуллръ  ва  плоскость  Р,'Р'  и  продолжниъ  его  до  пересечения  ^ 
съ  плоскостью  Р,Р;  длину  Ц^  оввачииъ  черезъ  р' . 

Очев&дно,  что  й^.  =  5р'  сова  и  что  р=р'  сон  а,  поэтому  изъ  формула 
(624)  получвтся  сл-Ьдующал: 


Р  ' 


Л5' 


(635) 


Прнн^нинъ  формулу  (634)  еъ  опред'Ёлешв)  цоложешя  центра  инершн 
площади  сферическаго  сегмента.  Очевидно,  что  цеатръ  инерц1н  паходнтся 
ва  оси  фигуры  сегмента.  В:1лвъ  ва  илоскость  Р,Р  плоскость,  перпендяку- 
Л8рную  къ  эгой  оси,  ц  приняв'ь  во  вв1[мав1е,  что  величина  новерхностн 
сегмента  равна  21тЕ*(1— со?  ^),  а  величина  нлощади  его  проэки1и:=^Л'  зш'  р, 
гд4  р  есть  угодъ  (г,  м)  длм  точекъ  реОра  сегмента,  мы  найдемъ  что 


г>=^Л(1+со8р 


то-есть,  что  центръ  1шерц1в  поверхности  сегмента  находится  насвреднн*  1 
его  высоты. 

Центръ  инерц1и  поверхности  сферическаго  дояса  также  находится  нл  | 
с  среди  иЬ  его  высоты. 

ПрннЪнямъ  ту  же  формулу  1621)   къ  опред'Ьлен^ю   паложев1я  центра 
пнерц1и  сферическаго  треугольника;  а  имевно,  определить   разстояя1л;  I 
р1ВС),  р(СА),  р(АВ)   цевтра  инерщи  до  нлосвостей,  проведеаныхъ  че-  I 
резъ  стороны  треугольвдка. 

Проэац1Я  пющадн  треугольника  на  плоскости  ОБО  (черт.  55)  рав-  1 
няется  площади  сектора  ВОС,  безъ  площадей  ОЛ,В  и  ОА,С  проэкщй  | 
севторовъ  ОАВ  и  ОАС  на  ту  же  илоскость,  т.-е.: 


8р  = 


Л" 


1а  —  ссо5В  —  Ъ  с'оз  су 


Ведвчива  площади  сферическаго  треугольника  выражается,  какъ  ив- 1 
В'Ъстио  такъ: 


*\  Предполагается,  что  углы  а,  Ь.  с.  Л,  В,  С  намеряются  отвошен1яп  I 
дднаъ  дугъ  къ  ращусу. 


Иоэтоиу,  нзъ  форнуш  (624)  ползгчнкь; 


р(ОЛ) 


такг  же  пожутинъ: 

ЩЬ—а  С1 


■2{Л  +  В  +  С-п) 


с  сов  Л)       /  лг>\       И(с—Ь  ео9  А— а  сов  Б) 


2{А+В+С-г.) 

Положен1е  псптра  иверц111  Ц  иожетъ  быть  еще  выракево  раастояшаин 

его  отъ  олосЕостей.  проходащихъ  черевъ  цептръ  сфери  и  верпевдикуллр- 

НЫХ1.  къ  рад1гсамъ  ОА,  ОВ,  ОС;  эти  разстоав1л  опрегЬлюп.  по  формул* 

(625),  разснатрнвая  секторы  ОВС,  ОСА  и  ОАВ  яакъ  косоугольиыя  про- 

^  акд1п  пющадн  треугольника  АВС  на  плоскости  большихъ  круговъ  В<7,  СА 

г  X  АВ\  нвйдемъ,  что  эти  равстоли^я  суть: 


28 


28 


Переходя  теперь  еъ  врнн'Ьраиъ  опред'Ьлевйя  иоложенш  ценгровъ 
иаерцш  сплотныхъ  одцородныхъ  т^лъ,  нм  докаивиъ  сл'Ьдующую  тео- 
рему, которая  оказывается  весьиа  полевяою  въ  прин1нек111  ко  кнотииъ 
вопросанъ  этого  рода. 

Теорема.  Представниъ  себ'Ь  салошное  однородное  гЁло,  огранпчевное 
двумя  параллельными  1иоскостЯ]1и  П,  а  Я,  (черт.  56)  и  боковов>  поверх- 
востью  такого  рода,  что  величина  площади  с1!чев1я  тЪла  какою-либо 
плоскостью,  иараллельною  плоскостямъ  Д,  и  Л„  выражается  такъ: 


11=а-\-Ьг+сг^у  . 


....  (626) 

тд*  е  есть  равстояя^е  плоскости  с4чеа1я  отъ  плоскости  Л,;  а,  6,  е  суть 
цостоянкне  коэффиц1енты,  вавцсаще.  отъ  вида  боковой  новерхиостп.  От- 
Е0шев1е  иежду  раэстояншия  центра  нверд1н  этого  т^ла  отъ  плоскостеб 
и,  в  Л}  выражается  такъ; 

■'.      _  2Я„+Д, 
А-г,  ~  2/4-1-я; .   ■   ■    •   ■ 

гд'Ь  Л,  н  Я]  — велнигпы   площадеП  основаи1й  нижплго  и  верхилго,  Яд 
площадь  С'Ёчев1й,  нроведенваго  черезъ  середину  высоты  Н. 

Легко  доказать  эту  теорему.  Раасгоыц1е  центра  инерщи    отъ 
1  вырааится  формулою: 


(627) 


-/шаг=^{^  +  1 


%'ф 
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гд^  V  есть  объемъ  т'Ьла;   но  числител   этого  выраяен!я   можетъ  быть 
предстаыевъ  такъ: 


поэтому: 


,_;^.(2^+^). 


Такъ  же  наЗдемъ,  что  ра8стоян1е  центра  инерщи  отъ  верхняго  осно. 
ван1Я  выражается  такъ: 

а  потому  и  полгучимъ  равенство  (627). 

Прим']^ръ  79-й.  Центръ  инерцш  объема  сферичес1^аго  пояса  находится 
на  оси  его;  пусть  А;|  и  А;^  суть  разстоянхя  основашй  сегмента  отъ  центра 
сферы;  въ  этомъ  случа']^: 

П=  1:(В'  -кг'  -  2кг1^  --  а'). 
По  формул']^  (627)  найдемъ: 


2  1     /Т.      I    7.  42 


з^г'  — А;^'  — -5-(А1+А?0 


.  ии^.  .^  2 


Ь-^е 


•        ЬВ*  —  Ь,'  —  ^{Тн+1ег? 


^    п — /С%'~~'гСх, 


Чтобы  прим']^нить  эту  формулу  въ  сферическому  сегменту,  надо  поло- 
жить въ  ней  к^=:  Е. 

Иаъ  этой  формулы  окажется,  что  цбйтръ  инерц1и  однородной  полу- 
сферы д'ккитъ  ооь  ея  въ  отношенш  3  жъ  5. 

11рим']Ьръ  80-й.  Центръ  инерщм  «№п  вараболонда  вращешя,  заклю- 
чающейся между  плоскостями,  отстоящммн  отъ  вершины  на  разстояшяхъ 

К^  и  п^» 

Въ  этомъ  случа'Ь: 
а  потому 

Прим']Ьръ  81-й.  Центръ  инерцш  какого-либо  пояса  однополаго  гипер» 


1 


* 


-■%.* 


Щ1. 
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бодоида  вращен1я.  Пусть  А;,  и  к^  суть   ра8Стоян1я   пюскостей   пояса  отъ 
центра  гиперболовда. 

Я.  =  иа'(ц-|Ь),  Я,=  «а'(1-г-^) 

Прим']&ръ  82-й.  Полохе]М  щевтра  инерцхи  какой-либо  части  трехос- 
наго  эллипсоида,  вавлючанщейса  между  двумя  параллельными  плоскос- 
тями. 

Главные  дхаметры  дхаметральной  плоскости,  параллельной  плосеос- 
хямъ  Я|  и  Яа,  примемъ  ва  оси  X****  и  У**"*,  а  направдеше  полудхаметра, 
сопряженнаго  къ  этой  Д1аметрально&  плоскости,  за  ось  2;  сл'1^довательно, 
оси  X®**  и  У*"*  ортогональны  между  собою,  а  ось  7.  можетъ  быть  накло- 
нена къ  нимъ.  Въ  этихъ  координатахъ  уравнен1е  поверхности  эллипроида 
будетъ: 

^а  Т^  ^2  Л^   ^^   —  Ь 

ТА^  А  Ж  В  суть  длины  главныхъ  полу'дгаметровъ   дхаметральнаго  с^ченхя, 
а  т—Д^мна  полуд1аметра,  совпадающаго  съ  осью  2. 

Пусть  ^1  и  Л,  суть  ра8стоян1я  по  оси  2°"*,  плоскостей  Щ  и  27,  отъ 
центра  эллипсоида;  на  основан1и  изв-^стнаго  выражен1я  площади  эллипса 
найдемъ: 

Однородный  эллипсоидъ  симметричепъ  по  отношешю  ко  всякой  Д1а- 
метральной  плоскости,  а  сл']&довательно  и  по  отношешю  къ  плоскостямъ 
Х2.  и  У2;  эти  плоскости  суть  также  плоскости  симметрхи  разсматривае- 
маго  нами  эллиптическаго  пояса,  а  потому  центръ  инерщи  его  находится 
на  оси  2.  Применяя  формулу  (627),  мы  зам^нпмъ  въней  отношенхе  крат- 
чайпшхъ  разстояшй  центра  инерщи  отъ  плоскостей  Щ  и  Щ  отношеехемъ 
ра8Стоян1Й,  считаемыхъ  по  оси  2;  получимъ: 

^с-к,  _67МА?1+А;,)»~-2У 


-1' 


1 
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3 
Если  положить  к^^=^0  и  А;,^^,  то  найдемъ,  что  Сс  =:-^-(. 

о 

Прим'^ръ  83-й.  Центръ  инерщи  конуса,  боковая  поверхность  котораго 
есть  коническая  поверхность  какого-либо  порядка  и  вида,  находится  на 
прямой  лиши,  соединяющей  вершину  конуса  съ  центромъ  инерцш  его 
основан1я;  нетрудно  уб-Ьдиться,  что  центръ  инерщи  отстоитъ  отъ  основа- 
шя  на  одну  четверть  длины  этой  лин1и,  если  считать  разстоян1е  вдоль 
по  ней. 

Прим'Ьръ  84-й.  Однородное  т-Ьло  имФэетъ  видъ  меогогранвика,  дв4про- 
тивоположныя  грани  котораго  параллельныу  а  остальныя  грани,  образую- 
Щ1Я  боковую  поверхность,  суть  треугольники  н  трапсц1и;  въ  этомъ  случа'Ь 
площадь  каждаго  с']^чен1я,  параллельнаго  основан1ямъ,  тоже  выразится 
формулою  (626). 

Въ  самомъ  д-^л*]^,  площадь  77  можетъ  бытв  разбита  на  н'к^колько  тре- 
угольниковъ,  вершины  которыхъ  совпадаютъ  съ  вершинами  периметра  пло- 
щади Я;  площадь  каждаго  такого  треугольника  выражается  такъ: 

гд4  (л?!,  у^)  (а?а,  ^з)  (р^зч  Уъ^  суть  координаты  вершинъ  треугольника  (пред- 
полагается, что  плоскость  ХУ  совпадаетъ  съ  основашемъ  Л|).  Такъ  какъ 
каждая  вершина  находится  на  одномъ  изъ  прямолинейныхъ  боковыхъ  ре- 
беръ  мвогогранника,  то  координаты  x^у  1/4  вершины  (г)  опред'кЕДтся  изъ 
уравнешй 

Х^  =  а,0  +  р,.,  у,  =  т<^  +  8.- 

того  ребра,  на  которомъ  находится  эта  вершина,  а  потому  площадь  каж- 
даго треугольника  выразится  тричленомъ  вида  (626)  и  подобнымъже  три- 
членомъ  выразится  площадь  П. 

По  этой  причин'^  разстояше  центра  инерцш  такого  многогранника 
отъ  одного  изъ  основашй  будетъ  изв']^стно,  если  будемъ  знать  высоту 
многогранника,  величины  площадей  основашй,  верхняго  и  нижняго,  и  ве- 
личину площади  С']^чен1я,  проведеннаго  черезъ  середину  высоты. 

Центръ  инерцш  пирамиды,  ус']^ченной  параллельно  основан1ю,  нахо- 
дится на  линш,  соединяющей  центры  инерщи  верхняго  и  нижняго  осно- 
вашй; онъ  отстоитъ  отъ  нижняго  основан1я  на  разстоянш: 

^е — Л 9 


)  аертжжжлш»;  вирыдаг!».  пхъ  же,  ж&къ  щ  ш- 

€Огу   к. 

Тпраэдръ  аохао  тоне  прачяепп  к&  жяоготрквмжшп  риотрщ- 

I  ажжх  жжтепрш.  Е&жхуп  пару  лроткктхяяжхъ  р«бе[>ъ  тптсирк 

лжво  раэгнатрпяп  каеъ  хм  безшвпво-*а*1е  вриютпиьннЕ)^,  иоекосп 

П,=0,  11,=:(^  овжжетм,  'гто  пмтръ  11|Ср1и1  охвориккга 
тетрюдрж  шводктсл  п  гочхЪ  перегй^евй  «ешрех'ь  11ра]ШП|«  соехпиь 

ь  се|)ед1ва  протямаошхввхъ  ребер)^  уп  точек  х11ктъ  каждую  и» 
9тнгь  ирлиип  покишгь. 

%  М.  ОтЕр11п«  эашш*  жзжжвтя  девтра  кяе|нин  Лаг]<&вх1.  орвпяси- 
вмтъ  Нм1тов]г;  »ъ  кввгЬ:  РЬ1к)ворЬие  1п1вгв1»  рпвс^ркз  винЬовкаса,  въ 
11ЖжЬ:  ЛхюпиНд  Е|те  1ее«б  вшИк.  въ  врвв^чвш  (<^лп11ипв)  4-'XV  ввхо- 
двт  стЬхтвхпк  варажевзе; 

Сотпкше  ^гапиШ  септип  «>тр<нпив  Лвопив  те)  р1<1л<иа  вЬ  в(11в- 
П1Ь|15  согрогит  иКег  ее  поп  вшШ  вииш  зпвш  те1  вмМвз  то1  ^а^еи5;  е! 
ргоуЛлтел  гогрогаш  ошшшп  1п  ке  тпгао  авепИшю  (ехс1о&Ь  всС^ошЬпз  еК 
ипреЛшеШй  ехСегпЬ)  сошшапе  сеаШип  ртап1а:10П15  уе1  чпЗе^С!'  ^^1  то> 
теШг  опиогписег  ш  ШгмШп. 

(О^вЦД  певтръ  тахести  хв;хъ  вш  в^сбольешъ  тЬп  ве  ввгЪвветъ 
своего  состоав1я  хвнхеЕш  Я1я  оовоя  всл'Ьдств^в  ваапвно-д^ЗсткШ  веждт 
'Злит  гЬ1ввв;  если  существтвпъ  юхько  взавкно;гЫ1ств1а  междт  г1пнв 
в  а^гъ  нн  вв'Ьтввхъ  салъ,  нв  п(>«патс1В1в,  то  обт^Л  певпуъ  тажвста 
Л1бо  воБовтсл,  либо  дввжется  раввов-Ьрно  во  прввоП  иан11|). 

Это  вырзхей1е  овред^ляетъ  только  частвып  случай  засова  хввжешв 
яевтра  пяерцш.  Лагранжъ  говорить,  что  общая  форва  ванова  дааа 
д'Аламберовъ,  во  сд^луетъ  прпзнать,  что  ясное  вырахен1е  савоЛ  общей 
форвн  за1!ова  прнвамехигь  сакову  же  Лагравх;   (въ  Ыесвацие  виа1;- 

^^^^1е^, 
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ГЛАВА  VIII. 

Законъ  площадей. 
§  93  Составлен1е  трехъ  дифференц1адьныхъ  уравненШ. 

Бъ  дифференц1альнымъ  уравнешяиъ  движешя  (517)  (§  70) 
]е^аждов  точки  системы  приложимъ  первый  изъ  тФхъ  двухъ  пр!- 
еиовъ  преобразовашя,  которые  указаны  въ  §  21-мъ;  всЪ  урав^- 
нешя  вида  (110,  а)  сложииъ;  составится  следующее  дифферен- 
щальное  уравнеше: 


ал  *=- 


-^  =  л,  +  ^(«.)2  (у.-  ёг  ~  "^^1:)  +  •  •  •  • 


^8«  да. 


....+х(в,)2и^-^-.,^);.  .  ..(628.  а) 

здЪсь  Лд,  и  Л^  суть  суммы,  выражаемыя  формулами    (629,  а)  и 
(630,  а)  приведенными  ниже. 

Подобнымъ  же  образомъ  получимъ  еще  два  дифференц1альныя 
уравнешя: 


ш 


=  Л+2х(в,)2(.,5-а.,^)  .  .  .  (628,  Ь) 


с1л^  ^^   .    Л:?/     ^8,  ^8, 


^  л, +±х{.Щх^~  у,^)  ,   .  .  (628,  с) 


гд4: 


л.^1ш,(у^^-.М (629,  а) 


»=1  —  —  / 


« 
'а 


VII^-«/^«>:' 


< 
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<=1 


•=:П 


•Зх=2(уД-г,У0 (630,  а) 


<=1 


<=» 


Л^^К-^А-а^Д).  .  .  , (630,  Ъ) 


<=1 


»=:п 


4;=2(^.5'*— уА) •  •  •  •  (взо,  с) 


<=1 


§  94.  Главный  иоментъ  силъ  вокругъ  даннаго  центра 
Перем^^на  центра  моментовъ.  Главный  векторъ. 

Въ  параграфе  22-мъ  было  объяснено  значеше  разностей,  заклю- 
чающихся подъ  знакоиъ  сумиъ  въ  внрахешяхъ  (630);  это  суть  мо- 
менты вокругъ  положительныхъ  направлен1й  осей  X*'*,  У**"*  и  ^**'* 
равно д^Ьйствующеб  Р^  задаваемыхъ  силъ,  приложенныхъ  къ  точкЪ  т^, 
и,  вм^Ьст'Ь  съ  тЪмъ,  это  суть  проэкщи  на  тк  же  оси  момента 
силы  Р^  вокругъ  начала  координатъ. 

Обозначая,  какъ  условлено  въ  §  22-мъ,  знакомъ  Ьо{1')  вели- 
чицу  и  направлен1е  момента  силы  Р^  вокругъ  начала  координатъ, 
можемъ  представить  формулы  (630)  подъ  слЪдующимъ  видомъ: 


»=п 


^»=2^о(^^,)со8(Хо(-Р',),  X), 


•=1 


»=п 


Л,=^ЩР,)сов{7.о(Р,),  У), 


<=1 


%=п 


Л,=^^:,Ьо(Р,)со5(Ьо(Р,),  2), 


4=1 


(в31) 
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Мы  будемъ  предиолагать,  что  нокентъ  наждой  пилы  вокруг] 
давнаго  центра  взображенъ  длиною,  отложенною  отъ  центра;  от^ 
носвтельво  велл'сивы  и  направлен1я  этой  длины  си.  стр.  80  —  91] 
в&рагра{{4а  22'-ш;   согласно    съ  этииъ  линсбвыя  изобрахен1Я  I 
■ентовъ  силъ  ^',,  Т^, . . .  .Р^  вовругъ  начала  Еоордиватъ  ср 
длины,  отлоЕевння  отъ  9тоб  точки. 

Изъ  выражетй  (631)  видно,  что  Л^,  Ж^,  Д  суть  провкци! 
ва  оси  Боордвватъ  геометрической  суикы  юиентовъ  задаваемых^ 

силъ  г,,  Р^ Рщ    воЕругъ    начала   координатъ    (точка  0^ 

эта  геометрическая  суима  назаваетсл  главнымъ  тмвнтомъ  ■ 

Т^,  ^^^, . . .  .  7^„  вокру1ъ  центра.  О.   Условямсл   обозначать  I 

^'  личину  и  наиравлсше  этого  главваго  яоиента  знаБонъ  Ж(,\  в1111Ст1 

?  съ  тЬмъ  будемъ  нредволагать,  что  линейное  изображете  э»вй»| 

{  иавнаго  момента  отложено  отъ  точки  О. 

Сл'Ьдователг.но: 


Х=-ЗоС05(^о,  X),  Л,=ЛоС05{1о,  У),  Л,=Лсо8(^„2). 

Если    вместо    точки   О    взять   за  центръ  моментовъ  другу! 
точву  К(Хк,  уь  г-^),  то  моменты  т4хъ  хе    силъ  вокругъ  1 
центра  будутъ  ии^ть  друпя  величины  и  друг1я  навравлев1л. 

Чтобы  составить  выражен1я  проэвцШ  аа  оси  координатъ  иоментй 
^^{I'^)  силы  Р^  (приложенной  къ  точкФ  т'^)  вокругъ  центра  К,  * 
ва  время  предположиыъ,  что  9тотъ  центръ  взятъ  за  новое  вачал1Ь  К^ 
ординатъ  и  прва4вимъ  прежн1я  формулы  (113)  §  22-го;  такъкаи 
воордиваты  точки  VI.  отвосительво  вовыхъ  плоскостей  координая 
(которня  паралле.1ьны  прежнимъ,  ио  перес-Ькаются  въ  новоиъ  на 
чал-Ь  координатъ  К)  равны  {Х{—х^),  (у, — у,),  (г;— я»),  то, 
формулаиъ  (113)  §  22-го,  цолучимъ  сл'Ьдую1Ц1Я  »нражен1л: 


ЫР;)ст{ит,  У)  =  {л,-^,)Х~{х,-х,)2,, 
Х*(Г(}соз{Хда,  2)  =  ('Х.,—х„)У,—{у,—у,)Х„  \ 
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Геометрическая  сумма  иомонтовъ  силъ  ^^,,  Р,,  , .  ,  .  /^„  вовругъ 
аевтра  К  называется  главвымъ  яоиеатомъ  этихъ  гилъ  вокругъ  этого 
цевтра;  ны  будекъ  о(!озпачать  этотъ  главвыЗ  нонентъ  энаконъ  Л^,  а 
его  цроакшк  на  оси  коордннатъ — звакамв  {Л^)^,  (Л),,,  (Л)"  ^^^ 
нейаое  изоброжеше  его,  т.-е.  длину,  изображающую  величину  в 
направлеше  этого  главнаго  номеата,  »ы  буденъ  предполагать 
отлохеннйЮ  или  ироведеиною  иэъ  точки  К. 

11роэкц1я  аа,  ось  Х""  главнаго  момента  Л^  выразится  сле- 
дующею суммою: 

ялв,  что  то  20  самое,  такъ; 

(1,),  =  Л,  +  г,В,  -  !1,В,  ....  (633,  а) 
Подобеымъ  же  образояъ  получит; 

(Л),  =  Л,  +  х,В,  —  1,В„  .  .  .  .  (633,  Ь)  ' 
и,),  =  Л,  +  .дВ.  —  х,В,;  ....  (633,  С) 

8д4сь  В,,  В^,  В„  означаюгъ  сл*дуЮ1ц|Я  гуммы: 


В.=%Х„  В,=  2У„  В,  -  2^.. 


(634) 


Т.-е.,  это  путь  проэкщи  на  ош  коордннатъ  геометрической  суммы  В 

вс*хъ  силъ  7^,,  Р.^, Р„;    если  бы    вс*  эти  силы,  сограияя 

свои  величины  и  ианравлен1я,  были  приложены  къ  одной  точв*, 
то  сила  В  била  бы  игь  равнод'Ёйствующею.  Мы  условимся  на- 
зывать геометрическую  сумму  В  данннхъ  силъ,  приложеаныхъ  къ 
раэличнымъ  точЕашъ,  1лавнымь  вектпромг  эптхъ  силъ  *). 


*)  Мног1е  авторы  вааываютъ  геометрическую  суииуй  данннхъ  силъ— 
равнодФйсгвующею   и  тЬмъ  даютъ   воводъ  в*воторниъ  читателялъ,  мало 
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Изъ  формулъ  (632)  и  (633)  можно  извлечь  правило,  опре- 
д^Ьляющбб;  какъ  изменяется  величина  и  направлен1в  главнаго  мо* 

мента  данннхъ,силъ  при  перем^нЪ  центра  моментовъ. 

•  

Предположимъ,  что  главный  векторъ  В  данннхъ  силъ  проведенъ 
изъ  начала  координатъ  О  и  вообразииъ,  что  онъ  изображаетъ  н'Ьбо- 
торуго  силу,  приложенную  къ  этой  точки;  означимъ  черезъ  1^*(5о)  мО" 
ментъ  этой  воображаемой  силы  вокругъ  центра  К  и  составимъ,  по 
/  формуламъ  (632),  выражешя  проэБцШ  этого  момента  на  оси  коорди- 
натъ; для  этого  надо  въ  этихъ  формулахъ  подставить:  Д,  В^,  В^,  В^ 
вм4сто  Р. у  X.,  У.,  2.  и  нули — вм-Ьсто  х.,  у.^  0.;  получимъ: 

^к{Во)  С08  {МВоХ  X)  =  ^лБу  —  2/*Д , 

Х^ь(Бо)  С08  (ЫВо),  У)  =  Х1,В,  —  Зт,В^  , 

I  ^^  ^^  ^^ 

Хл(Во)  С08  (Ь*(^о),  2)  =  уА  —  х^у ; 

это — тф  самыя  разности,  Боторня  находятся  во  вторнхъ  частяхъ- 
формулъ  (633),  сл'Ьдовательно,  эти  формулы  внражаютъ,  что: 


Л,  =  Ло  +  Ь,{В,), (636) 

т.- е.,  что  главный  моментъ  данныхъ  силъ  вокругъ  центра  К 
можетъ  быть  полученъ  какъ  геометрическая  сумма,  составлен- 
пая  изъ  главнаго  момента  тгьхъ  же  силъ  вокругъ  центра  О 
и  изъ  момента  вокругъ  центра  К  иавнаго  вектора  тгьхъ  же 
силъ,  проведеннаго  изъ  точки  О. 

На  чертеже  57-мъ  изображено  построеше  главнаго  момента  Д^ 

по  этому  правилу;  ОЛ^  изображаетъ  главный  моментъ  Д,,  длина  ЛГХ' — 

моментъ  воображаемой  силы  ОБ^,  приложенной  къ  точк*  О,  вокругъ 


знаЕомымъ  съ  механикою,  впадать  въ  заблужденхя  относительно  вначенхя 
этой  воображаемой  силы  В. 

Мы  назвали  силу  В  „главнымъ  векторомъ"  следуя  прпм'Ьру  О.  И.  Со- 
мова (см.  Рад1ональную  Механику,  часть  2-ю,  стр.  276). 


I 
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доптра  К]  длян»  -ЕЛ,  изибра-хающая  главный  ноневтъ  Л^,  есть  дк- 
говаль  парамелограима,  погтроеннаго  на  сторонахъ  КС'  в  КЛ^; 

иосл'Ьдняя  равна  и  параллельна  длав'Ь  ОД,. 

Приведенное  зд'Ьиь  правило  изи'Ьнев^я  главааг!?  ишента  при 
переМ'Ьп'Ь  центра  иояентовъ  тождественно  съ  нравиюмъ,  опред4- 
лшощимъ  изн'Ёнен!!!  скорости  ност]гсательной  части  дввяетя  тв1'р- 
даш  т'Ьла  при  иерен^^н'Ь  полюса  вращии1л  (си.  стр.  127  квяе- 
натической  части);  формулы  (633)  им'Ьготъ  тотъ  же  состааъ,  что 
и  формулы  (144)  страницы  127-й  аинематичесЕой  части,  тавъ 
что  изъ  посл^дввхъ  получииъ  первыл,  (;|'.1в  зикЪвияъ: 


центромъ  (^, 

цевтромъ  А'(а-ц  */,,  г^), 


угловую  скорость: 


I  главныяъ  вевторомъ: 


«корость  полюса  Ю:     \ 
скорость  по.шса  Я:      ! 


I  г.тавнниъ  хомевтохъ: 
I      МЛ„  Л.  ^^)> 

I  ^'лавныиъ  нокентонъ: 


Поди-Ьтнвъ  такую  в.чаи1(Ность  между  теор1ею  скоростей  то- 
чевъ  веиам'Ьняемой  среды  и  теор1«(п  главонх'ь  мояентовъ  данвнхъ 
еиъ  вокругъ  различвнхъ  цеатровъ,  ии  иожеиъ,  на  основан!» 
этой  взаимности,  заключить  о  суп1встаован1и  сл'Ьдующей  зависв- 
яости  между  величинами  и  ваправлев1вии  г.1авнихъ  яоаовтовъ 
вокругъ  рааличныхъ  кентроаъ. 

Главные  моменты  данныхг  силъ  вокругг  раыичнып,  ценш- 
рот,  находящихся  на  какой-либо,  параллельной  главному  $ек~ 
тору  этихг  сидг,  прямой,  равны  и  параллельны  между  собою. 

Всгь  кмвные  моменты  данныхъ  силъ  вокругъ  асевизможныть 


^  -  454  — 

ценш'ро&ь  имгьютъ  роения  проэкцги  на  направленге  главнаго^ 
вектора;  а  именно  эти  проэкцги  равны: 

Лсо8(Л,  В)  =  ^^^^^^^р+^'^'   ^  ЛоС08(Д>,  В)  .  .  (636) 

Существуешь  прямая  лингя^  параллельная  иаеному  век- 
тору^  образуемая  т^ьми  центрами^  вокругъ  которыхъ  глав- 
ный  моментъ  имп»етъ  наименьшую  величину;  эта  лингя  на- 
зывается центральною  осью  данныхь  силъ.  Главный  моментъ 
вокругъ  какою-либо  центра,  находящагося  на  центральной 
оси,  направленъ  по  самой  оси  и  равет: 

л,  =  Д,со8(Л,  В)  =  •^»-^»+-^А+--^А ^^36,  Ыз) 

Если  главный  моментъ  вокругъ  какою-либо  центра  пер- 
пендикуляренг  кг  главному  вектору^  то  главные  моменты 
вокругъ  всп)Осъ  центровъ  перпендикулярны  кг  тому  же  напра- 
вленгЮу  а  главный  моментъ  вокругъ  центровъ^  нааюдящихся 
на  центральной  оси,  равенъ  нулю:  значитъ,  если  главный  век- 
торъ  и  главный  моментъ  данныхъ  силъ  вокругъ  начала  коорди- 
натъ  удовлетворяютъ  условхю: 

Д,Б,  +  Л^,  +  ЛЛ  =  0, (637) 

то  можно  найти  безчисленное  множество  центровъ,  вокругъ  кото- 
рыхъ главный  моментъ  данныхъ  силъ  равенъ  нулю;  всФ  эти  центры 
лежатъ  на  прямой,  параллельной  главному  вектору  данныхъ  силъ. 

§  95.  Главный  моментъ  количествъ  движен1Я  системы 
матерьяльныхъ  точекъ. 

Величины  Ла;у  Лу,  л^  (629)  §  93  суть  проэкщи  на  оси  ко- 
ординатъ  иавнаго  момента  вокругъ  начала  координатъ  коли- 
чествъ движенгя  вс*хъ  точекъ  системы;  мы  будемъ  обозначать- 
величину  и  направлеше  этого  главнаго  момента  знакомъ  л^  и 
будемъ  изображать  его  длиною,  проведенною  изъ  начала  коорди- 
натъ, равною  геометрической  сумм*  длинъ,  изображающихъ  мо- 
менты ^^{т^V^^  ^о{ш^V^^ ....  ^о{т^V^  количествъ  движен1й  то^ 
чекъ  системы  вокругъ  того  же  начала  координатъ. 
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Относительно  главныхъ  моиентовъ  количествъ  движбн1а  си- 
стемы точекъ  вовругъ  другихъ  цеитровъ  можно  сказать  то  же 
самое,  что  сказано  относительно  главныхъ  моментовъ  силъ. 

Главный  векторъ  количествъ  движбН1я  системы  точекъ  мо- 
жетъ  быть  названъ  количествомъ  движешя  центра  инерцш  всей 
системы,  если  предположить,  что  въ  посл'Ьднемъ  сосредоточена 
масса  всей  системы;  въ  самомъ  дЪлФ,  на  основан1И  равенствъ  (620) 
§  86-го  получимъ: 

1=П  •=П  »=:П 

Л,тр>,'=Мхс',    ^т,у'=Му',    ^т,^г,' = Ми,'  .  .  (638) 

•=1  «=1  <=1 

Проэкцш  на  оси  координатъ  главнаго  момента  л^^  количествъ 
движешя  системы  вовругъ  центра  К  выразятся  сл'Ьдующимъ 
образомъ: 


=л,  +  Му:г,—Шс',/, (639,  а) 


{л^Х=л^  С08  (л»,  У) = 2 т.{{г.~0^х1  —  {х.  -а;*>/) = 


л,+М2,'х,'  Мхс'з, (639,  Ь) 


•=п 


М,=А^  С08  {ли,  2)=^т.их,—х^)1/,' — (з/<— у»)ж/)= 

^л,+мx^у1с—щ^оо^^ (639,  с) 

Проэвщи  на  оси  координатъ  главнаго  момента  количествъ  движе- 
Н1Я  системы  точекъ  могутъ  быть  еще  выражены  въ  секторьяльныхъ 
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СБоростяхъ    проэБЩй    точбЕъ  на  плоскости   координатъ  (см.  стр. 
99 — 101);  наприм-Ьръ: 

^.=  2  2тлЫ, (640,  а) 

^у=2  2^л('^^)? (640,  Ъ) 

•=11 


л,=^2Л,т,фу) (640,  С) 


•=1 


§  96.  Значен1е  дифференц1альныхъ  уравнен1Й  (628), 
составленныхъ  въ  §  93-мъ. 

Во  вторнхъ  частяхъ  этихъ  уравнбн1й  заключаются  про9КЦ1И 
на  оси  координаты  главнаго  момента  вокругъ  Начала  координатъ 
вс1^хъ  силъ  и  реакцШ,  прилохенныхъ  къ  точкамъ  системы. 

Длина,  изображающая  л^  и  проведенная  изъ  начала  коорди- 
натъ изм'Ьняетъ  съ  течешемъ  времени  свою  величину  и  свое  на- 
правлеше;  конецъ  ея  описываетъ  при  этомъ  н'Ькоторую  кривую 
ЛИН1Ю,  которую  можно  назвать  годографомъ  главнаго  момента 
количесшвг  движенгя  системы  точекъ. 

Уравнешя  (628)  выражаютъ,  что  скорость  точки,  чертящей 
годографъ  главнаго  момента  (вокругъ  О)  количествъ  движешя 
системы  точекъ,  равна  и  параллельна  длин*]^,  изображающей 
главный  моментъ  (вокругъ  О)  всЬхъ  задаваемыхъ  силъ  и  реакщй, 
приложенныхъ  къ  точкамъ  системы. 

§  97.  Видъ  диФФеренц1альныхъ  уравнен1и  (628)  въ 
т^^хъ  случаяхъ,  въ  которыхъ  главный  моментъ  реакщй 
равенъ  нулю. 

Если  главный  моментъ  вокругъ  начала  координатъ  вс4хъ  ре- 
акщй связей  равенъ  нулю  во  вс4хъ  положетяхъ  системы,  то  тогда 
дифференц1альныя  уравнешя  (628)  получаютъ  такой  видъ: 

^  =  Л     ^  =  Л     ^=/7  Г641) 


—  457  — 

ГланоыВ  ноиснтъ  всЬхъ  реакцШ  связей  {^авенъ  нулю,  нохду 
грочинъ,  въ  сд*Ьдующихъ  аучадхъ: 

Еогда  всп  точки  системы  свободны. 
Когда  пюнки  системы  связаны  только  междч/  собою  идеаль- 
;  стержнями,    иди  гибкими  нерасшяжимыми    ни/тями, 
\ди  связями  примпра  55-ю,    §§  59  и  68,   стр.  306  и  345 
-346,  потому  что  тогда  моменты  об'Ьихг  реакц1й  каждой  тааой 
связи  равны  и  прямопротивоположвн;  но  ви  одна  изъ  точеиъ  са- 
_  стены  не  должна  быть  связана  някакою  связью    гь  каниии  либо 
неподвижными  точкиия  шв  съ  точваия,  иостороввпив  систеиФ. 

Въ  этихъ  случаякъ  равенъ  вглю  главвый  моиентъ  всЬхъ 
[реаБцШ  не  тольЕО  вовругъ  вачала  Еоо|)линатъ,  но  также  и  во- 
Вругь  любаго  центра. 

Въ  сл4дующихъ  сараграфахъ  настоящей    главы    ны    будеиъ 
кредполагать,  что  связи,  которыиъ  подчинены  точки  системы,  нри- 
[Лежатъ  къ  чвслу  т'Ьхъ,  для  Еоторыхъ  главный  ионентъ  реак- 
цй  есть  нуль. 

§  98.  Интегралы,  вьц)ажающ1е  законъ  площадей.  Нв- 
13И-Ьвяемая  плоскость. 

Въ  т'Ьхъ  случаяхъ,  когда  задаваемый  силы  при  вс^хъ  поло- 
жеН1яхъ  снстеиы  удовлетворяютъ  услов1ю: 


[тогда  первое  изъ  дифферена^адьны^ъ  ураввеп1й  (641)  цолучаетъ 
ил'ЬАуищШ  видъ: 


;  такъ  какъ  дифференц1альныя  уравяен1я  (628)  ила  (641)  по- 
гучевы  изъ  днфференцтальпыхъ  ураввсв1й  (517)  двихсн!л  сигтемн 
гачекъ,  то  ввтегралъ 


^х  =  Г,     . 


(«43.  а) 


VIII-*]?. 
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есть-  одинъ  изъ  первнхъ  интеграловъ  совокупныхъ  дифференц1аль- 
ныхъ  уравнен1й  (517);  этотъ  интегралъ: 


|=Я 


2ш/2/л'-^.у/)  =  <^. (642,  а) 


»=1 


МОЖНО  представить  подъ  сл'Ьдующимъ  видомъ: 
2(т,аДу^)+т^аДзу^)  +  ....+т„а„(у^))=  (7^.  .  .  (642,  а,  Ыв) 

Следовательно,  если  при  всгьхъ  положенгяхъ  системы  то- 
нет проэкцгя  на  ось  Х*'^*  главиаго  момента  задаваемыхъ  силъ 
равна  нулюу  то  дифференцгальныя  уравненгя  движенья  си- 
стемы шочекъ  имгьютъ  интегралъ^  выражающгй,  что  проэкщя 
на  ту  же  ось  главнаго  момента  количеств  движенгя  сохра- 
няетъ  постоянную  величину. 

ЗаЕОНЪ  двнжешя,  представляеинй  этииъ  ннтеграломъ,  назы- 
вается закономъ  площадей  въ  плоскости  У2  и  можетъ  быть  вы- 
раженъ  (по  формул*  (642,  а,  Ыз))  слЬдующимъ  образомъ:  сек- 
торьяльную  скорость  проэкцги  каждой  точки  на  плоскость  У 2 
помножимъ  на  массу  ея  и  составимъ  подобныя  произведенгя 
для  всгьосъ  точекъ  системы;  сумма  всгьхъ  этихъ  произведенгй 
будетъ  постоянною  величиною  во  все  время  движенгя  системы. 

Если  при  всп»хъ  положенгяхъ  системы  точекъ  главный  мо^ 
ментъ  задаваемыхъ  силъ  вокругъ  начала  координатъ  равенг 
нулю^  то  законъ  площадей  будетъ  имп>ть  мгьсто  во  всп}Хъ 
трехъ  плоскостяхъ  координатъ,  т.  е.,  дифференщальныя  урав- 
нешя  движен1Я  системы  точекъ  будутъ  тогда  им4ть  три  инте- 
грала: (642,  а)  и  два  сл4дующ1е: 


»=*» 


л^  =^^т.{гр)!  —  х^!)  =  С^ .  .  .  .  (642,  Ъ) 


»-1 


*—п 


Лг=^т1х.у!—ур)!)=Сг  ....  (642,  С) 

•=1 


^Ш        Эт] 
1^  К2>уи 


тт 
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Этя  три  интеграла  вырахаютъ,  что  главний  моментг  (во- 
щ>угъ  О)  количествъ  движенья  системы  точекъ  сохраняешь 
постоянную  величину  и  постоянное  направленге. 

Въвтих'Ь  случалхъ,  въ  которыкъ  <1аЕовъ  олощадеб  лп'Ьетъ  мЪсто 
ю  веЬхъ  трехъ  плоскостяхъ  коордияатъ,  онъ  ии4етъ  иЪсто  также  и 
10  всякой  плоскости,  проходящей  чсрезъ  начало  координатъ.  Пусть  5 
есть  одна  изъ  такихъ  плоскостей  и  ОР — ааправл('а1е,  перпевдику- 
ляраое  къ  ней:  по  формул*  (142),  стр.  105,  |  '24-го,  секторьлль- 
я»я  скорость  проэкщи  точки  ш  иа  плоскость  @  выражается  такъ: 


=.(8)  = 


|!,С08{7ц,_.Р) 


(142) 


[..поэтому  секторьяльяая  скорость  провкцш  точки   »;.  ш  плоскость 
Г1К  внрахается  такъ: 


а,(5)  = 


•2т^  ' 


(643) 


Тд4  ?(1(т,г',.)  означаетъ  величиду  и  направлеше  момента    вокругъ 
^начала  координатъ  количества  движен1я  точки  т^. 
Изъ  формулы  ((543)  сл'Ьдуетъ; 

[  во  такъ  какъ  главный  моиенгь  количествъ  двяжеиЕл  есть  геометра- 
,  ческая  сумма  иоментовъ  К"Личествъ  движен1Я  всЬхъ  точекъ,  то  вторая 
[  часть  послФднягп  равенства  равпа  прлзкпш  ^г^  на  наоранлеше  Р: 


2  2»г,<',(8)  =  лосози„  Р\ 


(644) 


1<а  его  равенство  выражаетъ  заковъ  нлощадей  въ  плоскости  (^, 
[потоку  что  лаС05(ли,Р)  есть  величина  постоянная,  такъ  какъ 
I  ОР  есть  ваправлеще  постоянное  и  л„  сохравяетъ  неизн'Ьнние  на- 
Ь  правлен1е  и  постолпну»  величину. 

Если  означимъ  черезъ  V.  ироэкщю  рад1у';а  вектора  точки  т^  на 


\м«  -у.-. 
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ПЛОСКОСТЬ  §,  а  черезъ  ^. — уголъ,  составляемый  направленхемъ  г,,  съ 
л'ЬБоторою  неподвижною  осью,  проведенною  въ  плоскости  $,  то,  съ 
помощью  дзв'Ьстныхъ  намъ  выражен1й  (§  23)  секторьяльной  скорости, 
можно  представить  равенство  (644)  подъ  сл'Ьдующимъ  видомъ: 


%=п 


1,тХ^  =  ЛоШ{л,,Р).   .  .  .  (644,  Ь18) 

И  такъ,  если  главный  моментг  задаваемыхъ  силг  вокругь 
"начала  координатъ  равет  нулю,  то  законъ  площадей  имгьетъ 
мтьсшо  во  всякой  плоскости^  проходящей  черезъ  начало  коор- 
динатъ,  и  пришомъ  удвоенная  сумма  произведенгй^  составлен- 
ныхъ  изъ  массъ  точекъ  и  изъ  ихъ  секторьяльныхъ  скоростей 
въ  этой  плоскости^  равна  проэкцги  главнаго  момента  коли- 
чествъ  движепгя  на  нормаль  къ  плоскости. 

Одна  изъ  этихъ  плоскостей  отличается  отъ  всЬхъ  прочихъ 
т^мъ,  что  для  нея  вышесказанная  сумма  им'Ьетъ  величину  большую, 
ч4мъ  для  всякой  другой  плоскости;  эта  плоскость,  перпендику- 
лярная къ  направлен1Ю  Ло,  названа  Лаплаеомъ  неизм1ьняемою 
плоскостью;  законъ  площадей  въ  этой  плоскости  выражается  такъ: 


%=.п 


^Щ9^^  =  Л,, (645) 

»=1  **' 

гд*  р^.  означаетъ  проэкщю  рад1уса  вектора  точки  т.  на  неизме- 
няемую плоскость,  а  6. — уголъ,  составляемый  направлен1емъ  р^.  съ 
некоторою  неподвижною  осью,  проведенною  въ  этой  плоскости. 

Для  всякой  плоскости,  проходящей  черезъ  направленхе  Ло, 
постоянная,  находящаяся  во  второй  части  равенства  (644,  Ыз), 
равна  нулю. 

Если  задаваемый  силы,  приложенныя  къ  точкамъ  системы^ 
таковы,  что  при  всякомъ  положен1и  системы  главный  моментъ  ихъ 
вокругъ  центра  К  равенъ  нулю,  то  дифференщальныя  уравнешя 
движешя  системы  точекъ  им-Ьготъ  три  интеграла: 


'^ч 
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|!(ГД*  (л,),,  (л*)^,  (л^),  ^'ть  выражонш  (ОЗО,  а,  Ь,  с)  §  95)  и  ва- 

"  ковъ  площадей  йи^етъ  «"Ьсто  ви  всякой    плоскости,    проходящий 

чпрезъ  точку  А';    неизм'Ьнйемая  плоскость,  конечно,  перпендику- 

лярна  съ  наиравлешю  гмвпаго  момента  л,,  количествъ  лвпжев1я 

|вокругъ  цедтра  А'. 

§  99.  Заковъ  плоп(ад«й  въ  относитвльвонъ  двйжен1я 
|гнстены  иап'рьяльвыхъ  тнчекъ  т  отаошоп1№  еъ  неизн'Б- 
ляенон  сред!^,  нм'^.юп^ей  погтупательное  дв11;кеи1е  вя^сН 
|съ  центрвяъ  ию|1Ц)и  систсиы. 

Продставийъ  ссб'Ь  неизм'Ьняомую  среду,   совершающую  посту- 

1оательвое  дпижеб!^  ви'&ст'ё  съ  цевтроиъ  иверцти  системы  иатерьяль- 

хыхъ  точекъ;  центръ  иперц!!!  О  возьиенъ  за  начало  подввхаохг 

■коордиватныхъ  осей  С^,  СГ,  С2.,  параллельныхъ  неподвижнымъ 

||)сямъ  коордвнатъ;  относятельныл  коорднваты  точки  т^  по  отно- 

ШвН1Ю  къ  этимъ  осамъ  будутъ: 


Въ  дифференц1альныхъ  урависишхъ  движея!я  (517)  системы  то- 
кеиъ можно зан11витьабсолют11ия  координаты  ■*",,  у,,  ^,5  а^,)  У,-,  ^а.--- 
■суммами:  (;,  -(-  гЛ.  {-^,  +  //Л,  (С,  4-  ^Л>  (Е,  +  жЛ, .  •  .  ;  вто  въ 
особенности  уместно  въ  т'Ьхъ  случаяхъ,  когда  функцш  в,,  а,, .  .  ц^. 

|и  выражен!»  задаваеинхъ  силъ  заключаютъ  только  разаости  ео- 
отв'ЬтствеБНыхъ  коордвнатъ  различныхъ  паръ  точекъ,  а  не  самня 
«оординаты  въ  отдельности;  въ  этихъ  случаяхъ  диффорвнц1аль- 
ння  уравнен!»  (517)  легко  преобразовать  въ  дифферЁВд!альвыа 
7равнеЕ1я,  заключающ1я  только  относительная  координаты  и  ихъ~ 
сровзводвыя  по  вреиеве. 
Въ  самоиъ  д^Л'Ё,  если  въ  ураввен1яхъ  связей  заключаются 
только  разности  координатъ:  {х^  —  х^),  {у. — у^),{г^ — г,-)  и  др., 
а  не  отд4льныя  координаты,  то  тогда  въ  уравнен!яхъ  (616) 
§  85-го  члены,  заключающ1е  множителей  х(»Л1 '-(«,) '>(»(.). 

Ёзаимно  сокращаются;  иаприиЪръ,  если  »,   заключаетъ  х,  только 
ъ  разностякъ:  (ж,  —  х,),  (г,.  —  ж,),  Еоторыя  мы  времевяо  означниъ 


VИNч«^ 
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черезъ  х^.  и  х^.^  то  въ  уравненш  (616,  а)  будетъ  заключаться 
членъ: 

выражающ1й  проэвцш  да  ось  Х"'^  реакщи  связи  ц^  =  о  въ  точе-Ь 
т.]  атотъ  членъ  совратится  съ  членами: 


'!•  ^*^2% 


входящими  въ  составь  выраженШ  проэвцШ  на  ось  Х''''^  реаЕЦ1й 
той  же  связи  въ  точкахъ  т^  и  т^;  изъ  этого  сл'Ьдуетъ,  что  при 
тавихъ  связяхъ  дифференщальныя  уравнешя  (616)  §  85-го  по- 
лучаютъ  видъ  уравнешй  (616  А)  §  87,  то  есть: 

Мх:=В,,  Му:=В^,  М^^:=В,;  ....  (616,  А) 

при  посредств'Ь  этихъ  уравнен1й  дифференцхальныя  уравнешя  (517) 
§  70-го  могутъ  быть  преобразованы  въ  сл4дующ1я: 


ш 


§  =  X,  -  ^ Д  +  2х(н,)5 (646,а1) 

^>^=  У^  -  ^^.+  ^хЫ^ (646, М) 

^^^  -^<-  ^^я4- 1%)^,  .  .  .  (646, с1) 

гд*  %  означаетъ  каждое  изъ  чиселъ  1,  2,  3, . . . .  ?г;  вторня 
части  этихъ  дифференщальныхъ  уравнен]й  заклиучаютъ  разности 
((Г.  —  л;у),  {у^  —  уу),  (^.  —  ^у)  и  проч.,  которыя  могутъ  быть  за- 
менены разностями  ($.  —  $/),  (7)^  —  7]^),  (С<  —  Су)  и  проч. 

При  этомъ  надо  принять  во  внимаше  следующ1я  равенства: 

2^<Е<  =  о,  2^,^,  =  о,  2^^  =  о, .  .  .  .  (647) 

•^1  »-1  »=1 
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И1'Ью1ц1я  мФето  потижу,    что  начало  относительны  хъ    киирдиватъ 
есть  цевтръ  инерЦ1И  сиптеиы. 

Няпрпм-Ьръ,    въ    прнмЬр*   61    (стр.    326—327),    гд*    Б^  =  0,    В^,  =  0, 
=  0,  п  вс±  точки  сво(юдпа,  дифферевщалькыа  уравлешя  (646)  бухутъ 
Ьс1'Ьдующаго  вида: 

шХ'  =  —  !"«^М;,  ] 

т^^."  =:  —  \1.т^Му\^  ] (Й48,    I) 

т^"  =  —  [1т,М;,  ] 

Эти  днфферевцш.тьныя  ^'равненш  суть  т^  же  сяиия,  съ  которЕШи  ин 
Вавакоквлись  на  стр.  32;  отсюда  сл'Ьдуетъ,  тго  каждая  пзъ  матер |л ль яыхъ 
^очекъ  въ  отаосительномъ  движеаш  по  отпошен1ю  къ  В1ю6ражае11ой  пе- 
ияя*няемой  сред-Ь  описываетъ  эллипсъ,  центръ  котораго  совладаетъ  сь 
левтрокъ  Еиерщи  системы. 

Преднолихнмъ,  что  свлзи,  которнии  связаны  точен  систвиы, 
["таковы,  что  главный  иоментъ  реакц1й  вонругъ  центра  йнерцш 
~  сястсин  равенъ  нулю  при  всякоиъ  положети  систевн, 

КаЕъ  иэъ  днфференц!альныхъ  7равнен1б  (517)  составлена  три 
Д11фферев11;1альББ1я  уравнен!я  (В28)  параграфа  93-го,  такинъ  же 
образомъ  изъ  дифференфальныхъ  уравяешй  (646)  иожно  соста- 
вить три  сл*дующ1я  дафференц1альвня  уравнешя: 


(649,  а) 


р-въ  силу  яе  равенствъ  (647)  двФ  посл*6дн1п  суммы  второй  частя 
[  этого  уравнен1я  равны  нулю,  поэтому  получится: 

'^  =  Ш., (649,а) 

[  гд1  (дХ  и  [ЛХ  суть  проэкт'и  на  ось  Х°"  главнвхъ  аоивнтовъ 


1^'^! 
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вокругъ  центра  инерцш  количествъ  движен1я  систеин  и  задавав- 
мыхъ  силъ  (си.  формулы  (650)  я  (651)). 

Подобдыиъ  же  образоиъ  получииъ  еще  два  сл^кдующ1Я  диф- 
ференц1альдня  уравнешя: 


^^-» (649,  Ъ) 


01 

гд4: 


'^''^'  =  Ш, ; (Ш,  с) 


»=:П 


(^с)х  =21т.(1Г)Л/— с<1Г|/)> (650,  а) 


»=! 


*=:П 


№).  =  2М<— с^УО; (651,  а) 


•=1 


(легко  догадаться,  какой  видъ  им'Ьютъ  выраген1я  величинъ  {Лс)^^ 

Мя,     ЦсХ,    (Д)я). 

Надо  заметить,   что  величины  (л^^  {л^у^  {л^^  могутъ  быть 
выражены  еще  иначе;  такъ  какъ: 

то  (лХ  можно  представить  такъ: 

(лс)х  =  2^,(1Г),^/  —  с,у/)  —  ^с'  ^ш^у],  +  у^  2^,с, , 

«=1  «=1  •=! 

на  основан1и  же  формулъ  (647),  дв'Ь  посл'Ьдшя  суммы  равны 
нулю,  а  потому: 

Ы,  =  1т,(^,§-с,^)  .  .  (650,а,Ь18) 

И  проч.;  т.-е.  поформуламъ(650),  величины  (лв)^.,  (Лс)у,  (ле)яСуть 
проэкщи  главнаго  момента  вокругъ  центра  инерщи  количествъ  отпо* 
сительнаго  движен1я  матерьяльныхъ  точекъ  по  отношен1Ю  къ  вообра- 
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жаеной  пеиаи'Ьвяеной  сред'6,  по  формуланъ  ае  (650,  Мб)  онФ  х« 
суть  проэЕц1и    главваго    ионента    вокругъ  центра  иверщи  еоля- 

§чествъ  абсолютнаго  двихен1Д  т11:[ъ  же  точекъ. 

Если  задаваеныя  силы   при  вслкомъ  ооложев1И  свстемы  удо- 

■влетворяютъ  услов1лнъ: 

(IX  =  О,  Ш,=  ^>-  Ш.  =  0,  ....  (652) 

Кто  дифферевц1альаад  уравневЗд  дввхешя  ии'Ьютъ  сл'Ьдуюпие  аа- 
Р^егралы: 

(-«.).=  '?.,  и),  =  а„  (л).  =  Сэ  ....  (653) 

Следовательно,  если  главный  момента  эадаваемыхъ  силг  во- 
Щш/п  центра  ииерти  равет  нулю  при  всгьхъ  тложенгяхх  си- 
1емы,  то  законъ  площадей  имгьетг  мпсто  вь  плоскостях^  Т2., 
ЩТВ,  27.,  движущихся  вмгьспт  съ  пентромъ  инериш,  черезь  т- 
■№(>рый  онть  проходятя.  Главвый  иоиентъ  вовругъ  центра  инерЦ1И 
количествъ  движов1я  точекъ  систешн  сохраняетъ  тогда  постоянную 
величину  и  неизм'Ьнвое  направлен1е;  аернендикулярнал  къ  веиу  плос- 
кость, заключающая  въ  сей*  центръ  инерц1и,  остается,  поэтому, 
параллельяою    савой    себЪ,  переносясь    вн'ЬстЬ    съ  нензи'Ьняеиою 
средою  въ  пространств'Ь;  эта  плоскость  есть  неизмгьняемая  плос- 
кость относнтельнаго  движен1я  систеиы  точекъ  по  отношев1Ю  въ 
Ьообрахаеиой  сред'Ё,  движущейся  вн^ст*  съ  цеятрошъ  инерц1я. 
Называя  эту  плоскость    нензи'Ъняеиою,  иы  нодъ  этикъ    под- 
Кразун'&ваеиъ  нижеследующее. 

Предотавииъ  себе,  что  проведена  кааая-либо  плоскость  черезъ 
Ленгръ  инерфв  С  системы  н  что  эта  плоскость  неизменно  связана  съ 
роображаеною  ненциеняеиою  средою;  составинъ  сенторьяльныя  ско- 
"^осши  вокругъ  О  относительнаю  движетя  проэкц1Й  точекъ  си- 
стемы на  эту  плоскость;  севторьяльную  скорость  каждой  точки  по- 
шожимъ  на  яассу  ея  и  возьиеиъ  сумму  вс^хъ  такихъ  произведев1И; 
на  сумма  сохраняетъ  постоянную  величину  л,  соа  [Р,  а^  во  все  время 
^внжев!я  (где  Р — направлен1е  нормали  къ  плоскости).  Неизиенле- 
рая  плоскость,  о  которой  мы  говоримъ,  отличается  отъ  прочяхъ 
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плоскостей,    ароведокнахъ    черезъ  С,  т^иъ,    что  для  вея  вв] 
сказанная  сумтиа  ая'Ьетъ  б^цгьшую   велвпвну  (а  инояно:  л)  чЪи^ 
длд  вс-Ьхъ  лро'шхъ  плоскостей. 

§  100.  НркмЪры  случа^въ.  въ  воторыхъ  заковы  ала] 
щадей  имЪють  ш%г<п. 

Если  ВС*  точки  системы  свободны,  если  н'Ьтъ  другихъ  силъ,  кро1Й 
взаимвод*йств1Й  иехд;  точкани  систеяы,  если  притоиъсилы  взаимно^ 
дФЙствш  между  какдыии  двумя  точками  системы,  не  только  равнн  I 
прямопротивоположни,  но  и  направлены  вдоль  по  лити  соединяю 
пти  точки,  то  законъ  площадей  ни'Ьетъ  м'Ёсто  во  всякоб  неподвиж 
вой  плоскости,  проходящей  черезъ  какую  угодно  точку  проетрансти! 
и  во  всякой  плоскости  проходящей  череэъ  цснтъ  инершя  скетемя 
движущейся  вм-Ьст%  съ  нимъ  и  остающейся  параллельвою  самой  Ш 

Прям'бръ  61-й  (стр.  326).  Въ  этомъ  пример*  система  оостоитъ  т 
Н8Ъ  двухт.   1Iате1^ья^ьныx■ь   точекъ,   Центръ   инерихя   находнтсл  на  л 
врагчайшаго  раастоятя  между  тачкамн  п  д-Ь.эип.  это  разстояме  в 
тоянвомъ   отношеа!)!,  раввоиъ   обратноиу   отнашев1ю  иассъ  тозёбъ; 
этого  сл'Ьдуетъ,  что  траэктор1я  отЕоенгельнаго  движев1л  точекъ  сутыср! 
выя   подобныя   между  г.обого,  подобао-расположснпыя  въ   вообраааеха 
вепзм4няеиой   сред*  и   10гЬющ1я   центромъ    подойя  —  центръ  инерЦ111 1 
этитъ  точекъ. 

Ноано  показать,  что  об*  точки  совершаятъ  отноеятельяое  двпшек! 
■ъ  одной  плосвости,  яроходащеБ  черевъ  центръ  инерцш  С.  Въ  самом 
д'Ьл*.  ивъ  рнвевствъ: 


^.   _    1»  _    '^    _    Р>    _ 


.  .  (654^ 


(гд-Ь  р,  и  о,  суть  длины   рад1усовъ  векторовъ  СМ,  и  С2И,  двпжущяхе 
точекъ)  сл'Ьдуютъ  равенства: 


1. 


■  ;,' 


в&  осиованш 


»т!1Х1.  раввнствъ  пнтегралн: 

'».(Л,^,'  -  С,Ч,')  +  тЛ,";,'  -  Г.Л')  =  С„ 

яХ^^^!'  —  Е,С,')  +т,(СЛ'  —  ЕЛ'1  =  е.. 

<П|(?,-^,'  —  1],!,')  +  т^^'.^^^  —  т^г^г'  >  =  Сд 
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Ьл'^Г!.  быть  ирооор:1аовацы  въ  с.1')^дую1Ц1Н  раяевстоа: 

>п,(ч,:.'  — :,ч.')  =  с,  „"1„,^. 
ш.С.У: -(.;.')  =  с. ,^^. 


«аъ  которых-ь   водпо,  <1то  тозка  у, 
веа!е  вь  плоскости: 


совершаетъ   1;в1)е  отяоси1е.11.ное  а,ви- 


с,=  ,  +  с,,,  +  с.:,  =  о  , 


(650) 


Въ  юй  же  самой  пдосностн  совершаетъ  свое  относительное  двнябН1е 
I  то^Еа  м1,;   цта  плоикооть   есть  веивн'Ьолеиаа  хглоскость  итвоснтедьаато 
'лв1(]1Еев1л  системы   по  отношев!ю   !съ  вообрахаемоб   веизн^ваеиоО  сред-Ё, 
двпжущсйсл  поступательно  вм'Ьст*  съ  центромъ  инер1пи  С. 

Иэъ  1ог(].  что  йнло  упомянуто  относительно  настоящаго  примера  въ 
§  в7  (стр.  429),  В  пзъ  только-тго  приведеЕвнсхъ  раасухдея1|]  ножеиъ  с«- 
втявить  себ'Ь  некоторое,  хотя  еще  п  неполное,  представлен|е  о  двпжеи1Н 
Ю^екъ, 

Центръ  тгнерц1ц  С  об'Ёихъ  точекъ  движется  раввои-Ьрно  и  пряиоли- 
рейно;  представнмъ  себ'Ь  непзм1!няемую  среду,  движущуюся  поступателено 
й|11от4  съ  центромъ  иверц!д;  двнжвЕ1е  каждой  изъ  матерьяльныкъ  го- 
[вкъ  можио  равсиатриаать  вагь  составное  нвъ  переноснаго  движения 
Ввк^стЬ  оъ  этою  воображаемою  средою  п  пзъ  относительнаго  двкжеа]я  по 
'  «тношеи!»  въ  этой  средЬ;  отпоситехышя  движения  о1Иихт.  точекъ  сове]»- 
шаются  вь  ц^воторой  плоскости,  проходящей  черезъ  центрт.  инерции,  и 
прнтомъ  траактор1п  об4тъ  точекъ  водобвы  между  собою  и  подобно  рас- 
положены, им'Ья  н,ентроиъ  подоб1л  точку  С;  что  же  касается  до  вида 
Траэктор1Й,  то  онъ  аависнтъ  отъ  вида  фувкцй!  Г(гц). 

Въ  пр[1м4р4  6Й-иъ  цснт1)ъ  нвера1И  системы  также  движется  прямо- 
гнвейво  в  равнои'Ьрво  и  притомъ,  вакъ  яамЬчено  въ  нредыдущемъ  пара- 
Ьраф1>,  каждая  изъ  матерьвльвыкъ  точекъ  опвсываетъ  свой  эллипсъ  въ 
ратыосительномъ  движеаш  по  отношению  къ  воображаемой  ненам'Ьпяемой 
!ред%,  дважущейсл  поступательно  вм^сг*  съ  центромъ  1шера11г,  цвптры 
^с'1хъ  эллннеов'ь  совпадаютъ  съ  центромъ  11нерц1и  системы.  Вь  этомт. 
гута'Ё  отвосительное  движете  каждой  иатерьнльвоП  точки  удовлетво- 
Ьаетъ  аакону    площадей,  а  потому  этотъ   эакопъ  пк'Ьетт.  н'Ьсто  также   и. 

30* 
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для  всей   системы,   во  всякой    плоскости,   проведенной   черезъ   центръ 
инерцш.  ^ 

Положен1е   неи8М']^няемой  плоскости  вависитъ   отъ  положешй  и  раз- 

■ 

м'Ьровъ  ВС']^ХЪ  эллипсовъ. 

Если  вс4  точки  системы  свободны  и  къ  нимъ,  кром4  выше-^ 
сказанныхъ  силъ  взаимнодФйств1я,  приложены  силы,  направленныд 
къ  началу  координатъ,  то  законъ  площадей  наверно  им4етъ 
м4сто  въ  плоскостяхъ,  проходящихъ  черезъ  начало   координатъ. 

Прим']^ръ  86-й.  Система  состоитъ  ивъ  двухъ  матерьяльныхъ  точекъ^ 
между  которыми  д-Ьйствуютъ  т4  же  самыя  силы  взаимнодМствая,  какъ  и 
въ  пример*  61-мъ;  кром-Ь  того,  точка  т^  притягивается  къ  началу  коор- 
динатъ силою  (а/(г^),  и  точка  Шз— силою  ^-^Н^^У 

Въ  этомъ  случае  траэктор1и  точекъ  могутъ  быть  не  плоскими  кри- 
выми ЛИН1ЯМИ;  но,  каковы  бы  ни  были  эти  кривыя,  законъ  площадей 
им-Ьетъ  м-Ьсто  во  всякой  плоскости,  проведенной  черезъ  начало  коорди- 
натъ; неизм'Ьняемая  плоскость  обладаетъ  въ  этомъ  случа*]^  г1мъ  свой- 
ствомъ,  что  въ  ней  заключается  прямая  лин1я,  по  которой  перес']^каются 
дв-Ь  плоскости:  одна  —  проходящая  черезъ  рада^съ  векторъ  и  скорость 
точки  т^,  другая— черезъ  рад1усъ  векторъ  и  скорость  точки  т^  эти  плос- 
кости, конечно,  изм-Ьняютъ  свои  положен1я  вм'ЬсгЬ  съ  движенхемъ  ма- 
терьяльныхъ точекъ,  но  лин1я  перес']^чен1я  ихъ  остается  въ  неизм']^няемой 
плоскости,  хотя  и  можетъ  менять  въ  ней  положен1е.  Доказать  это  свой- 
ство неизм']Ьняемой  плоскости  весьма  нетрудно.  Действительно,  плоскость, 
проходящая  черезъ  рад1усъ  векторъ^  и  скорость  ш^,  им^етъ  нормалью 
направлен1е  момента  количества  движешя  этой  точки;  плоскость,  прохо- 
дящая черезъ  рад1усъ  векторъ  и  скорость  точки  Шз,  им-Ьетъ  нормалью 
направлен1е  момента  ея  количества  движешя;  наконецъ,  неизменяемая- 
плоскость  им^етъ  нормалью  главный  моментъ  количествъ  движешя;  вс^ 
эти  три  момента  заключаются  въ  одной  плоскости,  а  потому  перпендику- 
лярныя  къ  нимъ  плоскости  пересекаются  по  одной  лин1и,  что  и  требова- 
лось доказать. 

ЕслИ;  кром^  вышесвазанныхъ  взаимно дМств1в  и  силъ,  на- 
правленныхъ  къ  началу  координатъ,  къ  точкамъ  системы  прило- 
жены силы,  направлен1я  которыхъ  перес^ккаютъ  н^ккоторую  непо- 
движную ось,  проходящую  черезъ  начало  координатъ,  то  законъ 
площадей  наверно  имФотъ  мйсто  въ  той  плоскости,  проходящей 
черезъ  начало  координатъ,  которая  перпендикулярна  къ  этой  оси. 
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ЁГЛ0  точки  систеиы  весвободаы,  но  связи  между  нкии  арнвалле' 
Еасатъ  къ  часлу  тЪхъ  которня  указаны  въ  прик'Ьрахъ  53-1Ъ,  54-нъ, 
|а5-мъ  (стр.  305  —  306),  56-иъ,  бО-мъ  (стр.  306  и  324)  и  нри- 
г  тояъ,  если  ПН  одна  взъ  такихъ  связей  ве  связнваетъ  ни  одной  взъ  ма- 
т^-рьяльЕьпъ  точеЕЪ  системы  ня  съ  какою-либо  неподвижною  точкою, 
ни  еъ  какою-либо  точкою  постороннею  систем*;  если,  крои*  того,  вс* 
I  силы,  приложенвыа  къ  яатерьяльныгь  точканъ  систеиа^  суть  снлы 
I  юаиквол'каств1я  между  парама  точекъ,  попарно  равдыл,  пряиопротв- 
I  вополохвыа  и  напраменныя  вдоль  но  лив1ямг,  соединлющимъ  взавм- 
[  иодМствующ!»  иатерьяльвыл  точив,  та  зановъ  площадей  им'Ёетъ 
I  л*сто  во  всякой  пеподвяжвой  плоскости,  даже  а  не  проходящей  че- 
1  резъ  начало  коордннатъ,  а  также  и  во  веяной  постунательво-движу- 
[лцейса  плосшстн,  проходящей  черезъ  цевтръ  инерцш  системы. 

Такъ,  напрвн'Ьръ,  при  движении  пеизм^няеиой  системы  точекъ 

||(т.-е.,  такой  свстепы,  точки  которой  связаны  пехду  собою  неиз- 

^  м4няеЕЫЯЯ  связянв),  если  эта  система  свободна  в  не  подвержена 

виааквмъ  силанъ,  законъ  площадей  ии^етъ  м'Ёето  во  всякой  не- 

подвижний    плоскости    и    во    всякой    посту  пате  л  ьно-дважущойся 

плоскости,  проведовной  черезъ  цевтръ  инерЦ1И  системы. 

Если  точки  системы  связаны  между  собою  только  вышеупо- 
I  иявутыии  связянв  в  цъ  нвмъ,  крон'Ъ  вышеозначенныхъ  взанпво- 
I  дМств1Й,  приложены  силы,  направленвыя  къ  Н'Ькоторой  невод- 
I  вижвой  точв'Ё,  то  законъ  п.10щадей  наверно  имЪетъ  м'Ьсто  во 
(всякой  плоскости,  проходящей  черезъ  эту  точку. 

Прим'Ёръ  66-й,  (стр.  ЗТ1).  Въ  этоиъ  арин'Ьр'Ё  'четыре  точки  свлзанц 
1чегырьня  веавиЪняеиыиа  связями  а  прптягшакгкж  БЪ  нишлу  соордо- 
■ла^ъ;  поэтому  законъ  площадей  имЁегъ  м^сто  для  площадей,  оиисьгвае- 
Влнхъ  рад1)'саиц  векторами  точекъ,  ир  о  веденными  иаъ  начала  коордцнатъ; 
ЕкронФ  тою,  въ  эюиъ  случае  аавонъ  площадей  им^етъ  м-^сто  таяже  п  въ 
Вотносдгельвомь  двнжвв1н  системы  по  отношен!»)  къ  ненам'ЬпяеиоЙ  сред*, 
■  движущейся  посхуиателыю  виЬст*  съ  центроиъ  И11ерц1я  С,  потому  что 
В-8д:Ьс^  главпый  ионентъ  задапаешыхъ  салъ  воиругъ  11евт|1а  иперц!и  равепъ 
лулр,  какъ  въ  этоиъ  ее  трудно  уб-Ьдиться;  главныб  ае  момеатъ  «оличествт. 
Вдвнжешя  этой  спстеми  вокругъ  центра  11нерг1ги,  выразаи)щ1йся  такъ: 


дояжевъ,  поэтому,  со1ранлть  иостоявпую  величину,  что  и  подтверялаетЯ 

одикиъ  пзъ  диффе1)епц1альныхъ  ураваешй  системы,  а  шаенво  т1||1Ъ.  нот^ 
рое  приведено  въ  посдЬдней  строк*  страницы  371-й. 

§  101,  Главный  яоиентъ  к»лячествъ  двнжснЫ  тлош 
ваго  т1Ьла. 

Еигда  наиъ  придетсл  разсхатривать  еееой-лийо  вопросъ  1 
двйжен1и  спдошнаго  т4ла,  то  постутиъ  такъ,  ейкъ  сказано 
§  89-иъ  предыдущей  главы,  т.-е.  представииъ  се(54,  что 
т4ло  разделено  на  безкояечно-налые  элементы  и  что  важдЯ 
алегентъ  зав'Ьнеиъ  матерьяльною  точкою,  масса  которой  равя| 
иассЁ  элемента  и  воторая  находится  ввутри  илв  ва  поворхвост) 
элемента;  поэтому  проэвцш  ва  оси  координатъ  главнаго  момеи* 
вовругъ  начала  координатъ  количествъ  движения  сплошнаго  т*л1 
выразятся  сл'Ёдующимв  интегралами.,  распростравевнвмн  по  объ; 
ему  т'Ъла: 


',у'\10 . 


(«57,  I 


зх'  —  хг'}<10 ,  , 


'  =  ///°^^у'  —  г/^^о- 


(657, 


§  102.  Главный  моисвтъ  ьолнчествъ  двйжеи1л  и«;ня 
н1>еиенои  свгтеиы  точекъ  пли  твсрдагл  т1^>ла:  проэЕц!^ 
его  на  неподвижный  вги  координатъ. 

Въ  Бодрисахъ  о  двихев1ц  иеиз11111няе»ыхъ  сиитемъ  матерьялй 
,,  ныхъ  точеаъ  или  сплошвыхъ  твердыхъ  т4лъ  вридется  нер4дн 
им4ть  д^ло  съ  выраден1ями  проэкц|й  главнаго  момента  количести 
дввжен1я  неизм^вяеиоб  системы  точекъ  ва  нсподввжвыл  оси  вш 
ордянатъ  и  ва  оси  Еоординатъ,  воизм'ённо  свлзанвыя  съ  систа 
мою.  Въ  этомъ  и  въ  сл*дующихъ  нарографахъ  настоящей  глам 
мы  составимъ  вти  выражен1я  и  разсиотримъ  свойства  н^воторы» 
величивъ,  входдщихъ  въ  составъ  атихъ  выражен1й. 
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Положинъ,  что '  неизи'Ьндемая  система  «остоитъ  изъ  п  иа- 
терьяльннхъ  точевъ.  Представимъ  себ'Ь  неизн'Ьняемую  среду,  съ 
которою  точки  системы  неизм^княемо  связаны.  Одну  изъ  точекъ 
этой  среды  обозначимъ  буквою  Ю. 

Составимъ  выраженхе  проэкц1й  на  оси  X****,  У^",  и  2""^^  глав- 
наго  мбмента  вокругъ  точки  Ю  количествъ  двиген1я  неизменяе- 
мой системы  матерьяльныхъ  точекъ.  Возьмемъ  выражеше: 

{л^х  =^т^  \{у,  —  Ук,>/— (^^  —  -8Г ^у/ ] .  .  .  (639,  а,  Ыз) 

и  подобный  же  выражен1я  для  {а^\  и  (д^,,  выразимъ  заклю- 
чающ1яся  въ  нихъ  скорости  х!^  у1,  х1  по  формуламъ  (142) 
страницы  125-й  кинематической  части,  тогда  получимъ  сл'Ьдую- 
Щ1Я  выражешя: 

(л„),  =  Ж((у«  —  у^г^  —  (гг<,  —  г^у^  + 

Л■{I:^^—8.у^-8,Л (658,  а) 

(л„)у  =  Ж((^е  —  ^«.)ж'«,  —  (а^с  —  »«>>'«.)  + 

+  (Л)«^  -  8уЛ  -  8^-р (658-,  Ъ) 

(л„)я  =  Ж((Жс  —  х^у„  —  {у^ — у^х^  + 

+  (7,)„Д  -  8„Т  -8уД,    ....  (658,  С)      : 

гд*: 


|=» 


(Л)«.  =  2«»<((у< — у^^  +  (^< — ^«)') , 


»г:н 


/5уя  =  2  ^.<У<  —  Ук,)  и  —  ^к>), 


»=1 


»=л 


(Л)»о  =  2^/(^^  —  -^ю)"^  +  (Л^.-  —  Л^к>)'), 


»Г^П 


^'га;  =  2^.('?.  ~  -^ю)  (^З:^.  —  Л1к>), 


•— 1 


\'т-|од..|еЗ. 
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>=м 


Шю  —  2»».((ж.-  —  х„У  +  (у<  —  у„У) , 


»=п 


1".'.^и1.Ти^".  §  103.  Ороэкц{1  главнаго  момента  количествъ  двн- 
1:Ьс.^^л  жеи1я  нензм^^няемой  сжстемы  точекъ  на  оси  коордннатъ, 
^«/./«^./^дензм^ннФ  связанныя  съ  этою  снстмою. 

'^./?г.«"гП/'*      Проэкщя  этого  главнаго  момента  на  оси  ^0Е,  ^0Г,  ^02мн 
будемъ  обозначать  следующими  знаками:  (л^)^,  (л^^,  (л^^. 

Очевидно,  что  эти  проэщ1и  могутъ  быть  выражены  сл'Ьдую- 
щими  тричленами: 

(лю)^  =  л^  С08  (л^,  Е)  =  (л^^х^  +  (лн,)уХу  +  (л^л. . .  (659,  а) 

{лю\  =  л«,С08(л^,  г)  =  (Л^^11^+  (лД11у+  (Л^,^1,.  . .  (659,Ъ) 

(лю\  =  л^  С08  (лн,,  2)  =  (л ^^у^  +  (лк>Vу  +  (л„)жУ^ , , ,  (659,  с) 

гд4  Хд.,  [Ля;,  Уа;, ....  Уд  суть  косинусы  угловъ  меаду  координат- 
ными осями  неподвижными  и  осями  ^0^,  ^0г,  ^02  (см.  стр.  57 
кинематической  части). 

Выразимъ  въ  тричлен*  (659,  а)  величины  {л^^^  (л^у,  (л^, 
по  формуламъ  (639,  Ыз)  предыдущаго  параграфа,  а  величины 
Хо;,  Ху,  X,  по  формуламъ  (60,  а,  Ъ;  с)  кинематической  части 
(стр.  60),  получимъ: 


{Лю\  —  2^»[((2/<  —  Ую)^1  —  {^^  —  ^^У!)  (^^уV,  —  Н•яVу)  + 

+  {{^^  —  ^ю)х1  —  {^^  —  ^ю)'2^/)  (н•яVя;  —  Н'я.Уя)  + 
+  {{Х^  —  Х^)у!  —  {у^  —  У^х!)  (^^xVу  —  ^^уV^)^  ; 

выражеше,  заключающееся  зд'Ьсь  въ  прямыхъ  скобкахъ,  можетъ  быть 


* 
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преобразовано    по  форнул^^   (154),   приведенной    на  стр.  138-й 
виненатичесЕОй  части;  оно  окажется  равнннъ: 

то-есть: 

[  у\^V^  С08  (г;.,  2.)  —  С*г;<  с08  (г;<,  Т)] ; 

<5л4довательно,  {л^^,  (;г^^,  {л^^    могутъ    быть    выражены   подъ 
видонъ  сл^^дующихъ  сумнъ: 

(•^Д  =  ^Ш^V^[у\^С,0^{V^,  2)  — С.С08(|;.-,  Г)).  .  .  (660,  а) 

(^«,)у,  —  2^*^.(с,со8(1;.,  а)  —  5.со8(г;,,2))- . .  (660,Ъ) 


»— п 


(•^«)г  =  2^<^/ 5  С08  (г;.,  Т)  — 1Г1.С08  {V^,  Е)). .  .  (660,  с) 

Эти  формулы  аналогичны  форнуланъ  (639  Ыз)  предыдущаго 
параграфа. 

Чтобы  получить  формулы,  аналогичныя  формулаиъ  (658) 
предыдущаго  параграфа,  выразииъ  про9кц1и  скоростей  точенъ 
неизменяемой  системы  на  оси  г,  Г,  2  по  формуламъ  (143) 
стр.  125  кинематической  части,  наприм'Ьръ: 


V,     '■'■■ .     ('.-.■       ■  ■'■'  ■■••-  •■  '■  ■■■■  '■ 


V^  С08  {V^^  Е)  =  гОю  С08  {^)^^  2)  +  С^  —  Т1,Г, 


И  проч.;  получимъ: 


г  ,  **    '1 


—    / 


(л„)^  =  М'ш„{у\с  С08  (м;„,  2)  —  Сс  С08  («;«,,  Т))  + 

+  А„р—К^-К^^ (661,  а) 


1/|;1.  |0!.1е>'/. 
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(л„)^  =  Жм;„(С.  С08  (м;«,  2)  —  ?вС08(«;„,  2))  + 

+  в„^  —  ^„^—Кр, (661,  Ъ) 

(л„\  =  Ж«;Д е.  С08  {14>„,  г)  —  1Г1,  С08  (т„,  Е))  + 

+  С„г-Е„р-1)^, (661,  С) 

гд%  ^е:  По)  Се  суть  отЕОситедьння  Боординатн  центра  Енерц1Е  не- 
изменяемой системы,  а  А„,  До,  С„,  В„,  Е„,  Р„ — постоянный 
величины,  выражаемый  следующими  суммами: 


г—Н  •=•• 


До=2тХ1/+!:/), . . .  (662,  а),     1)к,=2ш,,1,!:,, . .  (662,  й) 


»=г1  «=1 


»- П  г:=П 


В„=^т,{С  +  ^'), .  . .  (662,Ъ),      До=2«»Л5о  .  .  (662,  е) 


1=1  4-=1 


г=:п  *:=П 


С«,=2ш,(?/+^Д  . . .  (662,  с),      Д<,=2ш,^71„  .  .  (662,  Г) 


»=1  •-! 


104.  Моменты  инерц1и. 

Величины  До)  Бю1  О^  (662,  а,  Ъ,  с)  называются  моментами 
инерщи  неизи'Ьняемой  систевш  точекъ  воЕругъ  осей  102,  Юх^  Ю2,  '^)» 

Моментомъ  инерцЫ  какой-либо  системы  точекъ  вокруи 
какой-либо  оси  КЛ  {К  есть  одна  изъ  тйхъ  точекъ,  черезъ  ко- 
торыя  ось  проходитъ)  называется  слтъдующая  сумма: 


гдФ  р^,  рз?     ••?«  суть  разстояшя  точекъ  системы  отъ  оси  КТ!. 

Такую  сумму  мы  будемъ  обозначать  знакомъ  {1п\^  гд'Ь  значокъ, 
поставленный  внутри  скобокъ,  слугитъ  для  обозначен1Я  направлен1Я 


*)  Величины  1)^,  Д^,  ТР^  известны  у  англхйскихъ  авторовъ  подъ  име- 
немъ  прошведенгй  инерцги  (ргойис!  о^  шегНа). 
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оси,  а  знаяоЕЪ,  поставлевивб  внФ  скобоЕЪ,  —  для  обозначенш 
одвоВ  изъ  т4хъ  точект.,  черизъ  которая  ось  проходитъ;  вапря- 
м'Ьръ,  иоиевты  инерцш  вокругъ  осей,  проходящихъ  черезъ  точку  Ю 
в  вараллеяьныхъ  осямъ  Х"'*,  У"  н  2""  иы  обоэаачимъ  сии- 
волаяи  (/^„,  {1„)к,  (/,)«,,  что  уже  и  сделано  въ  конц*  §  102. 

Момеятъ  вверфв  какого-либо  сплошваго  т4ла  вокругъ  оси  КХТ  1 
выразится  интегралояъ: 


<^">*  =  /У7^''о., 


(663) 


расиространеввымъ  по  всему  объему  т4ла;  ад^сь  р  озаачаетъ  раз- 
стоян1е  влеиента  ЛО  отъ  оси  КХ1. 

Моментъ    инерцш  есть  произведен!е    азъ  массы  аа  квадратъ 
длины;  едвница  юментовъ  инерп1и: 


(единица  иоиентовъ  инерц1и|=л( .  (?^ 


(664)  I 


иохетъ  быть  разсяатряваеяа,  канъ  иоиевтъ  инерц)и  яатерьяль- 
ной  точки,  яасса  которой  раваа  гдиниц'Ь  в  коти'рая  отстоатъ  отъ 
оси  (вокругъ  которой  госгавляютъ  моиевтъ  иверщя)  аа  разстоя- 
шв,  равномъ  едивиц'Ъ  длины. 

При  одвомъ  в  тоиъ  хм  относительнонъ  расположеши  точекъ 
системы  яелду  собою,  моменты  иверц1И  системы  вокругъ  раалич- 
ныхъ  осеЁ  ии^ютъ  весьма  разлячныя  величины;  однако,  суще- 
ствуетъ  н'Ькоторая  зависимость  нехду  величинаии  ноиентовъ 
иверщи  вокругъ  различвыхъ  осей,  проходящихъ  черезъ  одну  и 
ту  же  точку,  и  некоторая  зависимость  между  величявави  мо- 
ментовъ  иверц1и  воцругъ  различныхъ  нараллельныхъ  между  со- 
бою осей. 

§  105.  3;1висв1ность  исжду  номентаив  иверц1в  вокругъ 
ос«и,  нроходяпшх'ь  черрзъ  одну  в  ту  же  точку.  Лллип- 
сондъ  ннерц1в.  Главпыя  оси  нв№рц1и. 

Для  ор1ентнроваН1Я  данной  системы  точекъ  или  сплошнаго  тЪла, 
представимъ  себ*  аеизм*няемую  среду,  въ  которой  эта  система  или 
т'бло  расположены  я  проведемг  черезъ  точку  Ю.  черезъ  которую  про- 


4 
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уодятъ  разсиатрдваемыя  оси,  Еоординатныя  оси  1(9&,  ^0г,  202, 
незм'Ьнно  свдзанныя  со  средою. 

Означииъ  черезъ  X,  р.,  V  косинусы  угловъ,  составляеинхъ  съ 
этими  осями  врординатъ  какою-либо  осью  ЮП  (черт.  58); 
пусть  ш<  есть  одна  изъ  точекъ  системы,  г.— рад1усъ  векторъ  ея, 
проведенный  изъ  точки  Ю\  5^,  т)^.,  с<  —  ея  координаты  относи- 
тельно осей  Е,  Т  2;  р^ — разстояше  ея  отъ  оси  ЮЛ,- 

Очевидно: 

р/  =  г/8ш^(п,  СГ)  =  п^  —  гЛсозЧп,  Х1)\ 
но: 

п'=е/+-г1/  +  0  ^^С08(г,  СГ)=5.Х  +  71,|1  +  С,у, 

«оэтому: 

р/  =  (1  -  Х^)5/  +  (1  -^'К'  +  (1  -  V^)С  - 

—  2[1.ут1^  —  2уХС..6,  —  2Х[1.С,л1.; 
дал4е: 

1  >2  2_|_2        1  2  2|_>2        1  2  ^  2     I        2 

поэтому: 

—  2[хут1,.С,  -  2уХСД,  —  2Х{хе,л1.. 

Отсюда  получимъ  сл'Ьдующее  выраженге  для  момента  инерцш 
системы  вокругъ  оси  ЮЛ: 

{1и).=  2^.-р**  =  ДоХ*  +  В„^'  +  су  — 

4=1 

—  2^„(XV  —  2Е„^\  —  2Р„\11, (665) 

тд*  До,  5^,  Оя,,  В^,  Е^^  Р^  суть  величины,  выражаемыя  сум- 
мами (662)  §  103. 

Эта  формула  выражаетъ  зависимость  между  величинами  момен- 
товъ  инерцш  вокругъ  осей,  проведенныхъ  черезъ  точку  ^(9;  чтобы 


■  к 
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предетавить  эту  зависимость  въ  (!ол4е  иаглядвой  форя*,  отло- 
хвмъ  отъ  Ю  по  ЮТ!  длину  г,  относящуюся  Еъ  еднЕИп*  длины 
такъ,  какъ  ворень  изъ  едивяцы  юиентовъ  инерц]и  от&осится  %ъ 
корню  изъ  (/[7)„,  т.-е.: 

координаты  цовца  этой  длины  будутъ: 

Е  =  гх,  т]  =  ^^1,   с  =  Г7, 
а  потоку  равенство  (665)  иохво  преобразовать  въ  сл'ЪдующШ  вндъ: 

1  =  ;;^[х;'+Д„г,ча:— 21)„т,!:— 2^;«:Е-2^'„^^|]..(666) 

Если  представить  себ'Ь,  что  то  хе  саное  сд^даво  для  все- 
возножныхъ  направлен^,  провед^пвьиъ  изъ  точки  Ю,  то  концы 
длины  г  образуютъ  поверхность,  ввражаешую  уравнешсиъ  (666). 

Эта  поверхность  есть  одна  изъ  поверхностей  втораго  порядка, 
ияЪющаа  центръ  въ  точк'б  Ю;  нетрудно  уб'бдитьса,  что  вто  ю* 
яетъ  быть  либо  эллипсоидъ,  либо  круговой  циландръ, 

Вг  самомъ  Д'Ьл'Ь,  если  поверхность  (666)  им-Ьотъ  безконечяо- 
ддинные  рпд1угы  векторы,  то  эти  векторы  должны  быть  направлены 
по  т-Ьяъ  осаиъ,  вокругъ  которыхъ  моменты  инерщи  гистеиы  точекъ 
равны  нулю;  но  такихъ  осей  иожетъ  быть  только  одна,  и  ти  въ  тояъ 
только  случае,  если  вдоль  по  ней  расположены  вс4  точки  еистеиы: 
поэтоиу.либо  всЬ  рад|усы  векторы  поверхности  (ббб)ия'Ьютъ  конеч- 
ныл  длины  (тогда  это  есть  эллипсоидъ),  либо  только  два  радзуса  век- 
тора, прямонротиаоположвые  другъ  другу,  безконечно  велики  (тогда 
это  есть  цплнпдрвческая  поверхность  съ  круговыяъ  освовашеиъ). 

Въ  частности,  эллипсоидъ  иожетъ  быть  эллипсоидояъ  врате- 
ша  плаветарнынъ  или  удлинепнынъ,  или  сферою. 

Круговой  цилиндръ  иожно  разсматривать  тоже  какъ  вллипсоидъ, 
одна  изъ  главпыхъ  осей  котораго  удлинена  до  безконечности  а  дв'Ь 
нроп1Я  главннл  оси  равны  яежду  собою;  такъ  что  иожно  оказать,  что 


поверхность  (666)  есть  вллиасоидъ  или  которая-либо  иэъ  его  I 
развовллнистей.  Эту  поверхвость  наанваютъ  эллипсоидот  чперцги  I 
(данной  систокв  точевъ)  для  точки  Ю. 

Если  оси    координатъ  Юе,  Юл',  Ю2  совм4стииъ  сг  глав- 
внхи  осяии  эллипсоида  вверщи,  то  уравяевш  его  должно  будетъ  | 
получить  сл11ДующШ  вадъ: 

(667)  I 


1==^К^'  +  ®«1'  +  М;   ■ 


следовательно,  величина  моиента  инерц1и  данной  системы  матерьяль- 
яихъ  точеЕъ  вокругъ  оси  ЮР,  составляющей  съ  главныии  осяии! 
»лдиасоида  инерц1и  углы,  косввусы    которнхъ  суть  >.,  |1, 
хетъ  быть  выражена  сл1|дующ(!ю  формулою: 

(7о)„  =  31„Я'  +  Ш.,^''  +  ^У (668)  I 

Главныя  оси  эллипсоида  иисрцш  называются  улавными  осями  I 
инерцт  (данноб  систеян  точекъ  или  силошнаго  тфла)  въ  той  | 
точн1ь  Ю,  т  которой  эллипсоыдъ  пм/ьетъ  свой  ценмръ. 

Величины  91^,  !8„,  (1„  суть  номеаты  инерцш  системы  вокругъ  I 
главнакъ  осей  инерцш  въ  точк*  10;  суммы  же  вида  (662,  й,  е,  Г)? ' 
такъ  называемая  ргос1[1с15  о(  1ПегМа,  при  атихъ  осяхъ  коордв-| 
ватъ  равны  нулю,  вакъ  видно  иэъ  сравнев1л  выражешя  (668)1 
съ  выражешемъ  (665). 

Такъ  какъ    за  точку  Ю    можетъ  быть    взята    какая  угодно  I 
точка  той  неизм-Ьняеной  среды,  относительно  которой    яы  ор1ен- 
тируеиъ  данную  систему  точекъ  (или  сплошное  Т'бло),  то  можеиъ 
сказать  сл4дуюп1ее: 

Чере$г  всякую  шочку  можно  провести  три  татя  взаимноЩ 
перпендиуклнрния  осщ  что  если  воаьмемъ  эти  оси  за  оси  ко- 
ординатъ то  ргойисЬз  о/'  пгегНа  данной  системы  (или  сплош 
наго  тлла)  будутг  равны  нулю;  тпи  три  оси  суть  иаоны/Л 
оси  инерцш  данной  системы  {или  сплотнаго  тгьла)   въ  раяА 
сматртаемой  точкп. 

Слово  '11жврЦ1я»,  входящее  въсоставъ  вышеярцведеваыхъ  термпвовч 
должно    свазынать   аа    то,    что    поыя-пп,   впражаеиил    ятпмп    терииламй^Я 
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[  ираютъ  сушествепную  роль  въ  теор1и  В1}ад1ев1а  твордого  гЬла  по  пнер- 
^  юи;  счнтаеиъ  нужвыиъ  теперь  же  дать  Н'Ь&оторыа  уЕааа[11Л  относительно 
этого  предмета. 

Представать  себ-Ъ,  что  данная  система  натерьяльныхъ  точевъ  есть 
систена  непзн'Ьвлеиая  (или  данное  салошное  т^ио  есть  гЁло  твердое)  н 
тго  она,  иохетъ  свободно  вращаться  только  вокругъ  непохвнжной  оси 
ГОР;  такъ  какъ  тогда  угловая  скорость  2  неизигЬняемой  снстемн  кожетъ 
быть  направлена  только  вдоль  по  оси  ЮН  нлн  яо  яр отнвопо ложному  ея 
продолкенио,  то  величава  главнаго  номента  количеств-:.  двлжен!л  не1Г8и'к- 
плеиоК  системы  будетъ  равна: 


а2м,р,'  =  (Iь),^, 


\  &  если  угловая  скорость  будетъ  равна  единице,  ю  главный  коиет 
I  пчествъ  движенш  неизх^аяеноЯ  снстеин  будетъ  равелт,; 


1(^.). . 


(689) 


Изв'к^тно.  что  твердое  с^^ло,  неподверженное  ЕЕкакни'Ь  еи.1амъ,  но  ио- 
'  гушее  овободво  вращаться   вокругъ  неподвижно!!  оси,  булеть  вращаться 
вокругъ  нея  по  инертп  съ  иостоинновэ  угловою  скоростьв),  съ  тою,  кото- 
рая была  сообщена  еиу  ударом!,  нлв  наквип-лябо  снланн,  д^йствовавшшге 
него,  во  превративгапии  свое  д1йств1е. 

Поэтому  можно  дать  следующее  опрвд*лен1е  велнчннъ  (2;г)„:   отмо- 
ше  (6&Щ  выраакаетъ  величгщ  главм^о  мометпа  количествъ  дяижЫя    Ш 
I  неюшьнлемой  системы^  вращающейся  1ю  щпщщт  вокругъ  осы  ЮТ7  п}/^ло-    }щ 

9  скоростью,  равною  еди»ит>;  тернинъ:  „монентъ  инерщ'и  неиви'^вяеной 
1  светепа  точекъ   вокругъ   осе  ЮР"  есть   сокращенное  выражеше  этого 
опред'^ешд. 

вЭллнпсондъ  инера1и'',  который  сл'Ьдовзло  бы  называть  элякпООкдолп 
\  имеришу  имЪетъ  существенное  8начен1е  въ  тейр1и  врвпбЕЫ 
твердаго  Т'Ьла  вокругъ  веподввжвоб  точки  но  пнерц!»;  вт.  глав'Ь  о  движе- 
нш твердаго  г1аа  будетъ  показано,  тго  при  этом'ь  вращети  элляпсоидъ 
инерЕин,  п»±я  велодвнхвнП  пентръ,  катится  бевъ  скольжен1я  по  Н'11еото- 
роВ  неподвижной  плоскости. 

При  таноиъ  двнжен1н  угловая  скорость  твердаго  т-киа,  вообще  говоря, 
не  сохраняетъ  пеизи'квнаго  1ГОложешя,  нн  въ  самонъ  т'Ьл'Ь,  нн  въ  нро* 
странстаф,  за  нсБ.ипчеп1еяъ  тЪхъ  случаевъ,  аъ  [иторыхъ  начальная  угло- 
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вая  сЕорость  6ш1а  вап^авлева  по  одной  взъ  Т1>е!1'ь  гливвыхъ  осей  а 
соида  ивера1[11  тогда  вращеа^е  т'Ьла  ао  иаерцш  б^детъ  продолкатьса 
Бругъ  этой  оси  съ  постоянною  скоростью   и    эта   ос!>   будетъ   сохранять! 
иевзи^впое  паправлев1е  въ  простравста'Ё;  вогк  почему  паввыл  осиэлхип- 1 
соида  пвердЫ  вазываютса  иавными  огямн  имерцш. 

Вращен1е   гЬаа   по  пнерц!^  будетъ  раяоло^ттЬно  въ  глав*  о  движен1В  | 
тверда  го  тЬла. 

Эллипсоидъ  иаерц1и  для  центра  ияерщи  (данной  еистеиы  точекъ)  | 
аазываетсл  тчтрадьиымъэллипсоиОомг  инериш,  главная  оси  ого — 
манными  иентрадьними  осями  инеригг/  данной  системы,  а  ко- 
жентн  инерц1н  %.  Й5„  6,  вокругъ  этихъ  осей  СЕ^,  Ст^,  Сг^ — 
главными  центральными  моментами  инерцЫ  данной  системы. 

Величина  поиенга    инер1;1и    данной  системы    точенъ  вокр^гъ  ] 
оси  си,  проходящей  черезъ  певтръ  инерщи  этой  системы,  вы- 
разится формулою: 


{1ц).=%-г+^У+^Ку\ 


(670) : 


если  за  оси  координатъ  взяты  главныя  цевтраяьныя  оси  анерцш 
Се^,   Ст„   С2,. 

§  106.  Зависимость  иежду   мопептами  ннерц1|1  во- 
кругъ  аараллсльныхъ  осей. 

Пусть  черезъ  точку  Ю  проведена  Еаная-ли!:;©  ось,  а  черезъ  I 
центръ  внерщи  С — другая,  ей  параллельная;  возыеиъ  С  ва  на-  | 
чало  Еоординатъ,  носл'Ьднюю  ось  —  за  воордиватную  ось  С2, 
плоскость,,  ироходящую  черезъ  об*  оси, — за  аоордиватную  плос- 
Еость  2С2  (черт.  59);  означииъ  черезъ  {2,-),  монентъ  янерщн 
данной  системы  вовругъ  осе  С2,  черезъ  {/г)„  моиевтъ  инерции 
ел  вокругъ  оси  /02,  и  черезъ  Д — разстоян]е  СК  иежду  осяии. 

Моменты  инерц1в   системы    воЕругъ  осей  (72  и  /02,   выра- 
зятся сл'Ьдуюшияи  суммами; 


од.  -  рч.(С+\},  (А)«-  2я,((е,-д)' 


вообще: 
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Ш'СЛ'Ьдвюю  ж«  сумиу  мяжн(1  представить  такъ: 

ПК  такъ  какъ  течка  С   (ч^ь  цевтръ    ипери1и.    то  суша,    заклю- 
чающала  по  нторииъ  член*  второй  чягти,  равна  иулю,  а  ш^гсму: 

(7^„=(Л).  +  Жд\ (6П) 

ал=(/у),+жд' (673) 

Если  бы  ВС*  точки  данной  системы  были  сосредоточена  къ  ел 
центр*  инерц1и,  то  иовеатъ  ияерц1И  ея  вокругь  оси  К11  бнлъ  бы 
равеяъ  произведению  М^'.  Выведенная  зд*гь  формула  (672)  вы- 
ражаетъ,  что  моментъ  инерцш  данной  системы  вокз)угъ  какой 
либо  оси,  непреходящей  черезг  г^енщп  инерцш,  равняется 
С1/ММП1,  составленной  изъ  момента  инериги  этой  же  системы 
вокруи  параллельной  оси,  проведенной  черезъ  центръ  инерти 
и  изъ  того  момента  инерти,  который  система  гшгьла  бы, 
если  бы  была  вся  сосрег}оточена  въ  своему  центрп  ммерадш. 

Между  величинами  иоиеятовъ  инерции  данной  системы  вокругъ 
двухъ  параллельныхъ  осой  К!!  и  К^и,,  отстопщихъ  отъ  цонтра 
иверц1и  (..'  ва  разстоян1яхъ  Д  и  Д,,  существустъ  сл*дующал  аа- 
висиюсть: 

(Мом,  инерц.  вокругъ  оси  КИ) — Жд' = 
=  {Мо1.  инерц.  вокругъ  оси  К,Л,) — ЛГд/. 

Между  иоментами  инерцж  вокругъ  всевозиожныхъ  пирал.К'ЛЬ- 
ныхъ  осей,  моиентъ  инерц[и  вовругъ  той  оси,  которая  ириходитъ 
центръ  инерп1И,  вя*етъ  величину  наииеньпгую. 

§  107.  По  центра льпмпъ  главнммъ  исямг  и  иоиеп 
ТАИъ  инерцш  шогутъ  быть  »11ред1>Л(Ч1ы  ;^ллипгонды  ннер 
цт  во  всЪ1ъ  прлчнхъ  точкахъ  прострацства. 

Знаи  пяправлей1л  главныхъ  центральннжъ  осей  инерц'ш  Св^, 


УГГ|  - 10'{ 
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СГо,  С2о  А^'ННОЙ  системы  и  величины  главныхъ  центральныхъ 
моментовъ  инерщи,  можемъ  опред^^лить  направлен1я  главныхъ  осей 
и  величины  главныхъ  иоиентовъ  въ  какой  угодно  точк'Ь  К. 

Означимъ  черезъ  ?*,  •у]^,  С*  координаты  этой  точки  К  относи- 
тельно осей  СНо,  СТ^,  С2^  и  черезъ  X,  р.,  у — косинусы  угловъ, 
составляемыхъ  съ  этими  осями  направлен1дми  параллельныхъ  между 
собою  осей  Ки  ^  СПу  проведенныхъ  черезъ  точки  К  л  С; 
квадратъ  разстодшд  Л  точки  К  отъ  оси  СТ1  можно  выразить  такъ: 

А'  =  гг  -  V  С08'  (г„  17)  =  \\У1\  +  С  Л  +  (.'(С,^  +  ?*')  + 

поэтому  изъ  равенства  (672)  и  выраженш  (670)  иолучимъ  сл'Ь- 
дующее  выр)|.жен1е  величины  момента  инерщи  данной  системы 
вокругъ  оси  КТ1: 

{1^\  =  Л/+В*1хЧ(Лу'  —  21),[ху  —  2Е*у?^  -  2^РкХ{х, .  .  (673) 

Б,=:33,+Ж(|;*^  +?,^),  1 . . .  (674)    Д=Жс*?„  ^  .  .  (675) 


С7,=6.+  Л^(5,Ч^),. 


1^*=Л^5*^ 


Направлен1я  главныхъ  осей  инерщи  той  же  системы  въ  точк^  К  суть 
направлен1д  главныхъ  осей  эллипсоида  инерц1и: 

1  =^(^»а;ЧД2/'+С7У-21)»у^-2^»гл;— 2Да;у),.  (676) 

гд-Ь  л?,  у,  1:  суть  координаты  относительно  осей  КХ^  КУ^  К2^^  проведен- 
ныхъ черезъ  точку  К  параллельно  осямъ  СЗ^,  СХ^,  С2о. 

Прим*нимъ  къ  эллипсоиду  (676)  известный  въ  аналитической  гео- 
метр1и  способъ  опред^лешя  направлешй  главныхъ  осей  поверхности  вто- 
раго  порядка. 

Пусть  Хд.,  Ху,  Х^  суть  косинусы  угловъ,  составляемыхъ  одною  изъ  та- 
кихъ  осей  съ  осями  СХ,  СУ,  С^^;  эти  косинусы  опред'к[ятся  изъ  ра- 
венствъ: 


Уж  -/67 
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А,К 

Ъи1у 

-Е^, 

=  1К 

ВкК 

—  Г>кК 

-Р^К 

-1К 

с,к 

-  1^^К 

-В,к, 

1к\ 

(677) 


гд*  I  есть  одиыъ  ивъ  трехъ  корней  уравнеихя  третьей  степени: 


(Л -л,       -Р,,       -Е, 

-Р„       {В,-1),         -В, 
-В,,         -В„         {Сг-1) 


=  О (678) 


Помноживъ  равенства  (677):  первое  на  /д.,  второе —  на  Х^,  третье 
на  Х^,  и  зат'Ьмъ  сложивъ  эти  равенства,  мы  увидимъ,  что  1  означаетъ 
величину  момента  инерд1и  системы  вокругъ  искомой  главной  оси  инер- 
ц1и,  следовательно,  три  корня  уравнен1я  (678)  суть  моменты  пиерц1и 
Ш^,  %^,  9^  вокругъ  главныхъ  осей  разсматриваемаго  эллипсоида. 

Пусть  %^  есть  моментъ  инерщи  вокругъ  той  главной  оси  ^ЕЗ,  коси- 
нусы угловъ  которой  съ  осями  КХ^  КУ^  К2^  суть  Х^.,  Х^,  Х^;  дв-Ь  другхя 
главныя  оси  означимъ  черезъ  ^СТ,  К2,^  косинусы  угловъ,  составляемыхъ 
этими  осями  съ  ослми  КХу  КУ^  К2^  —черегъ  {1.^.,  р.^,  к-^,  Vд.,  Vу,  V^;  пусть 
25;^  есть  моментъ  инерщи  вокругъ  оси  ^КТ,  @^  —  вокругъ  оси  КИ, 

Если  въ  уравнешя  (677)  подставить  51^  вм-Ьсто  2,  то  они  послужатъ 
для  опред'Ьлен1я  величинъ  Х^,  Х^,  Х^;  если  же  зам-Ьнить  1  черезъ  35^,  то 
т*же  самыя  уравнешя  дадугъ,  не  Х^.,  Х^  Х^,  а  косинусы  [а^.,  н-у,  к-/,  точно 
также  эти  уравненхя  послужатъ  для  опред'Ьлешя  косинусовъ  Vд.,  Vу,  V^,  если 
I  будетъ  заменено  величиною  в  . 

Если  точка  К  лежитъ  на  которой-либо  изъ  главныхъ  цент- 
ральныхъ  осой  инерщи,  то  главныя  оси  инерщи  КЕ,  КХ,  К2. 
параллельны  главнымъ  центральныиъ  осямъ;  наприм'Ьръ,  если  К 
находится  на  оси  СЕ^,  то  7|^  и  С^  равны  нулю,  а  сл-Ьдовательно 
и  ^^^^  Е^^^  Р{,  такъ  что  выражете  (673)  будетъ  им-Ьтб  въ 
этомъ  случае  сл'Ьдующ1й  видъ: 

(1Д=щл^+(аЗс+л^С)!^Ч(б,+Ж5/У ....  (679) 

Можно  составить  себ^  общее  представлеше  о  направленхяхъ  главныхъ 
осей  инерщи  во  всЬхъ  точкахъ  пространства;  для  этого  надо  подвергнуть 
уравнешя  (677)  следующему  разсмотр-Ьнш. 

31* 
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Подставивъ  въ  нихъ  ^^^  вм^Ьсто  I  и  выражен1я  (674),  (675)  вм-Ьсто 
^к-^  ^ь — ^А»  представимъ  ихъ  подъ  сл-Ьдующимь  видомъ: 

гд*: 

**~  Ж'   Р~  ЛГ'   Т^""  ЛГ' 

й=х,$,+х,,1,+и»,  5,=^;-^- (861) 

Если  исключить  Хд.,  )у  Х^   И8ъ  этихъ   уравнен1й   (680),  то  получимъ 
ревультатъ: 

^2                у,  2  га 

_к__\__}к__     I Ч 


'*      4-        *      4-        * 1  —  О 


выражающхй,  что  точка  К  находится  на  ыоверхносги  втораго  порядка: 

им'Ьющей  центромъ  точку  С  и  главными  осями— оси  С\^  ОХо,  СТ.^. 
Изъ  равенствъ  (680)  и  равенства  Х^^  ^  х^г  _|_  д^г  _-  ^^  окажется,  что 

Ь=      .       ,  \      -; 

л/       ^^        г      ^*        I       ^\ 

а  потому  вторыя  части  равенствъ  (680)  суть  косинусы  угловъ,  составляе- 
мыхъ  съ  осями  СЗо,  С  То,  С2о  нормалью  къ  поверхности  (682,  1),  возста- 
новленною  изъ  точки  К\  следовательно,  главная  ось  15ГЕ  совпадаетъ  съ 
этою  нормалью. 

Такимъ  же  образомъ   уб-Ьдимся,   что  черезъ  точку  К  проходятъ  еще 
дв-Ь  поверхности: 

1Йг+те7+т^  =  > (б»*,  2) 

гд-Ь: 

га  =  ^,  -  §, (683),      ^3  =  п^  ~^; (684) 

ПО  нормали  къ  поверхности  (682,  2)  направлена  главная  ось  ЯГ,  а  по 
нормали  къ  поверхности  (682,  3)  — главная  ось  Я2. 
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Полохнмъ,  что  главные  моменты  инерщп  ^к,  ^^^  @]ь  въ  точе'^  К  не 
равны  другъ  другу  и  что  ^^  <  ^]ь  <!  @^^;  въ  такомъ  случае  изъ  выраже- 
ний (681)  (683)  (684)  сл*дуетъ:  д.1>й%^йг-  Если  принять  вовнимаше,  что 
^]^  есть  напменьппй  нзъ  моментовъ  инерщп  системы  вокругъ  осей,  прохо- 
дащихъ  черезъ  точку  Я,  то  легко  показать,  что  поверхность  (682,  1)  есть 
эллипсоидъ;  въ  самомъ  Д'к!*,  суммы  (а  +  ^^\  (р  +  (/1),  (т  Л-йд  могутъбыть 
представлены  (при  помощи  формулъ  (074))  подъ  сл'Ьдующпмъ  видомъ: 

-^к—^к     I     у  2         ^к  —  Щ     \_       2         С^—^к   _1_г  2 

Ж      "•"«*'      ~~М       ^'^*'       "ж"""*""*' 

а  отсюда  ясно, , что  вс']Ь  оц1а  положительныя. 

Друпя  дв-Ь  поверхности  (682,  2)  (682,  3)  суть  гиперболоиды,  одинъ 
однополый,  другой  о  двухъ  полахъ.  Чтобы  показать  это,  замктнмъ,  что 
$1>  9»  йг  су1^ь  корни  уравнен1я  третьей  степени: 

(«  +  «)(?  +  «)  (Т  +  2)-еЛР  +  з)(тН-з)-^(Т  +  2)(«  +  з)-. 

'      -!:Л«+2)(?  +  з)=о, (685) 

первая  часть  котораго 

при  д  =  +  ^  обращается  въ  +  оо 
я     3=— а  „  „    —  5*'^(?  —  «)  (Т  —  а), 

п     д  =  -Р  п  я    +^Дт-?)(Р-а), 

п   д=  — т  »        »  — ^Лт  — а)(т  — Р); 

отсюда  видно,  что  если  а<Р<Ст»  то  одинъ  изъ  трехъ  корней  этого 
уравнешя  заключается  между  +оо  п  — а,  другой  между  —а  и  — р, 
третхй  между  —  р  и  —  7;  первый  корень  есть  ^1,  потому  что,  какъ  мы  уже 
доказали,  (а  +  ^^)  болЬе  нуля,  слЬдующ!»  корень  есть  ^, ,  а  меньш1н 
есть  ^8- 

Такъ  ка1^: 

-         +оо>дг,>-а>дг,>— р>дз>— Т, 
ТО: 

Т  +  дз>0,  Р  +  дз<0,  а  +  3з<0, 
Т  +  2,>0,  Р  +  2,>0,  а  +  д,<0, 


^-  \оГ[01 
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следовательно,  иоверхность  (682,  3)  есть  двухнолый  гиперболоидъ,  д'Ьй- 
ствительная  ось  котораго  совпадаетъ  съ  осью  С72о,  а  поверхность  (682,2) 
есть  однополый  гиперболоидъ,  пепересЬкающая  ось  котораго  совпадаетъ 
съ  осью  С^^. 

Изъ  всего  сказаннаго  въ  настоящемъ  иараграф11  слЬдуетъ,  что  че- 
резъ  каждую  точку  пространства  можно  провести  три  взаимно-ортого- 
нальныя   поверхности  втораго   порядка:   эллипсоидъ,  гиперболоидъ  одно- 

I 

ПОЛЫЙ  и  гиперболоидъ  о  двухъ  полахъ;  центры  этихътрехъ  поверхностей 
находятся  въ  С  и  главныя  оси  пхъ  совпадаютъ  съ  главными  централь- 
ными осями  инерщи;  нормали,  возстановленныя  къ  этимъ  тремъ  поверх- 
ностямъ  изъ  точки  ихъ  перес'Ьчеи1я,  суть  направлен1я  главныхъ  осей 
инерщи  въ  этой  точк'1Ь.  , 

Вс'Ь  эллипсоиды,  всФ>  гиперболоиды  однополые  и  о  двухъ  полахъ  суть 
три  системы  взаимно-ортогональныхъ  поверхностей;  совокупность  всЬх]. 
этнхъ  поверхностей  образуютъ  такъ-называемую  тстему  эл.пштическихъ 
координатъ. 

%  108.  Эллиптнчешя  коордиваты. 

Координатныя  поверхности  этой  системы  координатъ  суть: 
1)   Эллипсоиды,  выражаемые   уравнен1ями  (682,   1),    гд']^  ^^   можетъ 
им'Ьть  ВСЯК1Я  значен1я  отъ  +оо  до  (—а);  эллипсоидъ  ^^==оо  имЬетъ  бег- 
конечно  больш1Я  полуоси;  эллипсоидъ  ^^=~'x  вплотную  облегаетъ  эллип- 
тическую пластинку,  находящуюся  внутри  контура: 


5  =  0,   р^-  +  ,4^=1, (686) 


такъ  какъ  полуось  уо^+^^  этого  эллипсоида  равна  нулю. 

2)  Однополые  гиперболоиды,  выражаемые  уравненхямп  (682,  2),  гд11 
^2  можетъ  им'Ьть  всяшя  значешя  отъ  (—а)  до  (— Р);  неперес^Ькающхя 
или  мнимыя  полуоси  ихъ  направлены  по  оси  2о?  Д'Ьйствительныя  полу- 
оси, направленныя  по  оси  Го^  не  бол-Ье  у^ — а,  а  Д'Ьйствительныя  полу- 
оси, направленныя  по  оси  2^,  не  бол-Ье  у  "(—а  и  не  менЬ^У^у— Р;  пре- 
дельными поверхностями  этой  системы  гиперболоидовъ  служатъ  тЬ  по- 
верхности, которыя  им'Ьютъ  параметры  ^2  =  — а,  д,:=  — р;  поверхность 
^2  =  —а  должно  разсматривать  какъ  гиперболоидъ,  облегающхй  вплотную 
об'Ь  стороны  той  части  плоскости  X^2.^^  которая  остается  за  выд'Ьленхемъ 
эллиптической  пластинки,  упомянутой  вып1е;  другую  предельную  поверх- 
ность:   22  —  —  р  должно  разсматривать   какъ   гиперболоидъ,   облегаюп^й 


»'"'  -10$, 
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вплотную  об-Ь  стороны  тоП  части  плосеостп  2„Зо,  которая  ограничена 
гиперболою: 

п  =  о,~-,-^.  =  1 (687) 

I 

И  вакопочаетъ  въ  себ'Ь  ось  Е^, 

3)  Гиперболоиды  о  двухъ  полахъ,  выражаемые  уравнев1ями  (682,  3); 
ГД'Ь  З'а  можетъ  им-Ьть  всяк1я  8начен1я  отъ  ^^=:  —  ^  до  д,  =  — -у;  д'Ьйстви- 
тельныя  полуоси  этихъ  геперболоидовъ  направлены  по  оси  2о  и  им-Ьготъ 

величины  не  ббльппя  у-у— Р;  пред-Ьльная  поверхность  д,  =г— р  есть 
гиперболопдъ,  вплотную  облегающхй  гЬ  дв-Ь  части  плоскости  Зо2о,  кото- 
рыя  ограничены  гиперболою  (687)  и  простираются  въ  бевконечность;  дру- 
гая предельная  поверхность:  ^,= — т  есть  вся  плоскость  Е^Г^. 

Черезъ  каждую  точку  пространства  проходятъ  три  координатныя  по- 
верхности: эллипсоидъ,  гиперболопдъ  однополый  и  гиперболопдъ  двупо- 
лый, которые  въ  этой  точк'б  взаимно-ортогональны;  координатные  пара- 
метры ^^,  ^^  ^3  этихъ  поверхностей  суть  корни  уравнешя  (685)  и  они 
называются  эллиптическими  координатами  этой  точки. 

Р^шивъ  уравненхя  (682,  1),  (682,  2),  (682,  3)  относительно  {,  7|,  С1  ^^О" 
лучимъ  сл1}дующ!я  выражен!я  прямоугольныхъ  прямолннейныхъ  коорди- 
натъ  въ  эллиптическихъ  координатахъ: 


^=^/"--"^уЁ?Йёг--*)'  •  •  •  (^^.а) 


^=-1/(Ё±2М^^Ш±з*) (688,  Ь) 


г 


.  =  ±у^ЩЩ^Щ^^^ (688,  с) 


Эллиптическ1я  координатныя   поверхности  называются  софокуснымн, 
потому   что  кривыя   втораго   порядка,   по  которымъ  эти  поверхности  пе- 


*)  Выводъ  этихъ  формулъ  значительно  облегчается  помощхю  преораб- 
зован1й,  подобныхъ  сл']^дующему: 


>||Ц-  1о2>.|о^ 
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ресЬкаются     плоскостями     2Д^,     Т^^2о1     Хо^о^     им-Ьютъ    о6щ1е    фо- 
кусы *). 

§  109.  Квадратичные  моменты:  полярные  и  относи- 
тельно плоскостей.  Эллипсоиды:  основной  и  гирац10нный. 
Плечи  инерцш. 

Евадрашичнымъ  полярнымъ  моментомъ  системы  точекъ  вокругъ  по- 
люса К  называется  сумма: 


г=:п 


Ни  =  ^ш,^,^, 


г—1 


(689) 


гд-Ь  Г,-  есть  равстоянхе  матерьяльной  точки  т^  отъ  точки  К, 

Сумма  произведен  1й,  составленныхъ  изъ  массъ  точекъ  на  квадраты 
пхъ  разстояшй  отъ  какой-либо  плоскости,  называется  тггдратичнымъ 
мометаномъ    относительно    этой    плоскосшщ    такъ,    квадратичный    мо- 


Означимъ:   а  +  ^^,  «  +  ^2,  а  +  ^д,  ?  +  а1,  ?  +  а2У  —  т  +  Ъ^  черезъ  а,, 

^2>   ^31  Р17   Ра»'  •  •  'Тз* 


п= 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1          1 

7 
«1 

Р/ 

Т1 

7 

«1 

^ 

«1 

Т*               «1 

1 

«2 

1 

Ра' 

1 

Та 

1 

» 

«2 

1 

Ра 

1 

«а' 

1          1 

Та          «а 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1           1 

■  > 

«3 

Рз 

Тз 

■  1 
«3 

Рз 

1 

«3 

Тз          «3 

^•(а-р)(а-7)д 


а,о,аз 


А  = 


^'   Р.'     Т, 


1, 


Т.' 


1    1 

^'    Рз' 


Та 

^^ 

Тз 


*)  Дальн'Ьйшхя  подробности  относительно  эллиптическихъ  координатъ  и 
софокусныхъ  поверхностей  можно  найти  въ  сл'Ьдующихъ  сочинешяхъ: 
(т.  8а1топ.  А  ТгеаНзе  оп  Ше  Апа1у11с  Сгеоте1гу  оГ1Ьгее  Вхтепзшпз.  1874. 
Неззе.  Апа1уи8сЬе  Сгеоте1пе  йез  Каитез. 
Сомовъ.  Ращональная  механика. 
ЛасоЫ.  Уог1е8ип§еп  йЪег  Вупатхк. 
Будаевъ.  Теоретическая  механика.  1871. 
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мевтъ  относитедьно  пюскости,    проходящей  черезъ  точку  К  и  перпендн- 
кулярной  къ  оси  Ки^  выразится  такъ: 

(/Л=2м,(г,^-р/)  =  я»— (/^ (690) 

Квадратичиые   моменты   относительно   плоскостей   коордпнатъ    УК/,^ 
2мКХ^  ХКУ  суть  сл'Ьдующ1я  суммы: 

^1^  =  2^>^А'Д  ^\  =  2^<уЛ  о\  =  ^7)1413^^.  .  .  (691) 

»-1  »=1  *—Л 

Легко  впд'Ьть,  что 

л  +  в*  +  а=  2(^';  +  В',  +  с»)  =  211,.  .  .  (692) 

2Л  =  5*+Ч  — Л;  2В\  =  С,  +  А,-В,;  .  .  (693) 

2С'  =  Л  +  5»-С» (693) 

Изъ  выражен1й  (690)  и  (665)  сл-Ьдуетъ: 

(^V)»=^'/+^*^^ЧО/  +  2А!XV+2^?»V^.+2^'»X!..  .  (694) 

Если  по  направлен! ю  нормали  къ  каждой  плоскости,  проведенной 
черезъ  точку  Я,  отложить  отъ  этой  точки  длину,  обратно-пропорцюналь- 
ную  корню  квадратному  изъ  квадратичнаго  момента  относительно  этой 
плоскости,  то  концы  этихъ  длинъ  образуютъ  поверхность  эллипсоида,  на- 
зываемаго  основнымъ  эллипсоидомъ  *);  уравненхе  эюго  эллипсоида: 

^=А\x'  +  В'У+С',^^'  +  2^^е  +  2Е^^x  +  2Р,X!/  .  .  (695) 

Главныя  оси  этого  эллипсопда,  конечно,  совпадаютъ  съ  главными 
осями  инерщи. 

Квадратичный  моментъ  относительно  всякой  плоскости,  непроходя- 
щей черезъ  центръ  инерцш,  равенъ  квадратичному  моменту  относительно 


*)  \У^.  ТЬошзоп  называетъ  этотъ  эллипсоидъ  такъ:  е1Ир801(1  оГсопз^шс- 
1юп,  см.  его  статью:  Оп  1Ье  рппс1ра1  ахев  оГ  а  8о11(1  Ьойу;  СатЬп(1§е  апй 
ОиЪип  Ма111.  ^оигп.  Уо1.  I.  1846. 
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параллельной  илоскости,  проходящей  черезъ  центръ  инерц1И,  сложенноиу 
съ  ироивведев1емъ  изъ  массы  системы  на  квадратъ  разстояшя  между 
плоскостями;  наприм']^ръ: 

А'^  =  2  т,{  I,  +  ХсУ  —  А',  +  2же2  Щ  е, + Мх,\ 

%=1  %=1 

А\=А\+Мх,' (696) 

Отсюда  С111дуетъ,  что  квадратичный  полярный  моментъ  вовругъ  по- 
люса К  равенъ  квадратичному  полярному  моменту  вокругь  центра  инер- 
Ц1И,  сложенному  съ  ироизведен1емъ  изъ  массы  системы  на  квадратъ  раз- 
стоя  н1я  между  полюсами;  такъ  что,  если  г^  есть  ра8стоян1е  точки  К  отъ 
полюса,  то: 

Н.^Щ^Мп' (697) 

Квадратичный  моментъ  относительно  главной  плоскости  ХК2.  точки 
К  (эта  плоскость  есть  касательная  плоскость  къ  эллипсоиду  (68?,  1)  въ 
точк'Ь  К)  равенъ: 

91\  =  Я,  -  51»  =  ^.  +  М{г,'—  5)  =  Я, +Ж^.; 

такъ  что: 

21 ""      лг    >  ?2  —     м     »   ?з  —      ^^     , 

сл'^довательно,  квадратичные  моменты  относительно  всЬхъ  касательныхъ 
плоскостей  одной  и  той  же  координатной  поверхности  эллиптическихъ 
координатъ  имФютъ  одну  и  ту  же  величину,  равную: 

^^±^±^  +  Ж-г,  .......  (698) 

гд']Ь  Ш«,  33«,  Не  суть  главные  центральные  моменты  инерщи  системы  ма- 
терьяльныхъ  точекъ,  а  ^ — координатный  эллиптичесшй  параметръ  коор- 
динатной поверхности. 

Кром*  вышеупомянутаго  эллипсоида,  мы  дадимъ  здЬсь  понят1е  еще 
объ  одномъ  ЭЛЛИПСОИД'!,  выражаемомъ  сл']^дующимъ  уравнен1емъ: 
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■9Т0ГЬ  '.илгпсопдг,  возываеный  шрамохт/мъ  млит-оидот  *)  ддо  ю-цеп 
1^^  облалаегъ  '1'1>М1.  спшкхвиш!..  чти  если  мм  |||ю11вдси'ь  иикую-диГю  пв- 
||-йг'бльиук>  къ  нему  плоскость,  -то  кнадратъ  равстояни  итой  плоскости 
1о'1"ь  точки  К,  будуч»  нчнаоженг  на  мнссу  сисгени,  дасп. '  нроиавсдеше, 
■равное  моменту  "яирл'и  цпстемы  вокругь  оси,  проходлщей  череа'!.  го'11;у 
иК  п  пери1Я1ДИ1Суллр1Г011  ш.  :т>й  касап-лыюй  илоско'-.т»;  иредоотавллемт. 
ГчитАтело)  у1^'Ьл>1Т1.сл  в'ь  ятомъ. 

Если  р<1зд'Ьлкть  иомонтъ  иперц]и  давной  смтемы  матерьялышхъ 
|точекъ  викругъ  кякиЗ  либо  оси  ва  пасс;  системы,  и  зят-Ёя'!.  и:г1. 
1  частваго  извлечь  ввадрндиый  коревь,  то  получитсл  я111:оторяп  ллип;!, 
I  называеиая   плечоли  инсрцш  данной  гиптеяы  вокруп.  птсй   иги. 

§  110.  П|111м1>ры  (ЕМЧИсленЫ  мопентовъ  ц||ср1мн  нЬ- 
'  которы\ъ  т'^лъ. 

При  (1прел11Леп1Я  па|1равлбН1й  глнвиыхъ  осей  ипершн  венья;! 
нилезно  вм'Ёт!.  нъ  вяду  (':Л1^д;юии11  :1аи'Ьчап!л. 

1)  Если  система  точекъ  или  етлошнон   т*ли  ии'Ьетъ    иолнуп 
I  симетрш  (1тноеит1'Льш>  и-Ькоторой  илоскости,  Г1исъ  что  гсритчнйпмя 
I  раастояшн  между  взаи]нно-си!1М1'тричны11а  элсиеятамя  рернендяку- 
I  лярвы  къ  этой  плоскости  и  д-Ёлятия  ею  цоцоламъ,  то  для  каждой 
'  нзъ  точегь  этой  плоскоста  дв-Б  гливннл  оси  йяерц1и  заключаются 
въ  самой  плоскости,  а  третья  псроеядикулярва  къ  ней.  Въ  сапомъ 
д4л*,  если  Припять  эту  плоскость  за  плоскость  ХУ,  то  В^  а  Е1 
будутъ  равны  нулю,  потому  что  каждому  злементу  )1т,  им'Ьюн1ену 
как1я  либо  координаты  х,  у,  г,  соотв'Ьтствуетг  симметричп!!  рас- 
полохеявый  элемсятъ,  ин'Ъющ{й  ту  хо  гаиую  масс;  /Ы  л  коор- 
динаты а;,  у,  (—  г);  поэтому  вс*  элементы  суимъ: 

или  иптсграловъ; 

иопарно    гокран^аются,    а    следовательно, 
инерщи  будегъ: 

д\  м  =  А^x'^  —  21\ху  -Ь  В,?/  -+■  е»г'. 


уравяея1е    эллипсоида 


•)  ЕШр501Й  оГ  еугаНит 


Лм-1Ю» 
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2)  Если  однородное  сплошное  т-Ьло  им-Ъехъ  три  взаимно- пер- 
пендикулярныя  плоскости  симметр1И  (которня  проходятъ  черезъ 
центръ  инерщи),  то  пересЬчешя  этихъ  осей  суть  главныя  цен- 
тральныя  оси  инерщи  Т'Ьла. 

3)  Если  всЬ  точки  системы  находятся  въ  одной  плоскости  или 
сплошное  т'Ьло  им'Ьетъ  видъ  безконечно-тонкой  плоской  пластинки, 
то  для  всякой  точки  этой  плоскости  или  пластинки  одна  изъ 
главныхъ  осей  инерщи  перпендикулярна  къ  плоскости.  Если  эту 
плоскость  принять  за  плоскость  ХУ,  то  для  всЬхъ  ^очекъ  си- 
стемы или  элементовъ  пластинки  координата  ;г;  ^  О,  а  потому: 

А,'^В\=^шу\  В,=Л\=^шх', (700) 

6.*)=2ж(а;Чу')=А+^5'„ (701) 

4)  Если  система  матерьяльныхъ  точекъ  им'Ьетъ  ось  симметр1И 
или  сплошное  однородное  Т']&ло  есть  т'Ьло  вращешя,  то  во  всякой 
точк'Ь  оси  симметрш  эллипсоидъ  инерщи  есть  эллипсоидъ  вращешя. 

Обращаемся  къ  прим'Ьрамъ.  Прежде  всего  приведемъ  н'Ьсколько 
прим'Ьровъ  вычислешя  главныхъ  центральрыхъ  моментовъ  инерщи 
сплошныхъ  однородпыхъ  т'Ьлъ,  им'Ьющихъ  три  взаимно-перпепди* 
кулярныя  плоскости  симметр1и.  Въ  этихъ  случаяхъ  ^добн'Ье  всего 
вычислять  сл'6дующ1я  величины  по  сл'Ьдующимъ  формуламъ: 

%\=^^^^^чы'^^а^=2о^^%а^,. .  (702,  ^ 

о 

^^,=о^^ |'■^^ЧЫ■^\Л^='^^,^\'^^Л■^^,  .  (702,2) 

о 


*)  щ=%- 


Р  гд'Ь  ^е  есть  велн^йн^1  площади  с1)ЧСН1я  т^л-л  коордииатною  цлоскоотью 
Е,  а  Е,  предфльяая  координата  т^ла  но  оси  Е^;  ^■^,  ^(.,  т],,  (.^ 
ни'Ьютъ  соотв^тствекныя  звачон1я  по  отношсю'ю  къ  коордииатамъ 

[1)  И   С. 

Прин'Ьръ    д6-й.    Вычислить    главные    центральные    ионевты 

I  нш'рц1и  однородааго  эллипсоида: 


Е' 


г  +  -Ь-  =  1. 


Въ  этоиъ  «^луча'Ь;  -.^и,    Г|,=  /',  С,^=с. 


Поэтому: 


|,  =  ^(а>+Л.  .  (704) 


Если  а>Ъ>с,  то  91с<^с<'3^с,  т.е.,  вокругъ  наибольшей  по- 
луоси моиентъ  инерцш  наииеньт1Й  и  вокругъ  наименьшеЁ  иолу- 
1  —  ваибольппй;  цойтоиу  навболыпая  главная  полуось  цонтраль- 

I  наго  эллипсоида    йнерп;1и  ваоравлена    по  оси  3^,    средняя  —  по 

I  оси  Го,  меньшая  —  по  оси  2^. 

Если  данный  аллипсоидг  есть  вллипсоидъ  вращсши,  то  тявовъ 

I  же  и  центральный  эллипсоидъ  инерц1н;  притомъ  удлиненный  сплош- 
ной эллипсоидъ  аи^етъ  удлиненный  аентральннй  эллипсоидъ  апор- 
Ц1И  и,  обратно,  планетарный  сплошной  эллипсоидъ  ии'Ьетъ  пла- 
нета-рный  же  эллиисоидъ  инерши.  Если  о,  =  Ь,  то: 


=  «,=  ^(с'-На'),   а.^^Ша':  .   .  .  (705) 
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моменты   инерц1и  вокругъ    вс^^хъ  ЭБваторхальныхъ    центральныхъ 
осей  равны  между  собою  и  равны  ^Л^. 

Центральный  моуентъ   инерции  сплошнаго   однороднаго  шара 

о 

вокругъ  какой  либо  центральной  оси  равенъ  -^  Л/Т? ^Д*  ^  есть 

рад1усъ  шара. 

ирим'Ьръ  87-й.  Главные  центральные  моменты  инерцш  одно- 
роднаго прдмоугольнаго  нараллелонипеда,  длины  сторонъ  котораго: 
2а,  26,  2с. 

Зд'Ьсь: 

^1=«»  ^1=^  -1  =  ^^  Я^=4:Ьс,  ^^=4са,  ^^=4а6, 

21.=  |^-(ЬЧД  «с  =  ^(сЧа^),    6с=^(аЧЬ^);  •  (706) 

(главныя  центральныя  оси  инерц1и  перпендикулярны    къ  гранямъ 
нараллелопипеда). 

Кубъ  им'Ьетъ  центральнымъ  эллипсоидомъ  шаръ;  моментъ  инер- 

о 

цш  вокругъ  всякой  центральной  оси  равенъ  -^  Ма^,  гд*  2а— 
сторона  куба. 

Прим'Ьръ  88-й.  Главные  центральные  моменты  инерц1И  пря- 
маго  однороднаго  эллиптическаго  цилиндра  (высота  2А,  полуоси 
основан1я  Ъ  и  с). 

%е=^{Ь'  +  с\   «с=Ж(|-  +  4),    6с=Ж(^  +  ^).    (707) 

Дал'Ье,  приведемъ  н^^сколько  прим'Ьровъ  вычислешя  главныхъ 
центральныхъ  моментовъ  однородныхъ  т'Ьлъ  вращешя. 

Для  вычислешя  моментъ  инерщи  такого  т'Ьла  вокругъ  оси 
вращен1я  (72о,  выразимъ  элементы  объема  въ  круговыхъ  цилин- 
дрических ъ  координатахъ  и  произведемъ  интегрироваше  по  6  въ 
пред'Ьлахъ  отъ  нуля  до  2тг;  получимъ: 

^,=  2^а//рЧра^ (708) 


1 

1 
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Всл'Ьдствхе  симиетр1и  т'Ьла  бокруп>  оси  вращен1Я,  нижесл'Ь- 
дующ1Л  величины  равны  между  собою  и  иотоиу  равны  иоловин:Ь  6о- 

01',=  ©',=  ^-6,; (709) 

наконецъ  иоментъ  инерщи  Т'Ьла  вокругъ  всякой  центральной  эква- 
торьяльной  оси  равенъ: 

01,  =  аз,  =  о/ся^а:  +  ^6, (710) 

Прим'Ьръ  89-й.  Главные  центральные  моменты  инерцш  ци- 
линдрической круговой  трубки;  длина  трубки  2А,  радтусъ  вну- 
тренней иоверхности  Е,  толщина  ст'Ьнки  А;. 

Въ  выражен1И  (708)  надо  интегрировать  по  р  въ  нред'Ьлахъ 
отъ  ^г  до  (Б  +  ^)  и  по  ^;  въ  нред'Ьлахъ  отъ  ( — к)  до  (+/0. 

6,=  ^(2БЧ27гА;+П  ЗГ.=23.=ж4-4-|-6,  .  .    (711) 

Прим'Ь^уь  90.  Главные  центра.1ьные  моменты   иисрщи  кольца  съ  ^фу- 
говымъ  ме1)идюнальнымъ  сЬченхемъ;  рад1усъ  сЬченхя  кольца  =  г,  разстоя-    - 
ше  центра  сЬчешя  до  осп  вращешя  =  1?. 

Главные  центральные  моменты  ииерщи  однородныхъ  площадей  (но- 
верхностнаа  плотность  х). 

Прим'Ьръ  91-й.  Площадь  эллипса: 

—  4--^-  =  1 


% 


о 


83.=  Ж-^;    6.=Ж-^' (713) 

Прим'Ьръ  92-й.  Площадь  прямоугольника;  длины  стороны  2а  и  26. 

%=М-^,  аз,=ж4,   ^с=М^  .  .  .  (714) 


ч')11  -  1|^  ■ 
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Прим']^ръ  93*й.  Моментъ  ннерщи  площади  треугольника  А^А^А^  во- 
кругъ  одвой  изъ  его  стороны  А^А^^, 

Сначала  возьмемъ  треугольиикъ  прямоугольный  и  опред'Ьлимъ  его 
моментъ  инерщи    вокругъ  одного    пзъ  катетовъ.    Примемъ  А^А.^  (чер- 

тежъ  60)  за  ось  X®"*,  а  ось  У®**  проведемъ  черезъ  точку  А^^ ;  означимъ 
координаты  вершины  ^з  черезъ  х^  и  у^  {А^А^  =  х^^  А^^  =  у^\ 
кром1)  того,  означимъ  черезъ  {у)  ординаты  точекъ  гипотенузы  А^А^^  оче- 
видно: 

X  д?з 

Искомый  моментъ  инерц1и  выразится  такъ: 

^3  {у)  ^г  3       4  3 


гд'Ь    М='А—^  есть  масса  треугольника. 

Теперь  возьмемъ  треугольиикъ  косоугольный  (черт.  61  и  62);  его 
площадь  и  моментъ  инерцш  равняется  сумм*  (черт.  61)  или  разности 
(черт.  62)  площадей  и  моментовъ  пнерд1и  прямоугольныхъ  треугольнн- 
ковъ  А^^Л^  и  ^2^-^31  такъ  что  искомый  моментъ  инерщи  равенъ: 

М'^-_1=М"^=М^,  . (715) 

гд*: 

Прим'Ьръ  94-й.  Моментъ  инерд!"  площади  однороднаго  треугольника 
вокругъ  какой-либо  осп,  проведенной  черезъ  вершину  треугольника  и  ле- 
жащей въ  его  плоскости. 

Примемъ  вершину  А^   за  начало  координатъ  и  данную  ось  за  ось 

X®"*;    продолжимъ    сторону  А^А^    (черт.  63)  до   перес1'>чешя   ея  К  съ 

осью  Х^**- 

Очевидно,  что  моментъ  пнерщи  треугольника  А^А^А^  вокругъ  осп 
А^Х    равенъ  разности    моментовъ    инерщи    греугольниковъ   А^А^К   и 


^  —497  — 

А^А^К^  а  выраген1я  этихъ  моментовъ  инерцш  изв'Ьстны  ивъ  предыду- 
щаго  прим']^ра;  такъ  что: 

гд'Ъ  2  есть  длина  ^11^^;  но  такъ  ва&ъ  площадь  даннаго  треугольника  вы- 
ражается половиною  произведен1я  Цуз-^зХ  то  искомый  моментъ  инерцш 
выразится  такъ: 

1.=  ^(УзЧм.+уЛ (716) 

Это  выражен1е  можетъ  быть  представлено  еще  подъ  сл-^дующинъ  ви- 
донъ: 

4=т[('-^')'+Ш'+№)Ъ 

а  это  выражаетъ,  что  моментъ  инерцш  даннаго  треугольника  равняется 
моменту  инерщи  системы,  состоящей  изъ  трехъ  матерьяльныхъ  точекъ, 

массы  которыхъ  равны  -о-  и  которыя  помъщены  въ  серединахъ  сторонъ 

треугольника. 

Центръ  инерщи  этихъ  трехъ  точекъ  тоже  совпадаетъ  съ  центромъ 
инерщи  площади  однороднаго  треугольника  *),  поэтому  моментъ  инерщи 
даннаго  треугольника  вокругъ  какой  бы  то  ни  было  оси,  имеющей  какое 
бы  то  ни  было  направлеше  и  проходяхцей  черезъ  какую  бы  то  ни  было 
точку,  равняется  моменту  инерцш  трехъ  вышеупомянутыхъ  матерьяль- 
ныхъ точекъ.  • 

Прим']^ръ  95-й.  Квадратичный  полярный  моментъ  площади  треуголь- 
ника вокругъ  вершины. 

Изъ  формулъ  (692)  сл-Ьдуетъ,  что  искомый  квадратичный  моментъ 
равенъ  сумм*  моментовъ  инерщи  7^.  и  2^  площади  треугольника  во- 
кругъ  взаимно-перпендикулярныхъ  осей  Л^X  и  А^У  (черт.  63);  вм-Ьст-Ь 


*)  Если  x^у^^  ЖзУз,  ХзУз  суть  координаты  верпгинъ  треугольника,  то 
координаты  центра  инерцхи  его  площади  выражаются  такъ: 


X, 


=  ^^4"+^»"з"""~з~^^+^2+^з);  Ус=-^{у1+у1+уъ); 


такъ  же  выражаются  и  координаты   центра  инерщи  трехъ  вышесказан- 
ныхъ  точекъ. 
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съ  т-Ьмъ  онъ  равенъ  моменту  инерцш  вокругъ  оси,  проходящей  черевъ 
точку  А^  и  перпендикулярной  къ  площади  треугольника;  такъ  что: 

= -^  (аз^  +  «а^з  С08  аг  +  «2^)» (^^) 

гд'Ь  а^  и  аз  суть  длины  сторонъ  Л^А^  и  А^А^у  а  а^   величина  угла  при 
вершин*]^  ^1- 

Прим-брь  96-й.  Центральные  моменты  инерцш  площадей  однородныхъ 
правильныхъ  многоугольниковъ  (число  сторонъ  п^  длина  каждой  стороны 
равна  Ъ), 

Очевидно,  что  моменты  инерц1и  такого  многоугольника  вокругъ  цент- 
ральныхъ  осей,  перпендикулярныхъ  къ  различнымъ  сторонамъ  много- 
угольника, равны  между  собою;  следовательно  эллипсъ,  образуемый  пере- 
сечен1емъ  центральнаго  эллипсоида  съ  плоскостью  Многоугольника,  дол- 
женъ  ша^ть  столько  равыыхъ  между  собою  и  ровноотстоящихъ  другъ  отъ 
друга  радхусовъ  векторовъ,  сколько  многоугольникъ  им'}}етъ  сторонъ,  а  для 
этого  необходимо,  чтобы  эллипсъ  былъ  кругомъ.  Изъ  этого  сл^дуотъ,  что 
моменты  инерцш  правильнаго  многоугольника  вокругъ  центральныхъ  осей, 
лежащихъ  въ  плоскости  многоугольника,  равны  между  собою  и  равны  по 
ловин'Ь  квадратичнаго  полярнаго  момента  вокругъ  центра,  или,  что  то  же 
самое,  половин-Ь  момента  инерцш  вокругъ  центральной  оси,  перпендику- 
лярной къ  площади  многоугольника- 

Данный  правильный  многоугольникъ  разобьемъ  на  треугольники, 
им'Ьющхе  вершинами  центръ  многоугольника,  а  основан1Ями  —  стороны 
его;  очевидно,  что  моментъ  инерщи  @^  всего  многоу^о^[ьника  равняется 
п  разъ  взятому  моменту  инерцш  одного  изъ  этихъ  треугольниковъ  вокругъ 
оси  С2о,  возстановленной  изъ  центра  С  перпендикуляно  къ  плоскости 
многоугольника;  основываясь  на  формул']^  (717),  найдемъ: 


МЬ' 

(2  + 

С08 

27Г\ 

п  ) 

п 

1  — 

008 

27Г     ' 

^,=  И,  =  ~'- оУ, (718) 


П 


ИЛИ,  означая  радхусъ  круга,  описаннаго  черезъ  верпшны  многоугольника, 
буквою  а: 

6.  =  Д  =  ^(2  +  со8^) (718) 
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Навонецъ,  вычислинъ  центральные  моменты  однородныхъ  правнль- 
ныхъ  многогранниЕовъ. 

Центрадгъный  эллипсоидъ  такого  многогранника  есть  шаръ,  а  потому 
момейтъ  инерцш  такого  гкка  вокругъ  всякой  центральной  оси  равенъ 
двумъ  третямъ  квадратичнаго  нолярнаго  момента  вокругъ  центра  инер- 
щи,  какъ  это  сл-Ьдуетъ  изъ  формулы  (692)  при  Л^=5^  =  (7^. 

Квадратичный  полярный  моментъ  правильнаго  многогранника,  им']^ю- 
щаго  I»-  граней,  въ  р.  рааъ  6ол']&е  квадратичнаго  полярнагб  момента  одной 
изъ  т^хъ  правильныхъ  пирамидъ,  на  которыя  можетъ  быть  ра8Д']Ьленъ 
объемъ  многогранника;  поэтому  р'кпшжъ  сначала  сл^^дующую  задачу: 

Прим']^ръ  97-й.  Вычислить  квадратичный  полярный  моментъ  данной 
правильной  пирамиды  вокругъ  ея  вершины;  высота  пирамиды  =  ^,  число 
сторонъ  основан1я  =  ^  и  рад1усъ  описаннаго  круга = а. 

Примемъ  вершину  пирамиды  за  начало  координатъ,  направлеше  пер- 
пендикуляра, опущеннаго  изъ  вершины  на  основанхе,  за  ось  X®"*;  разо- 
бьемъ  пирамиду  на  безконвчно-тонк1я  пластинки  плоскостями,  перпенди- 
кулярными къ  оси  Х^"*;  каждая  такая  пластинка  им'Ъетъ  толщину  (^х. 

По  формул*  (718)  мы  вычислимъ  квадратичный  полярный  моментъ 
каждой  такой  пластинки  вокругъ  ея  центра,  а  по  формул']^  (697)— квадра- 
тичный полярный  моментъ  ея  вокругъ  вершины;  для  пластинки^  отстоящей 
на  разстояши  х  отъ  вершины,  этотъ  моментъ  будетъ  равенъ: 

■3    па*    2   •      2тс  Г    2    I      а»     о/л    I  211:41 

оОх  2д, ж'вш -^[х'  +  -^гаг{2  +  С08  — ;]  ; 

интегрируя  по  х  въ  11ред1(лахъ  отъ  нуля  до  Л,  получимъ  сл-Ьдующее  вы- 
раженье квадратичваго  полярнаго  момента  правильной  пирамиды  вокругъ 
ея  вершины: 

^ М{к^^  ^(2 +  сов^)) (719) 

11рим']Ьръ  98-й.  Центральные  моменты  инерц1и  правильныхъ  много- 
гранниковъ. 

Центральный  моментъ  инерц1и  правильнаго  многогранника  съ  [л  гра- 
нями, каждая  изъ  которыхъ  есть  правильный  многоугольникъ,  им']^ющ1Й 
п  сторонъ,  равенъ: 
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ТА^  В  есть  радхусъ  сферы,  вписанной  въ  многограннивъ,   а  длина  а  вы- 
ражается С1']^дующимъ  образомъ  въ  В^  п  я  (х: 

а=Б*8(р,  со8(р  =  со18-^со4ё(-^  — -^-  +  -^)*н:). 

По  этой  формул*]^  получинъ  сл'1дующ1я  величины  центральныхъ  мо- 
нентовъ  инерц1И  правильннхъ  многограннивовъ: 

11равильнаго  тетраэдра:  -^  МВ^^  (п=:3,  1^=4). 

Куба:  -|-  ЖВ«,  (п  =  4,  [а  =  6). 

3 
Октаэдра:  -^  Жй^  (^  =  3,  ^^  8). 

Дв-Ьнадцатигранника:  —  ц^ —  Жй*,  (>^  =  5,  [а  =  12). 
Двадцатигранника:  -тх  (5|/5— 9)  ЖВ\  {п  —  Ъ^  (х  =  20). 

§  111.  Завонъ  площадей  для  системы  точевъ  былъ  открыть  почти 
одновременно  Эйлеромъ  *),  Дашиломъ  Бернулли  **)  и  д'Арси  ***). 


*)  Еи1ег.  Ори8си1а  уагИ  аг^итепИ.  Томъ  1-й,  1746  года,  статья:  ЗоЫНо 
ргоЪ1етаН8  тесЬашс!  йе  то1и  согрогит  1;иЪ18  тоЪШЪнз  тс1и80гит. 

**)  Вап1е1  БегпоиШ.  Ноиуеаи  ргоЫёте  йе  тёсашдое.  Мётохгев  с1е 
ГАсайётхе  йе  Вегип.  1745. 

***)  й'Агсу.  РгоЫёте  йе  йупапидие  1747.  Мет.  с1е  ГАсай.  йеа  8с1еп- 
сез.  Рап8  1752. 

%)  а  есть  радхусъ  круга,  описаннаго  черевъ  всЬ  вершины  многоуголь- 
ника, образующаго  грань  многогранника;  ср  —  уголъ,  подъ  которымъ  этотъ 
рад1усъ  виденъ  изъ  центра  многогранника.  Предоставляемъ  читателю  уб*!- 
диться  въ  в':Ьрности  приведеннаго  выраженхя  для  С08  <р. 


1Л-|1г.-'13 
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ГЛАВА  IX. 

Законъ  живой  силы. 
§  112.  Соетавлен1е  днфференц1альнаго  уравнен1я. 

Съ  тремя  дифференщальннми  уравнедхямя  двяжешя  (517)  §  70 
каждой  изъ  точбБъ  сястемы  поступииъ  такъ,  какъ  показано  въ 
конц'Ь  параграфа  21-го  (стр.  86)  относительно  составлен1я  диф- 
ференщальнаго  уравден1я  (111);  зат^Ьмъ,  вс%  полученныя  такямъ 
образомъ  равенства  сложииъ,  тогда  будеиъ  им'Ьть  сл'Ьдующее  диф- 
ференц1альное  уравнен1е: 

гд4 


«=я  «=я 


Т  =  -|-  2тл'  =  ^  2т,  [(а;/)Ч(у/)Ч  (0*1  •  •  •  (535) 

^    %=1  ^    «=1         *-  -^ 

есть  сумма  жявнхъ  еилъ  вс^хъ  точекъ  системы  и  называется 
живою  силою  системы  (какъ  уже  сказано  на  стр.  365-й)  или 
кинетическою  терггею  ея. 

%  118.  Силы,  им'Ьющ1я  потепц1алъ. 

Обратимъ  особенное  вниман1е  на  т'Ь  случаи,  въ  которыхъ 
проэкц1и  на  оси  координатъ  всЬхъ  задаваемыхъ  силъ  суть  функц1И 
только  координатъ  точекъ  и  притомъ  так1я,  что  сумма: 

ХгЛХг  +  УгЛу!  +  ^хб^^х  +  Хаб^Жа  +  У2Ф2  +  22^1^2  +  ....  +  Д»^^„ 

или,  ЧТО  то  же  самое. 


»=п 


2(Х,(га;,+  У,%,+^А) 


«=1 
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есть  полный  дифференщадъ  отъ  какой  либо  функцш: 

^(Л^1,     У  о     ^,)     ^,?     У2>     ^Я> ^».     УпУ     ^п\ 

заключающей  только  координаты  точекъ. 
Для  того,  чтобы  равенство: 


%—п 


^{х,ах,+у,йу,+2,а2у^йи (722) 


{=\ 


ии^Ьло  м'Ьсто  при  всякихъ  значен1яхъ  координатъ  и  дифферен- 
ц1аловъ  координатъ,  необходимо,  чтобы  задаваемый  силы  выра- 
жались сл^Ьдующими  частными  производными: 


V—  -^     V— ^  у—^ 


.  .  .  .  (723) 


Прим'Ьчан1е.  Если  задаваемыя  силы  выражаются  частными 
производными  (723)  отъ  функщи  ТГ,  заключающей  не  только 
координаты  точекъ  системы,  но  еще  и  время,  то  вышесказанная 
сумма  не  будетъ  равна  иолному  дифференц1алу  отъ  Ж  и  вм'Ьсто 
равенства  (722)  будемъ  им'Ьть  сл^Ьдующее: 


•=п 


дЖ 


^{Х,ах,+  У,ау,+2,аг^=йУ^'—^й1.  .  .  (724) 

Функц1я  Т1  или  Ж  называется  потенцгсиомъ  или  силовою 
функцгею  силъ  1^^,  2^^, . . . .  7^^,  приложенеыхъ  къ  систем*  ма- 
терьяльныхъ  точекъ  т^,  т^, . . . .  ш^,  а  такая  совокупность  силъ 
называется  совокупностью  силъу  имтьющихъ  потенцгалъ. 

ПростМшимъ  прим'Ьромъ  такой  совокупности  силъ  могутъ  слу- 
жить силы  взаимнод'Ьйств]я  между  двумя  матерьяльными  точками, 


[Х- из 
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указанныя  въ  прим'Ьр'Ь  61-нъ  (етр.  326);  въ  задаши  этого  при- 
м'Ьра  предполагается,  что  силы  взаимиодМств]я  между  точками 
т^  и  т^  равны,  прямоиротивоположны  и  направлены  по  продол- 
жбн1ямъ  кратчайшаго  разстояшя  между  точЕ^ами,  такъ  что  сила, 
приложенная  къ  точк'Ь  т^,  направлена  по  про должешю  прямой, 
проведенной  изъ  т^  черезъ  т/,  величины  силъ  предполагаю'^ся 
равными  Дг^ ^,  гд*  г^з  есть  разстояше  между  точками,  а  Р — 
какая  нибудь  функц1Я  этого  разстояшя: 


^,,=  +  V{x—x,^+{у—у,У+{^^—^^У. 

Косинусы  угловъ^  составляемыхъ  съ  осями  координатъ  напра- 
влешемъ' г,^,  проведеннымъ  изъ  точки  т,  черезъ  точку  т^,  вы- 
ражаются такъ: 

соз(г...  Х)-'-^  =  ^,  ««(г.,  У)  =  г^.  =  ^ , 


С08(Га1,  ^)=^^-^  = 
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а  косинусы  угловъ,  составляемыхъ  съ  осями  координатъ  напра- 
влешемъ  г^^,,  проведеннымъ  изъ  точки  т^  черезъ  точку  т,,  вы- 
важаются  такъ: 

С08  (г„,  X)  =  й^  =  *^,  со.  (п.,  У)=  й^  =  |1 , 

соз(г„,  г)=  ^  =^ . 


Такъ  какъ  по  направлешю  г^^  дМствуетъ  сила,  приложенная 
къ  ТОЧК'Ь  т^у  а  по  направлешю  г^^  —  сила,  приложенная  къ 
ТОЧК'Ь  т,,  то  сумма,  находящаяся  въ  первой  части  равенства 
(722),  приметъ  въ  настоящемъ  случа'Ь  сл'ЬдующШ  видъ: 

Ппф^  ^.Л-^  лу.+^  лЩ^  ^.+1^-  %.+ ?-  а^ 

I' 
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сл'Ьдоватбльно,  эти  силы  им'Ьютъ  потенцхалъ: 

Г=/тх1^)йг,, (725) 

СлФдуетъ  обратить  внимише  на  знакъ  силы  ^Р(г^,);  если  точки 
т[  и  ш^  взаимно  отталкиваются,  то  подъ  1'{г^^)  подразумевается 
положительно  взятая  величина  силы,  приложенной  къ  каждой 
точк'Ь,  если  же  точки  взаимно-притягиваются,  такъ  что  сила, 
приложенная  къ  точк'Ь  т^,  направлена  къ  точк'Ь  т,,  то  преды- 
дущ1я  выражешя  прим'Ьнятся  и  къ  этимъ  случаямъ  при  услов1и, 
чтобы  подъ  Дг^,)  подразумевалась  отрицательно-взятая  величина 
силы.  Наприм^ръ,  если  точки  взаимно  притягиваются  силами 
равными  (ет^т^  :г^^,),  то  потенщалъ  равееъ: 

если  точки  взаимно-отталкиваются  силами  равными  (ег^^),  то  по- 
тенц1алъ  будетъ: 


Т]='г  I  Гх%Лгх-1  = 


е 


м+1    • 


Положимъ,  что  имеемъ  систему  матерьяльныхъ  точекъ  т^, 
т^,  .  .  .  .  т„,  къ  которымъ  приложены  сл'Ьдующ1Я  силы: 

а)  Силы  взаимнод'Ьйств1я  между  точками  системы,  подобный 
вышеупомянутымъ;  то  есть,  на  каждую  точку  т.  со  стороны  всякой 
другой  точки  ш/  системы  д-Ьйствуетъ  сила  Щ{гфу  направленная 
по  продолжен1Ю  лин1И,  проведенной  изъ  точки  ш/  черезъ  т/,  а 
вместе  съ  тЪиъ  равная  и  прямопротивоположная  сила  приложена 
къ  точки  т^. 

Ь)  Силы  притяжешя  или  отталкиван1я,  д'Ьйствующ1я  на  точки 
системы  со  стороны  какихъ  либо  неподвижныхь  центровъ  О^^О^^. . 
. .  0^;  пусть  х^^,  у*,  7.1,  суть  координаты  одного  изъ  этихъ  центровъ, 
г<* — разстоян1е  точки  т^  отъ  этого  центра  0^;  величина  силы, 
действующей  изъ  каждаго  центра  на  каждую  изъ  матерьяльныхъ 
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[  точеЕЪ,  предполагается  фунсц1ею  разстояв1я  иехду  винн;  л;сть 

I  7Дг„)  есть  фуякщя,  вырахающад  солохительво  ваятуп  величину 

отталкивающей  силы,  л^^бствующеб  изъ  центра  0^  на  точку  т.. 

И  такъ,  ЕЪ  каждой  точк*  системы  яралож«нв;  силы,  дМствую- 

Щ1Я  СО  стороны  ярочихъ  точекъ  и  силы,  д'Ьйствующ1а  со  стороны  не- 

подвижвыхъ  точекъ;  знал  всЬ  функц1И  ^'1,,  7*^, Рц 911, 

9и, . . . .  шожеиъ  составить  выраяся1Я  для  X,,  У„  2„  Х.^,....; 
ваприиФръ,  Л",  выразится  следующею  суммою: 


Х=Р 


'  иоэтоиу  сумиа,  заключающаяся  въ  первой  части  равеяства(722), 
выразится  тао: 


первая  изъ  втикъ  суммъ  заключаетъ  "  '  .  '  члеиовъ,  соотв^т- 
ствевно  числу  сочетаний,  который  можно  ед'Ьлать  изъ  п  точекъ 
по  дв4;  г  есть  каждое  взъ  чиселъ:  1,  2,  ....  и;  ^  —  тоже  одно 
изъ  этихъ  чиселъ,  во  ве  раввое  г. 

11отевн1алъ  всей  совокуноети  силъ  выразится  следующею  сум- 
мою ивтеграловъ: 


^=2  /*ПЫйг.,+  2  2  /"^ЖЖ. 


ПЩ 


Если  центры  0^.  О, Ор  суть  движу Щ1яся  точки,  оовер- 

шающ1я  данныя  дввжея1я,  то  координаты  ихъ  х,,  у,,  7,.  х, г, 

будутъ  данвнви  фувкц1ями  времени;  въ  этомъ  случа*  П(1тенц!алъ 
свлъ  также  выразится  формулою  (726),  но  это  уже  будетъ  функ- 
ция не  только  отъ  координатъ  матерьяльяыхъ  точекъ,  но  и  еще 
отъ  времеви,  которое  заключается    въ  выражен!яхъ    координатъ 

У,1  2,,  л„  . .  .  .  2,,:  сумма,  заключающаяся    въ  нервов   части 
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равенства  (722),  выразится,  но  полнымъ  дифференцталоиъ  потен- 
Ц1ала,  но  разностью  того  же  самаго  вида,  какой  им'Ьетъ  вторая 
часть  равенства  (724). 

Силы  В8аимнод']^йств1я  между  двукя  натерьлльными  то^гками  ш^  н  т,, 
пы^'ю     указанныя   въ  заданш   примера   бЗ-го  (стр.  327),  им-Ьють  сл'Ьдующхй  по- 
г/  -     тенцхалъ: 

//* 


;^ л  у  ?7  =  нг \^ш.т^  агс1;й ^* — ^"^ 


Вообще,  если  силы  взаиннод']Ьйств1я  между  двумя  матерьяльными  точ- 
ками им'Ьютъ  потенщаломъ  какую-либо  функцш  отъ  разностей  Еоорлп- 
натъ  этихъ  точекъ  (т.-е.,  отъ  {x^ — х^\  {Ух^У^^^  (^1— ^з))1  то  эти  взаимно- 
д']^йств1я  равны  и  противоположны. 

Если  силы  в8аимнод']^йств1я  между  каждыми  двумя  точками  т^  и  т^  си- 
стемы т^,  7Пз,....т„  им'Ьютъ  потенцхалъ  Т1ц  и  если  сила,  действующая 
изъ  каждаго  неподвижнаго  центра  0^  на  каждую  точку  т^  системы  тоже 
им'Ьетъ  потенцхалъ  Т^/у^,  то  потендхалъ  всей  совокупности  силъ  выразится 
суммою  всЬхъ  частныхъ  потенц1аловъ,  т.-е.: 

^=^т^^^  +  1^  2т^* (727) 

§  114.  Законъ  живой  силы. 

Заключающ1еся  въ  дифференщальномъ  уравнеши  (721)  члены: 


%)^+Ч«^^+....+хЫ^ 


равны  нулю;  въ  самоиъ  д'Ьл'Ь,  если  связь  «1^ — удерживающая,  то  при 
всякихъ  положен1яхъ  системы  точекъ  скорости  точекъ  должны  обра- 
щать полную  производную  -^  въ  нуль;  если  же  эта  связь  неудержи 
вающая,  то  при  т'Ьхъ  скоростяхъ,  которыя  д'Ьлаютъ  полную  произ- 
водную -^  ббльшею  нуля,  множитель  ^(в^^)  долженъ  быть  равенъ  ну- 
лю, потому  что  при  этихъ  услов1Яхъ  связь  не  оказываетъ  реакц1И 
(см.  стр.  341);  следовательно,  либо-тотъ,  либо-другой  изъ  множите- 

лей  проязведешя  х(8д)  -^  равенъ  нулю;  то  же  самое  сл4дуетъ  ска- 
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зать    относктельно   подобннхъ    произвбден1й^    соотвЪтствующихъ 
всЬмъ  прочииъ  связямъ. 

Поэтому  дифференц1альное  уравненте  (721)  ии'Ьетъ  сл'Ьдую- 
Щ1Й  видъ: 

Если  задаваемыя  силы  ин^ютъ  потенщалъ,  а  внражен1я  свя-  ^ 
зей  незаключаютъ  явннмъ  образомъ  вреиени^  то  это  дифферен-  л 
ц1альноб  уравнен1б  будетъ  ин'Ьть  сл'Ьдующтй  видъ: 

а  потому    дифференц1альныя    уравнен1я    двихбН1Я    будутъ  им'Ьть 
сл'Ьдующ1Й  интегралъ: 

т-и  =  ь, (728) 

гд'Ь  Ь  есть  постоянная  произвольная. 

И  такъ,  если  задаваемыя  силы^  приложенныя  кь  шочкамъ 
системы,  имтьютг  потенщалъ^  а  связи  независятъ  отъ  ере- 
мени,  то  движеиге  системы  подчиняется  слгьдующему  закону: 
разность  между  живою  силою  и  потенцгаломъ  сохраняетъ 
тст>оянную  величину. 

Этотъ  законъ  движен1Я  изв'Ьстенъ  подъ  именемъ  закона  жи- 
вой силы  для  ДВИЖ6Н1Я  системы  точекъ. 

§  115.  Работа  задаваеныхъ  сждъ.  Потенц1альная 
энерг1я. 

Дифференц1альное  уравнеше  (721)  можетъ  быть  представлено 
еще  подъ  сл'Ьдующимъ  ввдомъ: 


=  ^^Р^,V,^МР^.V)  +  ^I^^V,С08^I^„  V,)  ,    .    .    .    (721,  В) 
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гд'Ь  В.  означаетъ  величину  и  направлеше  равнодМствующей 
всЬхъ  реакщй,  приложеиныхъ  къ  точб'Ь  т^. 

Помноживъ  это  уравнбН1е  на  ЛЬ  и  принявъ  во  бнииан1е,  что 

V^с^^=с^8^^  V^€^^=с^8^у ^^И-^^^^-йз^^  ГД'Ь  Й5^,  6,8^^.... йв^  суть 

безБОнечно-малые  элементы  путей,  пробегаемые  матерьяльными 
точками  т^^  т^^...  .т^  въ  течеши  безконечно-малаго  проме- 
жутка времени  й1у  получимъ: 


•=п 


бгТ=2(-Р',со8(^^.,  г;,)  +  2г.С08(Д,  г;.))й8,, .  .  .  (721,  С) 

т.-е.  безконечно-малое  приращенге  живой  силы^  получаемое 
системою  въ  теченг^  безконечно-малаго  промежутка  времени 
йЬ^  равняется  суммть  элементарныхъ  работЪу  совершаемыхъ 
встьми  задаваемыми  силами  и  реакцгями  связей  въ  теченги 
этого  промежутка  времени. 

Обратимъ  вниман1е  на  какхя-либо  два  положешя,  занимаемый 
системою  во  время  движен1я;  вычислимъ  работу  всФхъ  силъ  и 
реакщй  на  протяжеши  путей,  проходимыхъ  точками  системы  при 
переход*  ея  изъ  перваго  положен1Я  во  второе  и  означимъ  че- 
резъ  Т^  живую  силу  системы  въ  первомъ,  а  черезъ  Т^ — во  вто- 
ромъ  положен1и;  изъ  равенства  (721,  С)  получимъ: 


2 

'■=1.7  (^' 


Т=2,       (^^,со8(^^,,  г;,)+Д.со8(Д^.))(г5,,.(729) 


т.-е.,  приращенге^  получаемое  жи^ою  силою  при  переходть  си- 
стемы изъ  одного  положенгя  въ  другое^  равняется  суммть  ра- 
ботъ,  совергиаемыхъ  встьми  задаваемыми  силами  и  реакцгями 
связей  на  протяженги  путещ  пробтьгаемыхъ  точками  системы 
при  этомъ  переходи»;  такое  равенство  им'Ьетъ  мйсто  при  вся- 
кихъ  силахъ  и  связяхъ. 

Если  связи  независятъ  отъ  времени,  то  сумма  работъ  реакцтй  свя- 


.■    4*1 


.'Х-ил' 


—  509 


зей  будетъ   нудь;    действительно,    сумма   элементарннхъ    работъ 
реакц1й  каБой-либо  евязи  в^^  выразится  такъ: 


4-Н 


>^(«*)  2(-Рл)  сов  (Р^в^^,  (&^)сй, ; 


•=1 


но  намъ  изв'ЬстнОу  что  если  связь  есть  удерживающая  и  незави- 
ситъ  отъ  времени,  то  сумма,  помноженная  на  х(и^,  равна  нулю 
(стр.  402,  формула  (588,  к)),  если  же  связь  неудерживающая, 
то  либо  эта  сумма  равна  нулю,  либо  Х(8^)  равно  нулю. 

Если  задаваемня  силы  им'Ьютъ  потенцталъ,  то  сумма  элемен- 
тарныхъ  работъ  вс^хъ  этихъ  силъ  равна  дифференцталу  потен- 
щала,  сл-Ьдовательно,  тогда: 


ш^р,,V,)(^8,  =  ^,—  ^,,  .  .  .  (730) 


гд*  и^  и  11^  суть  значен1я  потенщала  въ  цервомъ  и  во  вто- 
ромъ  положев1Лхъ  системы. 

Отсюда  сл^дуетг,  что  если  С/"  есть  однократная  функц1я  отъ 
координатъ  точекъ  системы  (т. -е.  такая,  которая  им-Ьетъ  по  од- 
ному, а  не  по  нескольку  значен1й  для  каждаго  положешя  си- 
стемы), то,  при  переход*  системы  изъ  одного  опред^леннаго  по- 
ложен1я  въ  другое,  величина  работы,  совершаемой  задаваемыми 
силами,  невависитъ  отъ  того,  по  какимъ  путямъ  движутся  точки 
при  этомъ  переход*. 

Если  си|^стема,  выйдя  изъ  какого  либо  положен1я  и  совер- 
шивъ  какое-либо  движен1е,  возвратится  въ  это  же  самое  поло- 
жен1е,  то  работа  задаваемыхъ  силъ  на  всемъ  протяжеши  этого 
перехода  будетъ  равна  нулю,  если  эти  силы  им'Ьютъ  потенфаломъ 
однократную  функщю  координатъ  точекъ  системы. 

Если  же  Л  есть  многократная  функщя,  такъ  что  для  каждаго  поло- 
жен1я  системы  Л  тх.'Ьеть  н'Ьсколько  значенхй,  то  при  иереход'Ь  системы 
изъ  иерваго  положенхя  во  второе  по  различеымъ  путямъ,  функцхя  ?7, 
исходя   изъ  одного  п  того  же  8начен1я  ^^,  можетъ  достигнуть    до  раз- 


им»!7. 
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личныхъ   8начен1Й^   свойственнмхъ  ей   во  второмъ  положенш   системы, 
смотря  по  тому,  по  какому  пути  совершается  переход  ь  системы. 
С' п/  •  3^  *  Напрнм'Ьръ,  потендхальная  функд1я  задаваемыхъ  силъ  въ  прим'Ьр'Ь  63 


есть  функц1я  многократная;  во  всякомъ  положен1и  системы   она  им']Ьетъ 

_111       -       _||  » ' 

безчисленное  множество  аначен!^,  разнящихся  на  ^т^т^-^,  взятое  цЬлое 
число  разъ,  т.-е.: 


Т!  =  1хт,т,  (агс*^!^'  :±:П'к) . 


Положимъ,  что  координаты  перваго  положен1я  системы  суть  х^  ==  а, 
^^=0,  д:з  =  0,  ^2—0  и  координаты  втораго  положешя:  x^=:0^  у^  =  а^ 
Л7з=^0,  ^8  =  0;  пусть  ^1=0. 

Если  система  переходить  изъ  перваго  во  второе  положенхе,  такимъ 
движешемъ,  при  которомъ  уголъ,  составляемый   линхею  М^М^  (черт.  40), 

возрастетъ  непрерывно  отъ  нуля  до  -^,  то  V  достигнетъ  величины 
{хт^т,  -^;  если  же  переходъ  совершается  такимъ  движешемъ,  при  ко- 
торомъ ЛИН1Я  ЖзЖ^ .  повернется  на  уголъ  -^ ,  то  Л  достигнетъ  вели- 
чины Ь\у-т^т^  -^,  При  второмъ  переход*  задаваемыя  силы  совер]ратъ 
работу  въ  пять  разъ  большую,  ч^мъ  въ  первомъ. 

Къ  неопред'Ьленному  интегралу,  выражающему  оотенщалъ  за- 
даваемыхъ силъ,  можно  присоединить  произвольную  постоянную  и 
положить,  что: 

^  Постоянною  с  мы  распорядимся  танъ,  чтобы  Т1  обращалось 
:'  въ  нуль,  при  н'Ькотороиъ  произвольно  избранномъ  положеши  си- 
стемы; это  положеше  будемъ  называть  нулевымъ. 

Положимъ,  что  Ц  есть  функц1Я  однократная. 

Въ  большей  части  случаевъ  нулевое  положеше  избираютъ  та- 
кимъ образомъ,  чтобы  въ  немъ  ( —  27)  им'Ьла  наименьшее  значен1б, 
а  такъ  какъ  это  значеше  полагается  равнымъ  нулю,  то  тогда  во 
всЬхъ  возможныхъ  положен1ЯХъ  системы  величина  ( — Ц)  будетъ 
им'Ьть  знакъ  положительный;  означимъ  ( — Л)  черезъ  Э. 

Каждому  положен1ю  системы  свойственно  н'Ькоторое  положитель- 
ное значенге  '  ,  выражающее  величину  работы,  которую  совершатъ 
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{задаваскыя  сили  оря  всяеоиъ  переходе  систены  шэъ  разснатривас- 
■•хаго  поликенш  вг  нуливии;  9та  шлочица,  Э  впзываетсл  потенкгадь- 
Щною  днериею  системы  въ  раасмаыриваемомъ  положеши;  в'ь  иули- 

■  вонъ  оолохевш  11отовц1альнал  энерт  системы   равна  нулю. 
Сунни  {Т^Э)  Кинетической  энерг1и  и  питевц1альноб  эверпи 

рсигтемы  Н}1зывается  полвою  энерг[ею  систеиы. 

Еаи  задаваеныл  силы,  преложеввыя  БЪ  систенЪ  точекъ,  пиЪю'ГЬ  ' 
потендгалоиг  функцию  однократную,  незавнащую  отъ  времени  я  если 
свази  между  точками  систены  тоже  ибзавис;1тъ  яш>_  отъ  вреии-ни, 
|Т0  система  точекъ  называетсл  консервативною  системою. 

Полная  эвергш  движущейся  Еовсерватнвной  системы  сохра" 
I  вн('ГЪ  постоянную  величину: 

Г+Э  =  // (738,  Ыа) 

Пуст».  Г,,  Т^.  Э„  Э^  суть  величины  кинетической  и  поген- 
I  Ц1альной  энерг1Н  нъ  двухъ  положеа1яхъ  системн;  изъ  предыду- 
Гщаго  равенства  сл*дуетъ: 

Т  —  Т=9—Э^ {731) 

.  при  переход*  системы  азъ  одного  положен1я  въ  другое, 
Гона  ир10(1р4таетъ  столько  ле    кинетическиВ  знерпи,  сколько  те- 

■  ряетъ  потенц!альной  энерпи  и  обратп^р. 

§  116.  Жпвия  сила  гпси^ны  равна  живой  силЪ  движгпЫ 
центра  инерц1и.  сложенной  еъ  сумиою  жнвыхъ  гялъ  отно- 
1-нтсльпм\ъ  дяижен1и  тичсвъ  системы  по  отношеппо  къво- 
о<|ражасмой  исизлЪиасмон  сред'Ь,  совершающей  ноступа- 
кени-  вн1>ст^>  съ  центронъ  ннерцш 
обозвачен1ямн,  нрииятыми  въ  §  99-иъ  предыдущей 
I  главы,  можемъ  преобразовать  выр»яев1в  Т  сл^дующимъ  образоиъ; 

^т^^I^щ\{x:^+(у:^+и:у]=  у  ж((а:в')Ч(,^;)чм')-|- 


ь|2»»..[(^')-чч')Ч{с,?1; 
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такъ  какъ  начало  относите льннхъ  воордннатъ  есть  центръ  внерщи 
системы,  то  суммы,  помноженныя  на  Хс^  у1^  ^У,  равны  нулю; 
въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  взявъ  производныя  по  времени  отъ  равенствъ 
(647)  стр.  462,  получимъ: 


<=!»  »=П  »=:П 

»=1  •=!  •=! 


поэтому: 


г  Т  = -^  МVс' +  ^11т,щ\ (732) 


4=1 


8д%сь  щ  означаетъ  скорость  отвосительнаго  двихен1Я  точки  т^  по 
отношешю  къ  воображаемой  неизи^Ьвяемой  сред^Ь,  совершающей 
поступательное  двихев1е  йчЫтЬ  съ  цевтроиъ  инерц!и  свстеин. 

,-  §  117.  Ж1вая  сила  двяжен1я  твердаго  тЪлл. 

^1  Если  система  точевъ  неизменяемая  и  мы  выразимъ  скорости 

у-' г-        точекъ  ея  по  формуламъ  (143]Г кинематической  части  (стр.  125), 
то  получимъ  следующее  выражев1е  живой  силы  движешя  ея: 

^  =  "Х  ^^^ю+  ^ю(^  сов  (м;«„  Г)  —  д  сов  (г^;^,  2))2^<5<  + 

+ 'ш^^  СОВ  (г(;„,  2)  —  ^  сов  («(;«>,  5 ))  2 ^^т^,- + 


»=п 


+««;^(дгсов(г(;^,  Е)  —  |)С08(г(;^,  Г))2^Л  + 

+4-(Д•^>Ч5,2Чс«^^-2^)^^-2^5,^^)-2^>^^   .  (733) 

Зд4сь  ?^,  7),.,  С<  суть  координаты  точки  т,.  относительно  осей 
20г,  ТОГ,  Ю2,  неизм'Ьнно  связанныхъ  съ  системою;  величины  А^^ 
Б^,  Сн,,  1)к))  ^ю,  Рю  выражаются  формулами  (662)  §  103  стр.  474. 


С511иа  члевовъ,  завлючавщихъ  вторые  степени  оро9Ец!Й  угло- 
вой скорости,  есть  ви  что  иное,  какъ: 

-5-^V^1), (734) 

т.-е.,  половина  квадрата  угловоВ  СБорости,  поквохеннаго  на  но* 
■ентъ  ннерши  нсизн'Ьялевой  систены  воЕругъ  игновенноб  оси,  про- 
ходящей черезъ  точку  Ю. 

Если  точка  Ю  неподввжаа,  то  живал  сила  (вращательнаго 
движеаЫ  твердаго  т*ла  вокругъ  этой  неподвижной  точки)  выра- 
зится ироизведешеиъ  (734). 

Если  за  точку  Ю  взятъ  центръ  иввр11;1И  твердаго  т4ла,  то 
живал  сила  выразится  такъ: 

.  .  .  (735) 


Г-^1Гв,Ч-^а'(72), 


Следовательно,  если  твердое  тлдо  движется  побтупа- 
тельно,  то  живая  сила  его  двиокенгя  измгьряется  половиною 
произведетя  массы  тгьла  на  квадрата  скорости  которой-либо 
точки  ею.  Если  тгьло  вращаета-  вокругъ  неподвижной  точки, 
то  живая  сила  измгьряется  половиною  произведетя  момента 
инерцги  ттьла  вокругъ  мгновенной  оси  на  квадратъ  угловой 
скорости.  Если  твердое  тгь/Ш  совершттъ  какое  бы  то  ни 
было  сложное  движете,  то  живую  силу  можно  разсматры' 
вать  какъ  сумму  живой  силы  поступательнаю  движения, 
общам  а  движетемъ  центра  инерцги,  съ  окивою  силою  вра- 
щательнаго движенгя  вокруи  этою  %1,ентра;  послтьдняя  выра- 
жается половиною  произведенгя  момента  инерши  тгьла  во- 
кругъ мгновенной  оси,  проходящей  черезъ  центра  «мерчш,  на 
квадратг  угловой  скорости. 

^  11^.  Поводоиъ  Еъ  открытш  аакола  жгвоб  силы  послухплъ  ноиросъ 
о  1:ачав1|1  фнзическаго  иаятвика  н  объ  опред'Ьлен]п  талъ-наиаваеиаго 
девтра  качан1я.  Занимаясь  нзслЬдован1емъ  этого  вопроса,  Гшйгенсъ 
(1629 — 16№)  *)  Еашелъ  его  р'ЁшонЕе,  основываясь  па  особоиъ  ирцнцЕО'Ё, 


*)  Въ  сочинении:  НогоЬв'Шп  05с|11!11оГ1ит  1673. 


IX  '  11-^ , 
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который  есть  нп  что  иное,  какъ  законъ  живой  силы  въ  прим']^нен1И  къ  не- 
и8М'1Ьняемой  систем']^  точекъ,  им']^ющей  неподвижную  ось  и  подверженной 
сил"]^  тяжести.  Доказательство  этого  принципа  и  его  обобщеше  принадле- 
жатъ  Ивану  Бернудли  (1667—1748)  *)  и  Даншлу  Бернулли  (1700—1782), 
которые  прйм']^нили  законъ  живой  силы  къ  р^Ьшен^ю  многихъ  вопросовъ 
механики  твердаго  т'Ьла  и  гидромеханики. 

Терминъ  „живая  сила"  былъ  введенъ  Лейбницемъ  (1646—1716),  кото- 
рый называлъ  этимъ  именемъ  произведенге  изъ  массы  на  квадратъ  скорости; 
онъ  доказывалъ,  что  существующее  со  временъ  Галилея  и  принятое  Де- 
картомъ  (1596—1650)  изм'Ьреехе  величины  с»лы  произведешемъ  изъ  массы 
на  ускорен1е  неправильно,  когда  оно  прим']^няется  къ  силамъ,  приложен- 
нымъ  къ  движущимся  т']^ламъ,  и  что  истинною  м']^рою  такихъ  силъ  должно 
служить  вышесказанное  произведен1е  **).  Мв']^н1е  Лейбница  прюбр'^Ьло 
многихъ  сторонниковъ;  между  ними  и  приверженцами  прежняго  воззр^шя 
завяэался  споръ  замечательный  соглас1емъ  результатовъ,  получаемыхъ 
геометрами  противоположныхъ  воззр']^н1й  при  р']^шен1и  одинаковыхъ  во- 
просовъ. Этотъ  споръ  былъ  поконченъ  Д'Аламберомъ,  который  доказалъ 
спорящимъ,  что  они  спорятъ  только  изъ  за  терминовъ,  а  что  существен- 
наго  различ1я  между  ихъ  воз8р']Ьн1ями  я'Ьтъ. 

Въ  сочиненхяхъ  Лагранжа,  Пуассона,  Якоби  и  у  многихъ  современ- 
ныхъ  авторовъ  живою  силою  называются  произведете  изъ  массы  на 
квадратъ  скорости,  между  т-Ьмъ  какъ  Корюлисъ,  Гельмгольцъ  ***),  Кирх- 
гофъ  и  большая  часть  физико-математиковъ  называютъ  живою  силою  по- 
ловину произведешя  изъ  массы  на  квадратъ  скорости;  въ  этой  книг']^  мы 
поступили  по  примеру  посл^Ьдниxъ. 


*)  Мбт.  йе  ГАсайбтхе  йе  Рап8  1703  еЬ  1704.  Бётопвкгаиоп  йе  ргш- 
С1ре  йе  М.  Нидепз,  1;оисЬап1  1е  сеп1ге  йе  Ъа1апсетеп1;  е1;  (1е  Гт<1еп1;11;ё  <1е 
се  сеп1;ге  ауес  се1ш  йе  регси881оп. 

**)  Бетоп8и'а1;10  еггопз  тетогаЫИз  сагкези  е1;а110гит  ш  аез^ипапсЦз 
ушЪиз  то1;пс1Ьи8  согрогит.  Ас1;а  егиЙ!!;.  1686.  Ма^ЬетаИзсЬе  ДЛГегке 
V.  Ье1Ьш2,  АиздаЬе  уоп  Рег1;2  ипс1  (тегЬаг<11,  Бс1.  VI,  На11е,  1860. 

***)  Не1т11о112.  ХЗеЪег  (Ие  ЕгЬаиипд  (1ег  Кгай,  АЬЬапШип^^п,  Вс1. 1, 8. 18. 


ГЛАВА   X. 

Примеры  и  задачи. 

При  помощи  угсазавныхъ  пр|емовъ  можно  рЬшить  инопя  за' 
дачи  и  вопросы  о  двихеп]и  системъ  матерьяльныхъ  точеаъ  и  тЪлъ. 
Лрехде  всего  обратвися  къ  т'Ьиъ  примЪракъ,  которые  была  пра' 
ведены  въ  глав*  У-й  и  для  которыхъ  тамъ  была  составлены  диф' 
френд1а.'1ьныл  уравнешЯ'Лбижев1л;  Н'Ькоторые  изъ  этихъ  прии^- 
ровъ  могутъ  быть  решены  вполяЬ,  въ  другахъ  же  могутг  быть 
найдены  только  вМоторыв  интегралы,  выражающ1е  законы  сохра* 
лен1л  двдхен1Я  центра  нверд1и,  площадей  в  хавоб  силы. 

Прим'Ьръ  61-&  (стр.  326}  въ  воторомъ  полояимъ: 


Р(Ги}  =  —  > 


Эта  задача  иожетъ  быть  р-Ъшена  вполне.  064  точки  свободны,  а  по- 
тому лолиое  р'Ьшев1е  ея  требуетъ  опред'!и1е111я  дв'Ёнадцати  нвтеграювъ, 
«ъ  таквкъ  же  чнслоиъ  пистоннныхъ  дронзвс^ьямхъ. 

Десять  П11тегра.10въ  суть: 

Шесть  ивтегра^овъ,  внражающтъ,  1то  цеитръ  иверцш  спсьемы  дви- 
яется  арянолинеЗ!го  и  равном'Ёрно  [с»,  стр.  429): 


х;  =  6' 


'!/.- 


=  С„  г^  =  С.,, 


х^  =С,Н-Г.,  У,=  Ч*4-Г„  г=Ш-^Тг, 


.  (736) 


Хс 


т,+т,    ' 


Три  интеграла,  внрахаюшде  законъ  влощадеЯ  въо'гаос1[те.1ьвомъ  двв- 
хев!н  слстены  по  отношеа1ю  къ  вообраяаеиой  веиви^вяеиой  сред11,  дви- 
жущееся поступательво  ви^ст{1  съ  девтроиъ  11верц1и;  на  стр.  467  въ  §  100 
бн10  ухе  показано,  что  этинъ  онтетралахъ  ножво  дать  сл^дуюш1В  видъ: 


•  (737) 


«1,(»1,+»,)(|1,С,— !:,ч', 

)=т,С. 

>п,(м,4-т,И^,е',  —  Е.С, 

=  ш,С, 

»",('», +«,)(Е,1',  —пЛ' 

)  =  т,С 

/. 
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Интегралъ,  выражающ1й  завонъ  живой  силы 

На  основаши  формулы  (732)  параграфа  116<го,  равенствъ  (654)  и(655> 
параграфа  100-го  и  равенствъ: 

(^4^  =  ^  =  ^' (654  Ь18) 

получаемыхъ  изъ  равенствъ  (654),  можно  посл']^дшй  интегралъ  предста- 
вить тавъ: 

2         (т.+Шз)'   р,  ~  1т, 4-^2       2  /  т,    •    •    •    •   У^^^У 

Ивъ  интеграловъ  (737)  сл-Ьдуетъ,  что  относительное  движенхе   точки 
т^  совершается  въ  плоскости: 

С451+С5Т1,+Сб!:.  =  о (656> 

И  что  секторьяльная  скорость  радгуса  вектора  р,  равна: 


2т^(т^+т2) 


V  С/^  +  ^б  -|~  С^б . 


Посл']^дн1я  два  интегрированхя  должно  произвести  надъ  дифферен- 
цхальными  уравнешями  (738)  и 

Р1^|/  =  2,, (739) 

гд^Ь  ^1  есть  уголъ,  составляемый  радхусомъ  векторомъ  р,  съ  н-Ькоторымь 
постояннымъ  направлен1емъ,  заключающимся  въ  плоскости  относитель- 
ной траэкторги;  интегрирован1я  должно  произвести  такъ,  какъ  указано- 
въ  §  27-мъ  стр.  119—125. 

Если  относительное  движен1в  точки  т^  будетъ  найдено,  то  оноситель- 
ное  движенхе  другой  точки  (т,)  определится  при  помощи  равенствъ  (654) 
стр.  466.  064  точки  будутъ  описывать  въ  движущейся  неизм-Ьняемой 
плоскости  коническая  сЬченхя,  подобныя  и  подобно  расположенныя  отно-^ 
сительно  центра  инерцш,  который  будетъ  вм-Ьст-Ь  съ  т-Ьмъ  и  общимъ  фо- 
кусомъ  об-Ьихъ  кривыхъ;  рад1усы  векторы  об-Ьихъ  точекъ  будутъ  всегда, 
противоположны  (черт.  64)  и  отношеше  между  величинами  радхусовъ  век* 
торовъ  будетъ  постоянное  (654  Ыз).' 
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Прим']Ьръ  62-й  (стр.  326—327).  Полное  р-Ьшеше  требуетъ  одред'Ьленк 
<п  интеграловъ  съ  такимъ  же  числомъ  постоянныхъ  произвольннхъ.  Такъ 
какъ  центръ  инерцги  системы  движется  иряиолинейно  и  равном']^рно  и 
дифференщальныя  уравненхя  относительнаго  движетя  каждой  точки 
и]гЬютъ  видъ  (648)  стр.  463,  то  в&к  6п  интеграловъ  могутъ  быть  найдены, 
д  сл']^довательно,  р'1шен1е  задачи  можетъ  быть  доведено  до  конца.  Соста- 
вивъ  6  интеграловъ  движен1Я  центра  ннерщи,  надо  будетъ  получить  еще 
-(бп— 6)  интеграловъ,  интегрируя  дифференщальныя  уравнен1Я  относитель- 
даго  движен1я  (п— 1)  точекъ.  Объ  томъ,  что  каждая  точка  въ  относитель- 
домъ  движенш  оиисываетъ  эллипсъ,  было  уже  упомянуто  на  стр.  463  и  467. 

Въ  этомъ  пример*!  силы  им'^^ютъ  сл']^дующ1Й  потенщалъ: 


и=с — г  2^.%^'</? 


2 


:а  потому  законъ  живой  силы  выразится  зд']Ьсь  такъ: 

"2-  МVс^+  "2-2  ш^и^^  +  -|-  ^ш^туГ4,^  =  А . 

Прим^ръ  63-й,  стр.  327.  Система  состоитъ  изъ  двухъ  свободныхъ  то-    ^//'  '-^ 
«чекъ,  движущихся  въ  плоскости  ХУ,  поэтому  число  независимыхъ  коор-    Го(,  ^/С 
динатъ  равно  четыремъ,  а  число   искомыхъ  интеграловъ—восьми.  Четыре     ^^'/  / 
интеграла  выражаютъ   прямолинейное  и  равном']Ьрное  движете  центра 
днерщи;  пятый  интегралъ  выражаетъ  законъ  живой  силы: 

(Предполагается,  что  силы  направлены  такъ,  какъ  изображено  на 
чертеж*  40-мъ). 

Этотъ  интегралъ  можно  представить  еще  такъ: 


и^  т^ 


—V- 


т^  +  т^ 


Вм']^сто  интеграла,  выражающаго  законъ  площадей  въ  относительномъ 
движеши  точки  т^^  получимъ  сл'1^дующ1й  интегралъ: 


т«* 


и'-^А'=1*ц;^^^  +  С, 


X. 
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Прим'Ьръ  64-й  (стр.  369—370).  Зд-Ьсь  п=:2,  а,  сл-Ьдовательно,  для  по- 
лучешя  полнаго  р']^швв1я  надо  найти  четыре  интеграла;  одинъ  иаъ  инте- 
граловъ,  выражающ1й  законъ  площадей  для  точки  т^,  будетъ:  р^^^^^  =:=  О^;. 
другой  интегралъ  выражаетъ  законъ  живой  силы: 

1     /  .  \  /      /\2     ,        1     ...         2//.  /\2 


_  (т.  +т,)(р/Г  +  -2-^*р'М—  ^М  —  Р.)  =  ^' 

Можно  произвести  и  сл'1дующ1я  два  интегрировашя. 

Примерь  66-й  (стр.  371).  Зд^сь  7*=  4,  сл-Ьдоватёльно,  для  полнаго  р^ 
шен!я  задачи  надо  произвести  восемь  интегрирован1й. 

Первыя  два  изъ  четырехъ  дифференцхальныхъ  уравнешй  втораго  по- 
рядка суть  дифференц1альныя  ураввен1я  движешя  центра  инерцш  си- 
стемы, который  движется  какъ  свободная  матерьяльная  точка,  притяги- 
ваемая къ  началу  коордиватъ  силою,  пропорц1ональною  разстоянш;  че- 
тыре интеграла  этихъ  уравнен1й  суть: 


Р  2 


С08Чв,  +  Г,)       8т»(9,  +  Г.)     ,    ,^    ,  ^  ,        а   ,    ,„/-  ,  „  ч 


.2  )^ 1,2  ^^ 


а'  = /'  Ъ'  = 


Изъ  остальныхъ  интеграловъ,  одинъ  есть: 

(ж,г'+(ж~тЛ>'=С„ (741> 

другой  выражаетъ  законъ  живой  силы  въ  движен1и  всей  системы;  вычт& 
изъ  него  равенство  (740),  помноженное  на  2\т^'^т^^  получимъ: 

=  Л,  — 2й,К+т,)-}.КГ  +  (т.  — ш,)?').  .  (742) 

Если  т^-=т^у  то  четыре  интеграла  относительнаго  движен1я  будутъ: 

1 
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Сл'^довательно,  если  массы  вс^хъ  четырехъ  точекъ  равны  между  со- 
бою, то  движете  будетъ  совершаться  сл-^^дующинъ  образомъ:  центръ 
инерщи  системы  (центръ  ромба)  будетъ  описывать  эллипсъ,  центръ  ко- 
тораго  совпадаетъ  съ  началомъ  координатъ,  вм']&ст'&  съ  т'^мъ  взаимно- 
перпендикулярныя  дхагонали  ромба  будутъ  равном']Ьрно  вращаться  во- 
кругъ  центра  инерцш  и  въ  то  же  время  длины  д1агонале&  будутъ  изм*!^- 
няться  перходически,  такъ  какъ  каждая  точка  будетъ  совершать  гармо- 
ническое колебан1е  вдоль  по  своей  д1агонали,  отклоняясь  на  длину  I  по 
об*]^  стороны  центра  инерцш. 

Ером%  этихъ  прим'Ьровъ^  приводимъ  рядъ  задачъ;  въ  числ^Ь  ихъ 
нЬкоторыя  хотя  и  относятся  къ  движен1Ю  твердаго  т-Ьла,  но  могутъ 
быть  р'Ьшены  съ  помощш  средствъ,  данныхъ  въ  предндущихъ 
главахъ. 

19.  По  наклонной  плоскости,  составляющей  съ  горизонтомъ  уголъ  ^ 
катится  тяжелый  однородный  полый  шаръ  рад1уса  В;  сферическая  по- 
лость его  (рад1уса  В^)  заполнена  тяжелою  жидкостью  той  же  самой 
плотности,  какъ  и  вещество  шара;  эта  жидкость  не  участвуетъ  во  вра- 
щеши  шара,  но  движется  поступательно;  предполагается,  что  шаръ  ка- 
тится не  скользя  по  плоскости  и  что  въ  начальный  моментъ  онъ  былъ  въ 
поко^. 

Опред']^лить  движен1е  шара  и  сравнить  съ  этимъ  движете  сплошнаго 
шара  того  же  рад1уса  В  и  той  же  плотности. 

Этотъ  вопросъ  можетъ  быть  р-Ьшенъ  сл-Ьдующимъ  образомъ. 

Составимъ  интегралъ,  выражаюпцй  законъ  живой  силы.  Означимъ 
черезъ  X  длину  пути,  пройденнаго  центромъ  шара  въ  течен1и  времени  ^ 
отъ  начала  движен1я  и  черезъ  9  уголъ,  на  который  повернулся  шаръ 
(вокругъ  горизонтальной,  перпендикулярной  къ  плоскости  падетя,  оси) 
въ  течен1и  того  же  времени;  такъ  какъ  шаръ  катится  по  плоскости  не 
скользя,  то  ^В=:х,  Потснщалъ  силы  тяжести,  приложенной  къ  шару  и  къ 
жидкости,  есть  Мдxш^^]  моментъ  инерщи  шара  вокругъ  оси  вращен1я 
равенъ: 

Уравнеше  живой  силы  будетъ: 
4-  М{хУ  +  -|-  1{Ь'У—Мдх  81П  ^=  О ;  Ж  =  4"  ^о^^- 


^^ 
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Зам^нивъ  ^'^2  черезъ  х!,  отд']Ьливъ  перем']Ьнныя,  проинтегрировавъ  и 
воввысивъ  о6^  части  иолученнаго  равенства  въ  цвадратъ,  подучимъ: 

5   ^  8Ш  «Т'  ,2  ^ 

^  ~    2  1-2п^  ^  ?      ^  ~   Е   - 

т 

Точно  также  на&делгц  что  длина  пути^  проходииаго  въ  течен1и  вре- 
мени ^  сплошнЕшъ  шаромъ  выразится  такъ: 

^*"~    2       7      /^  ' 
сл'Ъдовательно: 

л?,  7— 2п*  • 

20.  Дв*]^  тяжелыя  матерьяльныя  точен  т^  и  т,  приБр']^нлены  въ  кон- 
цамъ  гибкой  нерастяжимой  нити,  перекинутой  черезъ  блокъ  А  (чер- 
тежъ  65),  вращающ1йся  безъ  трешя  вокругъ  горизонтальной  оси;  среда,  въ 
которой  точки  находятся,  оказываетъ  движенш  ихъ  сопротивлеше,  про- 
порщональное  квадрату  скорости.  Предполагается,  что  нить  не  скользить 
по  блоку  и  что  свободння  части  ея  висятъ  вертикально  и  остаются  вер- 
тикальными во  время  движен1я. 

Ояред']^лить  движете  системы,  предполагая,  что  блокъ  есть  однород* 
вый  цилиндръ  рад1уса  В  и  массы  М;  пусть  т^  >  т^. 

Такъ  какъ  нить  не  скользитъ  по  блоку,  то  уголь  О,  на  который  по- 
вернется цилиндръ  въ  течете  времени  ^  отъ  начала  движетя,  опред'Ь- 
лится  изъ  равенства:  ^В  =  x^  —  а^^  гд*  x^  и  а,  суть  координаты  точки 
т^  въ  моментъ  ^  и  въ  начальный  моментъ  (ось  Х^^  направлена  верти- 
кально внизъ). 

Эту  задачу  можно  решить,  выходя  изъ  уравнетя  (721,  С)  стр.  508; 
надо  прежде  всего  составить  это  уравненхе  для  настоящаго  случая. 

Моментъ  инерц1и  блока  вокругъ  оси  вращен1Я  равенъ  половин']^ 
Жй*,  живая  сила  вращетя  его  равна  четверти  МВ\^')^  или  М{х^У;  ра- 
бота в^св.  точки  т^  на  протяжен1и  безконечно-малаго  перем^щетя  с^х. 
равна  ш^Сгс[x^^  а  работа  в-Ьса  точки  т^  равна  (—т^0^йх^\  гд-Ь  6г  озна- 
чаетъ  величину  ускоретя  силы  тяжести;  элементарная  работа  сопро- 
тивлетй  среды  должна  быть  величиною  отрицательною,  она  выражается 
такъ:  ц:  (н^^  +  [Ад)  (ж'^)^^?^,,  гд-Ь  верхн1й  знакъ  должно  взять  при  положи- 
тельномъ  йх^^  то-есть  при  движенш  точки  т^  сверху  внизъ,  а  нижн1й 
знакъ  —  при  отрицательномъ  йх^^  т.-е ,  при  движети  этой  точки  снизу 
вверхъ;  (л^  и  ^^  суть  коэфищенты  сопротивлетя  среды  движетю  то- 
чекъ  т^  и  т^. 


г » 


-  521  — 

Уравнеше  (721,  С)  въ  настодщемъ  случа']^  будетъ  им-^ть  сл'Ьдующгй 
видъ: 

Представимъ  это  уравнеше  такъ: 

ГД-Б: 

Н-1  +  Кч  _  7.  а     _Л?^112Ь__ /-Г  _  ^ 

Сравнивъ  дифферевц1апное  уравнен1е  (К)  съ  подобными  же  диф- 
ференщальными  уравненхями,  встр']^чающи]шся  въ  прим^^р']^  11 -мъ 
(стр.  71 — 73),  мы  можемъ  заключить,  что  при  движенш  всей  системы 
точка  т^  движется  такимъ  образомъ,  какъ  будто  бы  она  была  свободна 
и  двигалась  прямолинейно  при  дМств1и  силы  т^д^  и  сопротивлешя 
среды,  равнаго  к^^т^{x^^у. 

21.  Представимъ  себ*]^  неподвижное  твердое  т'кю,  ит^ющее  сфериче- 
скую полость  радауса  Во  (черт.  66).  Внутри  этой  полости,  по  ея  поверх- 
ности катается  безъ  скольжешя  такой  же  шаръ  рад1уса  Д  какъ  въ  за- 
дач*  19-й;  шаръ  этотъ  им-Ьетъ  сферическую  полость  радхуса  В^^  заполнен- 
ную жидкостью  той  же  плотности,  какъ  и  вещество  шара;  центръ  его 
остается  въ  одной  и  той  же  вертикальной  плоскости. 

Опред']&лить  движеше  шара  при  д-^йстиш  силы  тяжести,  предполагая, 
что  въ  начальный  моментъ  лин1я  00,  соединяющая  центръ  О  сферы  ра- 
дхуса  ^?о  съ  центромъ  С  подвижнаго  шара,  составляетъ  уголъ  р  съ  верти- 
кальною лин1ею  01)  и  что  въ  этотъ  моментъ  шаръ  находится  въ  поко*]^. 

Означимъ  черезъ  ср  уголъ,  составляемый  длиною  ОС  съ  вертикальною 
лишею  ОВ  въ  какой-либо  моментъ  ^•,  пусть  I)^  (черт.  66)  есть  та  точка 
движущагося  шара,  которая  совпадаетъ  съ  точкою  I)  тогда,  когда  уголъ  ср 
равенъ  нулю,  означимъ  черезъ  9  уголъ,  составляемый  длиною  СI)^  съ  вер- 
тикальною лин1ею.  Такъ  какъ  шаръ  катается  безъ  скольжешя,  то  дуга  АВ 
равна  дуг*  АВ^,  т.-е.:  Е^^  =  22(9  +  ср). 

Законъ  живой  силы  выразится  сл']^дующимъ  уравненхемъ: 

^  ж(д^-2г)'(??+т-  ^  М1^  -  Вг')  {^)УУ- 

=  Мд{Во  —  В)  (со8  9  —  С08  р), 
[%1=  (7-2^)?2г,-Д)  (С08  ?  -  С08  р); 
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сравнивъ  это  уравненхе  съ  уравнешемъ  живой  силы  движен1я  простаго 
маятника  (стр.  236),  мы  ваключимъ,  что  длина  ОС  качается  по  тому  же 
закону,  какъ  простой  маятникъ  длины: 

22.  На  гладкой  горизонтальной  плоскости'  лежитъ  тяжелая  призма, 
имеющая  основан1емъ  прямоугольный  треугольникъ  ВЮК  (черт.  67);  эта 
призма  можетъ  скользить  безъ  трен1я  вдоль   по  плоскости,  по  направле- 

нш  оси  Х^°^;  въ  начальный  моментъ  призма  была  въ  поко*]^,   причемъ 

центръ  инерщи  ея  находился  на  оси  У®"*.  Въ  этотъ  же  моментъ  на  на- 
клонную плоскость  ЮК  былъ  положенъ  тяжелый  однородный  шаръ,  ра- 
д1уса  В  и  массы  т.  Всл-Ьдствхе  д-Ьйствхя  силы  тяжести,  шаръ  начнетъ 
катиться  по  наклонной  плоскости  и  если  треше  между  нимъ  и  этою  плос- 
костью достаточно  велико,  то  катанхе  шара  не  будетъ  сопровождаться 
скольжешемъ  по  плоскости. 

Требуется  определить,  на  какую  длину  5  скатится  шаръ  вдоль  по 
плоскости  ЮК  въ  течеши  времени  I. 

ВсЬ  задаваемыя  силы,  приложенныя  къ  этой  систем-Ь,  суть  силы  тя- 
жести, направленныя  по  отрицательной  оси  У****,  поэтому  центръ  инердш 
всей  системы  не  долженъ  сходить  сътой  вертикальной  лиши,  на  которой 
онъ  сходился  въ  начальный  моментъ. 

Отсюда  сл-Ьдуетъ,  что  вм-Ьотъ  съ  паден1емъ  шара  по  наклонной  плос- 
кости, сама  призма  должна  скользить  по  направлетю  положительной  оси 
Х^**;  въ  то  время,  въ  которое  центръ  шара  пройдетъ  вдоль  по  наклонной 
плоскости  разстоян1е  ^,  центръ  инерщи  призмы  долженъ  пройти  разстоя» 
ше  д?,  удовлетворяющее  равенству: 

Мх  =  ш(5  С08  ^ —  а:), 

гд'Ь  ^  есть  уголъ,  составляемый  наклонною  плоскостью  ЮК  съ  горизон- 
томъ,  М— масса  призмы,  ш  — масса  шара. 

Живая  сила  призмы  равна  половин*]^  М(^)';  живая  сила  шара  со- 
стоитъ:  изъ  живой  силы  его  центра  инерщи  и  изъ  живой  силы  вращатель- 
наго  движен1я  вокругъ  центра  инерщи: 

-ЦМ.^  С08  ^  -  х'У  +  тЦ'Упй'  7  +  -^тВХь'У]  ; 

такъ  какъ  шаръ  катится  по  наклонной  плоскости  безъ  скольженхя,  то 


1 
> 
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Составимъ  уравнен1е,  выражающее  законъ  живой  силы: 

изънего  похучимъ: 

5 (М+т)д  81П I ^ 

28.  На  поверхность  вруговаго  горизонтальнаго  цилиндра,  рад1усъ  ео> 
тораго  равенъ  Е^  положено  сочленеше,  состоящее  пзъ  двухъ  тяжелыхъ 
однородныхъ  стержней,  свяванныхъ  шарниромъ.  Въ  начальный  моментъ 
оба  стержня  1>В  и  1>В^  приподняты  за  концы  Б  и  Д  до  горизонталь- 
наго  положен1я  (см.  черт.  68)  причемъ  шарниръ  2)  прикасается  къ  выс- 
шей точк-Ь  окружности  одного  изъ  сЬченхй  цилиндра,  а  стержни  нахо- 
дятся въ  плоскости  этого  сЬченхя.  Изъ  этого  положен1я  концы  стержней 
пущены  свободно;  подъ  влхяшемъ  силы  тяжести  свободные  концы  стерж- 
ней начинаютъ  опускаться  внизъ,  а  шарниръ  1)  ~  подыматься  вверхъ. 
Требуется  опред-Ьлить,  какъ  великъ  наибольш1й  уголъ  съ  горизонтомъ,  до 
котораго  наклонятся  стержни  при  этомъ  движен1и. 

Стержни    предполагаются    безконечно-тонкими;    каждый    изъ    нихъ 

им'Ьетъ  длину  ЗУ2Е  и  массу  М. 

Примемъ  центръ  круга  за  начало  координатъ  и  направпмъ  ось  У  вер- 
тикально внизъ;  означимъ  черезъ  О  уголъ  наклонешя  стержней  къ  гори" 
зонту,  а  координаты  центра  иаерцш  С  стержня  В' В'  черезъ  х^  и  у^* 

Легко  видеть,  что: 

Потенц1алъ  в-^^са  обоихъ  стержней  равенъ  2Жду^  въ  начальномъ 
положеши  стержней  у^^=  —  В  и  потенц1алъ  им'Ьетъ  тогда  значеше: 
—  2ЖдВ\  живая  сила  стержней  равна  нулю  и  въ  начальномъ  положенш 
и  въ  тотъ  моментъ,  когда  стержни  достпгнутъ  наибольшаго  наклона  О^. 
Изъ  уравнеп1я,  выражающаго  законъ  живой  силы,  сл']^дуетъ: 

2Ж^2г(^8те,-з^  +  1)  =  0; 

отсюда  найдемъ:  соз  9^  =  -5-* 
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24.  Къ  точкамъ  Л  и  В  (черт.  69)  прикр']^11лены  еонцы  гибкой  не- 
растяжимой  ВИТИ  длины  2ап,  гд*]^  2а  есть  ра8Стоян1е  между  точками  Л 
и  Д  а  п  —  н']^ЕОторое  отвлеченное  число  или  дробь;  къ  середив'Ь  нити 
привр']&плена  тяжелая  масса  Ж  Однородный  тяжелый  стержень,  им']^еь 
Щ1Й  длину  2а  и  массу  М  снабженъ  на  вонцахъ  ушками,  черевъ  которыя 
нить  прод'^та.  Въ  начальный  моментъ  концы  В  я  Е  стержня  совпадаютъ 
съ  точками  Л  и  В  я  грузъ  находится  въ  поко^Ь  на  вытянутыхъ  полови- 
нахъ  нити  МВ  и  МЛ, 

Зат^мъ  стержень  пущеиъ  свободно.  Ооред']^лить,  какова  должна  быть 
наименьшая  длина  нити,  при  которой,  въ  конц*]^  падешя  стержня,  трузъ 
М  прикоснется  къ  его  середин*]^. 

Въ  начальный  моментъ  координаты  (по  оси  У**"*)  груза  Ж  и  центра 

инерщи  стержня  суть  ауп'*—!  и  нуль;  въ  тотъ  моментъ,  въ  который 
требуемое  прикосновенхе  д'Ьйствительно  проивойдетъ,  об*  эти  точки  будутъ 
им'Ьть  координату:  а(м  — 1).  Для  того,  чтобы  прикосновеше  произошло,  не- 
обходимо, чтобы  было  удовлетворено  условхе: 


Мд{2а{п—1)—а\/п^—  1)^0, 

получаемое  изъ  уравнен1я,  выражающаго  законъ  живой  силы;  изъ  этого 

^   5 
услов1я  находимъ:  П^-^' 

о 

25.  На  совершенно  гладкой  горизонтальной  плоскости  можетъ  сколь- 
зить свободно,  безъ  всякаго  трен1Я,  круговой  плосв1й  дискъ  рад1уса  М 
и  массы  Ж.  На  той  же  плоскости  прикр-Ьпленъ  неподвижно  другой 
дискъ,  радхусъ  котораго  равенъ  Вп;  (на  черт.  70-мъ  изображены  оба 
диска;  неподвижный,  им']^ющ1Й  центромъ  точку  О  и  подвижный,  им']Ьющ1Й 
центромъ  точку  В),  На  диски  над-Ьтъ  накрестъ  (см.  черт.  70-й)  упругхй, 
связанвый  концами  шнуръ,  модуль  упругости  котораго  равенъ  Е\  этотъ 
шнуръ  въ  натуральномъ  состоян1и  им']^етъ  длину,  равную  сумм']Ь  окруж- 
ностей обоихъ  дисЕОвъ.  Въ  начальный  моментъ  подвижный  дискъ  оття- 
нутъ  отъ  неподвижнаго  на  столько,  что  шнуръ  яи'^еть  натяженхе  Т;  за- 
т']^мъ  дискъ  В  пущенъ  свободно.  Опред']^лить  скорость,  съ  которою  дискъ 
В  ударится  о  дискъ  неподвижный. 

Означимъ  черезъ  О  уголъ,  составляемый  свободными  частями  шнура 
съ  лин1ею  ОВ;  по  пзв']Ьстной  формул-]^,  выражающей  зависимость  между 
натяжен1емъ  и  относительнымъ  удлиннен1емъ  шнура:  Т^о  =  ^-^1  гд*  X  есть 
удлиннен1е  шнура,  т.-е ,  разность  между  длиною  растянутаго  шнура  к 
длиною  его  ^0  въ  натуральномъ  состоян1и. 
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Легко  раасчцтать,  что 

Х=2Д1  +  «)(б  +  со4ёе-^),  х  =  ^^, 

гд*  X  означаетъ  разстоянхе  ОБ.  Зат-Ьмъ  окажется,  что  элементарная  ра- 
бота силъ,  приложенныхъ  къ  диску,  выражается  такъ: 

—  2ТС08  Ьах  =  ^1Ц1  +  п)  (б  +  СОЦ  6 ^)  С0*8'  ей0 

и  что  это  есть  полный  дифференщалъ  сл-Ьдующей  функщи: 

^ДХ+л)  [^  6  4- -^со*ёе  — есо*д6  — -^  -  ^со18'б]. 

Изъ  уравнен1я,  выражающаго  законъ  живой  силы,  пайдемъ,  что  иско- 
мая скорость  равна: 

^  —  ЕУ  М 

26.  Въ  вертикальную  гладкую  сгЬну  вбиты  два  круглыхъ  гвоздя  А 
и  В  на  одномъ  уровн-Ь  и  въ  разстоянхп  2Ь  одннъ  отъ  другаго;  на  эти 
гвозди  наложена  крестовина,  состоящая  изъ  двухъ  стержней  КЕ  и  К^Ь1 
(черт.  71)  равной  длины  и  в']^са,  сочлененныхъ  шарниромъ  (7,  проходящимъ 
черезъ  середины  стержней.  Въ  начальный  моментъ  стержни  взаимно- 
перпендикулярны  п  шарниръ  С  приходится  надъ  серединою  О  разстояшя 
АВ^  а  стержни  находятся  въ  поко-Ь. 

Подъ  вл1ян1емъ  силы  тяжести  точка  С  станетъ  опускаться,  а  уголъ 
Ь^СЬ  —  увеличиваться.  Требуется  опред'Ьлить,  какую  скорость  будетъ 
им'Ьть  точка  С  тогда,  когда  она  совпадетъ  съ  точкою  О;  предполагается, 
что  центры  инердш  стержней  находятся  въ  С  и  что  плечо  инерцхи  каж- 
даго  стержня  вокругъ  С  равно  Ь. 

Означпмъ  уголъ  СВО  черезъ  9  и  координату  (по  оси  У^")  точки  С 
черезъ  2/с»  Легко  впд-Ьть,  что 

у,  =  —Ъ\%ь,  6'  =  — ^соз'е 

и  ЧТО  ннтегралъ,  выражающ1й  законъ  живой  силы,  будетъ  им'Ьть  сл^дую- 
щ1й  видъ: 

М{у<У  +  Мк\ь'Т  =  2Жд{Ъ  +  у); 
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отсюда  найденъ,  что  искомая  скорость  равна: 


27.  Весьма  тонкая  твердая  трубка,  имеющая  вцдъ  винтовой  линхи,  на- 
вернутой на  цплнндр']^  рад1уса  Д  можетъ  свободно  вращаться  вокругъ 
оси  этого  цилиндра.  Ось  цилиндра  вертикальна,  уголъ  подъема  винтовой 
лиши  =  а,  масса  трубки  равна  М.  Бъ  начальный  моментъ  трубка  въ  по- 
ко"]^,  а  въ  верхшй  конецъ  ея  свобрдно  пущена  тяжелая  матерьяльная 
точка,  масса  которой  равна  т.  Определить  величину  угловой  скорости, 
прювр-Ьтенную  трубкою  при  паден1и  точки  т  на  глубину  Л. 

Точка  ш  скользитъ  вдоль  по  трубк*]^  и  въ  то  же  время  трубка  должна 
вращаться  вокругъ  вертикальной  оси;  зависимость  между  относительною 
скоростью  точки  т  по  отношен!ю  къ  трубк-Ь  и  угловою  скоростью  по- 
сл'1}дней  опред']^лится  изъ  интеграла,  выражающаго,  что  законъ  площадей 
им-Ьетъ  м^сто  вокругъ  оси  вращен1я.  Если  5'  есть  относительная  ско- 
рость точки  т,  а  9'  —  угловая  скорость  трубки,  то  моментъ  абсолютнаго 
количества  движен1я  точки  т  вокругъ  оси  2^^  (черт.  72)  будетъ: 
тВ{8'  со8  а  —  229'),  а  моментъ  количествъ  движешя  трубки:  —  Ж22*9';  такъ 
какъ  въ  начальный  моментъ  вся  система  была  въ  поко*]^,  то: 

тЩз'  С08  а  —  ВЬ')  —  МВ\  =  0; 

отсюда  получимъ  величину  отношешя  между  5'  и  9'. 

Зат']^мъ  изъ  интеграла,  выражающаго  законъ  живой  силы,  найдемъ: 


•■=1/ 


2д}1  С08'''  а 


в  У     { М+  т)  (Ж"+  т  81П*а) 

28.  Твердая  тонкая  однородная  трубка  можетъ  свободно  вращаться 
вокругъ  горизонтальной  оси  къ  ней  перпендикулярной  и  проходящей  че- 
резъ  ея  середину.  Трубка  им^етъ  длину  2а  и  массу  М.  Кром*  трубки 
им']^ется  еще  тонк1Й  однородный  и  тяжелый  стержень  длины  2а ^^  и  массы 
т\  этотъ  стержень  свободно  входить  въ  трубку. 

Въ  начальный  моментъ  трубка  АВ  находится  въ  поко*  въ  горизон- 
тальномъ  положен1и,  а  стержень  ВЕ  приставленъ  концемъ  В  къ  концу 
В  трубки  (черт.  73),  причемъ  ось  его  составляетъ  продолжеше  оси 
трубки.  Въ  этомъ  положенш  стержню  сообщена  скорость  У  въ  напра- 
влен1и  ВС.  Какъ  только  стержень  начнетъ  входить  въ  трубку,  то  своимъ 


/. 
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в']&сомъ  начнетъ  клонить  Еонецъ  В  бъ  низу,  такъ  что,  вм']^сг]^  съ  сколь- 
жен1емъ  стержня  вдоль  по  трубкФ,  будетъ  происходить  вращен1е  системы 
вокругъ  оси  С  Предполагая,  что  начальная  скорость  V  на  столько  ве- 
лика, что  середина  С^  стержня  дойдетъ  только  до  середины  С  трубки, 
опред-блить  величину  угловой  скорости  системы  въ  моментъ  совпадешя 
серединъ. 

Чтобы  опред-Ьлить  эту  угловую  скорость,  надо  составить  интегралъ, 
выражающ1й  законъ  живой  силы,  и  прим']^нить  его  къ  моменту  совпаден1я 
серединъ  стержня  и  трубки;  изъ  него  найдемъ,  что  искомая  угловая  ско- 
рость равна  корню  квадратному  изъ  величины: 


Ма^  +  та^' 


29.  На  совершенно  гладкой  горизонтальной  плоскости  находится 
твердый  параллелопипедъ  АВВЕ  (черт.  74),  заключающ1й  въ  себ-Ь  сфе- 
рическую пустоту  (рад1уса  В)\  въ  этой  полости  находится  тяжелая  ма- 
терьяльная  точка  (масса  т).  Бъ  начальный  моментъ  точка  т  находится 
въ  нижней  точк-Ь  сферической  полости  и  абсолютная  скорость  ея  равна 
нулю,  а  параллелопипедъ  (масса  М)  им^еть  скорость  У  вдоль  по  гори- 
зонтальной оси  X®"*;  определить,  какъ  должна  быть  велика  скорость  У 
для  того,  чтобы  точка  т  двигалась  по  окружности  большаго  вертикаль- 
наго  круга  сферы  въ  одномъ  направленш. 

Черезъ  центръ  Ю  сферы  проведемъ:  ось  ЮН  параллельно  оси  X**'* 
и  ось  ^0Г  вертикально  внизъ. 

По  закону  движен1я  центра  инерц1п: 

Мх^^  +  т{х'^  +  V)  =  МУ, 

по  закону  живой  силы: 

Исключивъ  изъ  этихъ  равенствъ  д/^,  получимъ: 

З^а"-  У')  +  шШ=2тд{-п-Е), 

Когда  точка  т  будетъ  въ  самой  верхней  точк-Ь  сферы,  тогда  т]=— ^г, 
1Г]'  =:  0;  притомъ  тогда  давлеше  точки  на  сферу  должно  быть  направлено 
снизу  вверхъ,  сл-^^довательно,  центроб']^жная  сила   должна    быть    бол'^е 
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ъЪса.  ТОЧЕН,  т.-е.:  (&у^дВ^  а  потому  ивъ  посл']^дняго  равенства  заклю- 
чимъ,  что  скорость  V  должна  удовлетворять  сл-Ьдующему  услов1ю: 

ВО.  Такой  же  параллелопипедъ,  какъ  и  въ  предыдущей  задач*]^,  но  въ 
ненъ,  вм'^Ьсто  сферической  пустоты,  просверлевъ  тошай  каналъ,  ии^^ющШ 
видъ  циклоиды,  обращенной  выпуклостью  книзу;  уравнеше  ея: 

5= Да)  +  8Ш  (й),    тг]  =  ^В(1  +  С08  (й); 

тяжелая  матерьяльная  точка  т  скользитъ  безъ  трен1я  по  этому  каналу. 

Р']^шить  вопросъ  о  движеши  этой  системы,  предполагая,  что  въ  на- 
чальный моментъ  параллелопипедъ  (масса  Ж)  и  точка  т  были  въ  поко^ 
и  что  тогда  эта  точка  не  находилась  въ  самой  нижней  точк*]^  циклоиды. 

Изъ  уравнешй,  выражающихъ  законы  движешя  центра  инерщи  и  жи- 
вой силы: 

и  изъ  уравнен1й  кривой  получимъ: 

Б^Г^зг-(Ц-С08а))^+8Ш^<!))  (-д^]  =  2^-В(с08ш  —  С08  (Оо), 

гд^  {X  означаетъ  величину  отношешя  т  къ  М,  Сд-Ьлавъ  подстановку: 


8Ш  "2-  =  81П  -^  С08  ср  , 


отд']Ьливъ  перем']^нныя  и  произведя  интегрироваше,  получимъ: 

-^   /  б^ср!/!— й;'8ш'ср  =  ^  +  Г, 

'^  ^(1  +  1х)  '  1+,х8Ш 


2   *^ 
2 

2    <"0 
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31.  Дв^  матерьальнва  точек,  пассы  аоторнхъ  (ш)  равны  иежд;  со- 
С)ОЮ,  ввходдтса  внутри  кольдеобрааПой  тонкой  однородвоВ  трубки  (рад^усъ 
кольда  К);  ов*  связаны  упругою  нитью,  тоже  довгЬщаюгаеюсл  въ  трубк*; 
дапна  атоВ  нити,  въ  натуральномъ  сос.тоян1н,  равна  двувътретямъ  дл1ны 
трубки.  Трубка  (масса  М)  .кжатъ  на  гладкой  гО|тзовтаивой  плоскости,  по 
Еотороб  можеть  сБольакть  беаъ  всякаго  трешл,  Въ  яачальвый  коментъ 
ннть  растянута  настолько,  что  об±  точки  прикасаются  одна  къ  другоб 
въ  точк^  Л  трубки;  какъ  ов'Ё,  такъ  в  трубка,  находятся  въ  этотъ  ионентъ 
въ  пока*,  а  вагбмъ  система  иредоставлена  самой  себ*.  НаЛти,  чему 
равняется  отношеше  кипетнческой  эверг1и  об'Ъихъ  точекъ  еъ  Евветиче- 
СЕОЙ  энерг!!!  всей  системы  въ  тотъ  ионентъ,  когда  нить  прнметъ  нату- 
ральную длину. 

Прииенъ  начальное  положеше  центра  кольца  аа начало  веподвижвыхъ 
шюрдинатъ,  лннш  ОЛ—яа,  ось  5;  начало  подвижнып.  осей  возт.меиъ  въ 
центре  Ю  кольца,  которыб  будетъ  оставаться  на  оси  Х"*^  самое  вольдо 
будетъ  двигаться  поступательно,  а  хорда,  соеднаающая  о6^  точки,  будетъ 
всегда  перпенднЕузярна  къ  оси  X.  Оси  Б  и  Г  располоЖ1таъ  такъ,  какъ 
изображено  на  чертеж'Ь  7&-иъ.' 

Такъ  каяъ  аентръ  пнерхии  всеВ  системы  иенодвиженъ  и  натерьллъ- 
ныя  точки  остаются  на  окружности:  Е'4-^=-Н*,  то: 

{М-\-2т)х'„  +  2гт'=0,  7)'= !г-'- 


Въ  рааснатриваемый   номентъ  Е  относится  къ  т), 
нетическал  энбрГ1я  об^нхъ  точеЕЪ  окажется  равною: 


ь  1^3; 


пь({х'„-\-1Г+ЫУ)  =  ^^^^ЛМ'-\-шМ+т'П0\ 


1  кинетическая  энерг1Я  всей  свстеиы  —  равною: 


82.  Дв*  матерьяльныя  точки  ш,  н  т,  связаны  верастяжимою  нитью, 
ин'Ьющею  длину  I  н  проходящею  черваъ  точку  0;  точЕа  т,  притягивается 
къ  О  сплою,  обратно  иропор[(1оналъною  квадрату  раястолнш.  Р'1швть  во- 
нросъ  о  движенш  этой  системы. 

Эту  задачу  можно  р'Ъшить  сл1>дующинъ  обрааомъ. 

Къ  точЕ^  N1,  приложена  сила,  направленная  къ  ючк'Ь  О,  я  реакция 
связи:  I  —  ?!  — 0,^0,  направленная  туда  же;   поэтому   точка  п,   должна 

34 
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постоянно  оставаться  въ  плоскости,  проведенной  черезъ  начальный  ра- 
шусъ  векторъ  и  череаъ  направленхе  начальной  скорости  ея;  точно  также 
и  точка  п»9  во  все  время  движен1я  остается  въ  одной  плоскости;  сл']^до- 
вательно,  траэкторш  об']Ьихъ  точекъ  суть  плоск1Я  кривыя,  ваключающ1яся 
въ  плоскостяхъ,  проходящихъ  черезъ  точку  О. 

Движен1в  каждой  точки  въ  отд-Ьльности  удовлетворяетъ  закону  пло- 
щадей, а  движен1е  об']^ихъ  точекъ  —  закону  живой  силы;  т.-е.,  мы  им'Ьемъ 
сл']^дующ1е  интегралы. 

(ш,  +ш,)  (р\)Ч ш,рЛь:У+т,р,\ь:У  =  2А+  ?^  ; 

гд-Ь  р,  и  Ра  суть  рад1усы  векторы  точекъ;  ^^  —  уголъ,  составляемый  ра- 
д1усомъ  векторомъ  р^  съ  н']Ькоторымъ  неподвижнымъ  направлен1емъ,  за- 
ключающимся въ  плоскости  орбиты  точки  т^;  ^звсть  уголъ,  составляемый 
радаусомъ  векторомъ  ра  съ  неподвижнымъ  направлевхемъ,  заключающимся 
въ  плоскости  орбиты  точки  т,. 

Величина  реакщи,  оказываемой  связью  на  каждую  изъ  точекъ,  вы- 
разится по  формул^^,  составленной  на  страниц']^  338;  въ  прим']^нен1И  къ 
настоящему  вопросу  эта  формула  дастъ: 

^-^&;(р.(«/)-+Р.(е'.)'-^). 

Связь  находится  въ  состояши  напряжешя  до  т']^хъ  поръ,  пока  выра- 
«женхв* 

^+^— ^. ащ 

Р*  РЗ  Р4 

боАгье  нуля. 

Пока  связь  находится  въ  состоянш  напряжешя,  радхусъ  векторъ  ра 
равняется  {I  —  Р1);  исключивъ  изъ  предыдущихъ  интеграловъ  О/  и  Оз'^  за- 
м-Ьнивъ  Ра  черезъ  (I  —  р^),  отд'Ьливъ  перем'Ьнныя  Р1  и  ^,  и  интегрируя,  по- 
лучимъ: 

Ф1_  (<  +  Г,) 


Г     (1  Ч^Р1_    (^  + 


1  +  Щ 

гд* 


Произведя  интегрирован1е  п  р']^шивъ  полученный  интегралъ  относн- 


.ч: 


л 
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тельно  Р1,  будемъ  ии']^ть  внражен1е  этого  радгуса  вектора  въ  функцш  отъ 
времени.  Зат^мъ  придется  произвести  еще  два  ивтегрйровашя  для  того^ 
чтобы  найти  выражешя  угловъ  0^  и  О^  въ  функщяхъ  отъ  времени.  , 

С1']^дуетъ  вам'^тить,  что  если  С^  и  С^  не  равны  нулю  и  если  началь- 
ная величина  а  радхуса  вектора  р,  заключается  между  нулемъ  и  ^,  то  и 
во  все  время  движешя  Рх  не  можетъ,  ни  обратиться  въ  нуль,  ни  воз- 
^)астн  до  /.  Въ  самомъ  д-Ьл-Ь,  изъ  третьяго  интеграла  сл-Ьдуетъ,  что  при 
р^  =щ  подкоренной  многочленъ  Е^  им^Ьетъ  положительную  величину: 

К+ш,)(р/Мг  — а)', 

дал-Ье,  при  р1  =  О,  и  при  р|  =  /  многочленъ  2?'  им^етъ  отрицательньм  ве- 
личины: 

сл']^довательно,  должны  существовать  два  значен1Я  р^,  обращающ1я  много- 
членъ В'  въ  нуль,  притомъ  одно  изънихъ(Ь4)  должно  заключаться  между 
нулемъ  и  а,  другое  (Ь,)  — между  а  и  /;  такъ  какъ  В  не  можетъ,  при  дви-  ^ 
жен1и,  получать  мнимыхъ  значенШ,  то  р^  должно  колебаться   между  пре- 
д']^ламц  Ъ^  п  Ъ^. 

33.  Система  состоитъ  изъ  двухъ  тяжелыхъ  матерьяльныхъ  точекъ  т^ 
и  Шз,  между  которыми  существуетъ  взаимное  притяжеше,  пропорц10наль- 
ное  произведен1ю  массъ  и  разстоян1Ю  между  точками;  точка  т^  должна 
оставаться  на  н'Ькоторой  наклонной  плоскости:  ^^^  —  у^  со!^  «7=  О,  а  точка 
Шз— -на  вертикальной  линш:  ^^  =  0,  х^=гО  (ось  У  направлена  внизъ). 
Определить  движен1е  точекъ. 

Ооставпмъ  дифференц1альныя  уравнешя  движен1я: 

ш,у,"=^—\^ш^ш^{у^—у^)—\со^ё^+ш,д, 
ш,у^'=  —\»'Ш^т^{у^—у^)'{'Ш,д. 

Изъ  двухъ  среднихъ  уравненхй  исключимъ  X,  зам-Ьнимъ  у^  черезъ 
х^|1$«7,  а  зат']^мъ  положимъ: 

.-Й7 = !'.Н°-^+-:4 ^ -Ч-^ш .7+  ■'':;,^°1Г/ ,  (745) 

34* 


X. 
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тогда  получинъ  сд'^дуюпця  дифференщальвыя  уравнешя,  подлежапия 
интегрированио: 

^"=  —  }I.т,(^С08V—  Г8ш7); 

первое  И8ъ  нихъ  интегрируется  отдельно,  второе  же  и  третье  суть  сово-^ 
вупныя  линейныя  дифференщальныя  уравненхя  второго  порядка,  им']^ющ1Д 
следующее  частное  р-Ьшеше: 

гд-]^  к  ъ  г.  суть  постоянныя,  оиред']^дяемыя  изъ  уравнен1Й: 

А;^+  ик^ 8Ш 7+  [лш^  =0,    хй^  +  [аж Дх со8^«7 —  8Ш 7)  =  0. 

Этимъ  уравнешямъ  удовлетворяютъ   четыре  совокупности    звачешй 


А;^=+га)У1х, 


й^,  =  +гшУ|1, 


1» 


ч? 


4 


о 


X,. 


шУ2=|/  (ш,+т,)+1/т/+^2^ — 2ш^т^со82^, 


©У 2  =|/  (т,+т,) — /т/+ш/—  2т^т,со8  27, 


т.  81П  ^                              т,  81П  ^' 
X.  = Цг-^ .     X,  — ' 


Въ  результат'!  подучимъ  сл4дующее  полное  р-Ьшеше  этой  задачи: 


гг,=^,С08(«1/1хт,  +  ^,),  ....  (746,  1) 


+-ВД1  +х,  8ш  I)  С08  (Ч1^+ С,)г  (746, 2) 


X. 
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д(т,+т.  зш*  7)    ,   -п  /л       /—  >  л^  \  > 

+Б,х,С08(К»/1^  +  С,) (746,3) 

Отношен1е  (^?| :  сое  еТ)  выражаетъ  разстояше  точен  ^1  отъ  оси  X**"* . 
Формула  (746,  3)  вБфажаетъ,  что  матерьяльная  точка  пг,  совершаетъ 
х^ложныд  гармоничесБ1я  колебан1я  по  о6^  стороны  точки: 

^  — ^,    У—     ^т,т,со8'^    »   ^  — ^' 

эти  сложныя  колебашя  можно  разсматривать  какъ  результатъ  интерфе- 
ренщи  простыхъ  колебашй,  им'Ьющихъ  перюды: 

И 


Движен1е  точки  т^  по  наклонной  плоскости  совершается  около  точки: 

^~^'   С08/  [лт^шзсоз»/    '   у  — ^х&с^ 

я  есть  результатъ  простыхъ  гармоническихъ  колебанхй  по  оси  Х*^,  им']Ью- 

щихъ  перюдъ  (21г:у[Ат2)  и  сложныхъ  гармоническихъ  колебанШ,  пер- 
пендикулярныхъ  къ  этой  оси. 

84.  Вокругъ  горизонтальной  оси  вращается  равномерно  (съ  угловою 
<;коростью  о>)  плоскость,  параллельная  этой  оси  и  отстоящая  отъ  нея  въ 
разстоян1Ц  /.  (На  чертеж*]^  76-мъ  плоскость  чертежа  изображаетъ  Н'1ко- 
торую  вертикальную  плоскость,  перпендикулярную  къ  оси  вращешя; 
точка  О— сл-Ьдъ  этой  оси,  а  лишя  ^ВР — сл-Ьдъ  вращающейся  плоскости 
въ  моментъ  ^),  Въ  начальный  моментъ  (^  =  0)  вращающаяся  плоскость 
горизонтальна  и  на  нее,  въ  точку  В  (черт.  76),  былъ  положенъ  тяжелый 
однородный  шаръ  рад1уса  В  и  массы  М;  предполагается,  что  шаръэтотъ 
яе  можетъ  скользить  по  плоскости.  Требуется  определить  движете  шара, 
пока  онъ  остается  на  вращающейся  плоскости. 

Очевидно,  что  центръ  шара  С  останется  въ  плоскости  ХУ  я  что  по- 
ложенхе  шара  на  плоскости  и  въ  пространстве  вполне  определится  раз- 
стоян1емъ  €^  его  центра  отъ  лин1и  ОВ  (по  которой  мы  направимъ  ось 
ОТ),  такъ  какъ  уголъ  в,  на  который  повернется  шаръ,  будетъ  равенъ: 


рГ. 


» 
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Абсодютныд  координаты  центра  инерцхи  выразятся  тавъ: 

Х^  =  5^  С08  0)^  —  {I  —  В)  81П  ш^,    .Ус  =  Ее  8Ш  ш*  +  (?  —  К)  С08  оЛ. 

Для  р'Ьшешя  этого  вопроса,  составимъ  сначала  Лагранжево  диффе- 
ренцхальное  уравнен1е,  которому  долженъ  удовлетворять  координатный 
параметръ  €^  составляя  это  уравнеше: 


а  (дТ\_  дТ  .  ^ 


придется  составить  сл'Ьдующ1я  выраженхя: 


Окажется,  что  Лагранжево  уравпеше  им'Ьетъ  сл-Ьдующхй  видъ: 


110ЛНЫЙ  интегралъ  этого  уравнен1я: 

Въ  моментъ  ^:=0,  центръ  шара  находится  на  оси  Т,  т.-е.,  въ  этотъ- 
моментъ  5^"=^'  ^  потому  ^,  =  —  ^4;  кром*  того,  въ  этотъ  моментъ- 
абсолютная  скорость  центра  инерцш  равна  нулю,  а,  сл'^довательно: 

35.  Дв-^Ь  тяжелыя  матерьяльныя  точки  (массы  т^  и  т^)  связаны  не- 
растяжимою гибкою  нитью  длины  I  и  движутся  въ  сред"]^,  оказывающей 
сопротивлен1е,  проиорц10на.1ьное  скорости  и  массЬ  точки;  движен1е  совер- 
шается въ  одной  вертикальной  плоскости. 

Въ  этомъ  случае: 


X. 
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X,  =  —  хт,а;/;     У,  =  —  хт,у,'  +ш^д 

^4         7  л  ^1         7     •      л 

/р^=  Хс г^ — ?С08б,      У.=^Уе г — ?8Шв. 

Составивъ  уравн1вн1я  Лагранжа,  получимъ: 

Хс=  —  хгГс',  у/=  —  ^У^Л-д,    Ь"—  —  хб'; 

первыя  два  дифференцхальныя  уравнешя  выражаютъ,  что  центръ  инерцхи 
движется  Еакъ  свободная  тяжелая  точка,  им']^ющая  массу,  равную  еди- 
ниц* (см.  прим'Ьръ  18-й,  стр.  83—85);  последнее  дифференцхальное  уравне- 
ше,  по  интегрироваши,  даетъ  сд-Ьдуюпцй  ревультатъ: 


По  формуламъ  страницы  345-й  еоставимъ  выражен1я  для  реакщй  X; 
найдемъ: 

«=-хг*со8Кг„),    ^=-^  +  «'сов»(».г.,). 
пока  скорости  точекъ  удовлетворяютъ  условхю: 

и  С08  [Щ  Гг2)  =  V^  С08  {V^у  Гг^  —  V^  С08  (г;,,  Па)  =  О, 
ДО  т-Ьхъ  поръ: 

т.-е.,  X  им-Ьеть  величину  положительную;  значитъ,  если  въ  начальный  мо^ 
ментъ  нить  была  натянута,  то  она  останется  натянутою  и  во  все  время 
движен1я. 
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ГЛАВА  XI. 

О  движен1и  твердаго  гЬла. 

§  119.  Д|фференц1альныя  уравнен1я  двнжен1я  сво- 
Фоднаго  твердаго  т^а. 

Свободная  неизн'Ьняеная  система  точекъ  или  свободное  твердое 
т'Ьло  ин'Ьетъ  шесть  С'теп^*ей  свободы  *),  потону  что  число  Боор- 
динатннхъ  параметровъ,  вполне)  опред:Ьляющихъ  положеше  такой 
системы  въ  пространств'^,  равно  шести.  ^ 

Этими  координатными  параметрами  могутъ  служить  коорди- 
ваты  твердаго  т'Ьла:  !г>„,  у„,  г„,  ф,  ж,  $  или  друпя  шесть  не- 
;зависимыхъ  перемФнннхъ,  ногущ1я  зам'Ьнить  эти  координаты. 

Въ  тонъ,  что  число  степеней  свободы  свободной  неизм'Ьнявной 
системы  точекъ  равно  шести,  можно  убедиться  при  помощи  сЛ- 
дующаго  соображен1Я. 

Неизм'Ьняеность  системы,  состоящей  изъ  п  точекъ,  можетъ 
быть  достигнута  н'Ькоторымъ  числомъ  неизмФняемыхъ  стержней, 
соединяющихъ  точки  попарно;  наименьшее  число  стержней,  потреб- 
ное для  этого,  легко  можетъ  быть  разсчитано.  Три  точки  будутъ 
неизменяемо  связаны  тремя  стержнями,  а  всякая  новая  точка  будетъ 
прикреплена  къ  предыдущимъ  тремъ  не  менФе,  какъ  тремя  новыми 
стержнями,  такъ  что,  для  неизмЪпнаго  соединешя  между  собов 

3-хъ  точекъ  —  требуется  3  стержня, 

4-хъ       >  »         3+13  =  6  стержней, 

5-и         »  >  3  +'  2.3  =  9  стержней, 

с 

п  >  >         3-|-(^ — 3)3=3л— бстержн. 


*)  Значеие  этого  термина  указано  на  стран.  372-й,  въ  прим-Ьчанш  1-мъ. 


-^ 


г 

^Н     точек-] 
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Итакъ  цяв  того,  чтобв  связать  между  собою  неизк^няеио  п 
точекъ,  требуется  (Зп  —  б)  связей,  выражающихся  равонстваии 
сд*дующаго  вида: 


I 


а  потому  число  степевоВ  свобода  такой  систеин  равно 
м  =  3в  — {3?(  — 6)  =  6. 

Такъ  Еакъ  м:=6,  то  таково  жи  число  дифференц1альиыхъ  урав- 
нев1Й  движев1л  такой  систеиы.  ве  заоючающихъ  реакщВ  т^хъ  вооб- 
ражаемыхг  стержней,  которые  д*лаютъ  систему  неизм^в некою. 

Эта  шесть  уравнений  легко  ногуть  быть  написаны  пряно,  есля 
принеиъ  во  вниман1е,  что  реакщи  воображаемыхъ  стержней  попарно 
равны,  прянопротйвополохвы  и  направлены  вдоль  по  стержняиъ; 
такъ  какъ  въ  этоиъ  случа*  яи^етъ  м'Ьсто  спещальяая  фориа  за- 
кона движешя  пентра  инерц1и,  упомянутая  на  странице  428-й, 
и  такъ  какъ  главный  нонентъ  реакцШ  свлзей  равеяъ  нулю  (стр. 
457),  то  ямЬеиъ  сл4ду1)Ш1я  уравнец!л: 


==2х, 


.  =  2у„  лгл'  =  2г,  .  .  (616, А) 


■-  I., 


(б«) 


Эти  же  самыя  урававВ1я  ногутъ  быть  получены  еще  другямъ 
путеиъ,  а  именно  изъ  равенства  (567)  стр.  383,  варажающаго 
начало  д'Алаябера;  для  этого  надо  выразить  возиохныл  варьящи 
Боорднватъ  точекъ  неизисБняеной  системы  помощью  нЪкоторнхъ 
шести  незаввсимьаъ  варьяп1й.  а  зат^мъ  приравнять  нулю  коэффи- 
Шенты  этихъ  варьяЦ1Й  въ  равенств-Ь  (567). 

За  эти  неэависйкыя  варьяп1и  мы  примеиъ:  варьяцш  коорданатъ 
каЕоЗ-лябо  точки  10,  неизменно  связанной  съ  неизменяемою  смете- 


—  538  — 

ною,  и  три    друг1я    безБОнечно-налыя   величины,    внражающ1дея 
сл'Ьдующими  дииебннми  функщдми  варьлщй  угловъ  ф,  ж,  э: 


6я.  =  Ьдсо^жвтф  —  Ьфвтж 
6у  =  8а  8Ш  (ж;  81П  ^5  +  Ьфсовж 
6^  =  §9  С08  ф  +  Ьж 


;  .  .  .  .  (747) 


сравиивъ  эти  внражешя  съ  внражешями(107),  (108),  (109)  для 
Р,  ^  и  ^й  на  страницахъ  94 — 95  кинематической  части,,  легко 
вид'Ьть,  что,  при  одновременномъ  увеличенш  угловъ  ф^  ж  т  9 
на  8^,  Ьж^  6д,  вся  система  поворачивается  на  безконечно-малый 
уголъ: 

е=V/Ге.)Ч(в.)Ч(в.)' 


=  /(8д5)^_^(8зл^)'+(89)'+28^8^С08^.   .   .   .  (748) 

вокругъ  оси,  составляющей  съ  осями  X*",   У**~,  ^''",  углы,  ко- 
синусы которыхъ  равны  отношешямъ: 

Цх  0|/  Оя 


9    '      9    '      9    • 

Безконечно-малый  уголъ  6  можетъ  быть  названъ  угловою  варья- 
щею  положешя  тФла,  а  вышесказанная  ось— мгновенною  осью  зтой 
варьяцш;  величины  Ь^^  0^,  О,  можно  условиться  называть  проэк- 
Ц1ЯМИ  угловой  варьяцш  на  оси  координатъ  Х"""*,  7°"*,  ^^^'^.  Если 
направлен1е  мгновенной  оси  угловой  варьяц1и  означить  черезъ  6, 
то  можно  написать  сл'Ьдующ1я  равенства: 

Ь^  ==  0  С08  (0,  X),     0у  =  О  С08  (0,   У),     о,  =  0  С08  (0,  2).  .    (749) 

По  аналопи,  существующей  между  выражен1ями  (747),  (748), 
(749)  и  соответственными  выражешями  (107),  (108),  (109),  (ПО), 
(101)  кинематической  части,  мы  вправ'Ь  заключить,  что  возмож- 
ныя  варьяц1и  координатъ  точекъ  неизменяемой  системы  выразятся 
следующими  линейнЕШи  функщями  шести  независимыхъ  варьяц1Й 
8л?ю,  8у,о?  8^ю,  вд.,  Оу,  0^: 
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Ч  =  8««  +  (|^<  —  ^»)  в,  —  (ж, 


.  .  .  (750) 


Подставивъ  эти  внражешд  въ  равенство  (567)  и  приравнявъ- 
нулю  коэффищевтн  независиныхъ  варьящй,  получинъ  уравнеша 
(616,  А)  и  три  сд^Ьдующ1я  уравнев1я: 


«=п 


^щ{(:У^  -  У«)^1  —  ('8'<—  ^ю) у/)  =  (До)» ,  .  •  .  (751,  а> 


»=п 


2ш/(^^— ^^л;/  — (д:.  —  д;^^/)=(До)у,  .   .  .  (751, Ъ> 


»=П 


^т1{х,  —  х^)  у/  —  (у..  —  2/юК')  =  (До), ,  .  .  .  (751,  С> 

которыя,  на  основаши  уравнешй  (616,  А),  могутъ  быть  приведена 
къ  виду  (641). 

Во  многихъ  вопросахъ  уравнешяиъ  (641)  должно  предпочесть- 
друг1Я  три  уравнен1Я,  заключающ1Я  проакщи  главнаго  моиента^ 
задаваемнхъ  силъ  на  оси  г,  X,  2,  неизменно  связанння  съ  си- 
стемою; эти  уравнешя  мы  теперь  выводемъ. 

Равенство  (567),  по  подстановлен1и  въ  него,  вместо  Ьх^у  Ьу^^ 
6^^,— внражен1й  (750),  можетъ  быть  представлено  подъ  сл']^дую<^ 
щимъ  видомъ: 


1=П 


+  92 


»•— 1 


С08(е,  X),       С08(9,    У),        СО8(0,  2) 

X,.  ~  т.а?/.     У,.  —  т.у^,    2.  —  т/^ 


х^      х^^ 


^^— ^, 


=  о  .  .  (752) 


Опред'Ьлитель,    завлючающ1йся  подъ  знавомъ   второй   суммы,, 
выражаетъ  величину  объема  параллелопипеда,  им^^ющаго  ребрами: 
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1)  длины,  равння  единиц'Ь  и  параллельння  мгновенной  оси  угло- 
вой варьяцш,  2)  длины,  равныя  и  параллельныя  рад1усу  вектору, 
проведенному  изъ  точки  Ю  въ  точку  т^  и  3)  длины,  изображаю- 
1Ц1Я  величину  и  нанравлен1е  потерянной  силы  точки  т^. 

Величина  этого  объема  можетъ  быть  выражена  другимъ  опре- 
дЪлителемъ,  составленнымъ  изъ  проэкц1й  реберъ  на  взаимно  пер- 
пендикулярный оси  Ю'&^  ЮТ^  Ю2,,  неизменно  связанныя  съ  си- 
стемою; этотъ  опред'Ьлитель  можетъ  быть  нредставленъ  такъ: 

С0а(9,  3),       С08(9,  Т),       С08(9,  2) 

17,со8да),  17,со8(Я,Т),  Дсо8(Д.2) 

П.  С08  {11.Е)  =  Е.  —  т.ш.  С08  {го^,  Е) , 
П^  С08  (Д^Г)  =  Г^  —  т.и;^  со8  {ьо^,  Т), 

П^  сов  (И^Т)  =  2^  —  т^V^^  С08  (й^^,  2), 

гд^^  ^^,  ^^,  2^  означаютъ  величины  проэкц1й  задаваемой  силы 
^„  приложенной  къ  точк*  т^^  на  оси  З"""*,  ^''■*,  2°". 

Бсл%дств1е  такой  зам'Ьны  одного  определителя  другимъ,  вторая 
'Сумма  равенства  (752)  обратится  въ  линейную  функщю  величинъ: 

«^  =  6  С08  (в,  2),  6^  =  6  С08  (6,  г),  6^  =  6  С08  (6,2)....  (753) 

которыя,  подобно  величинамъ  (749),  суть  независимыя  варьящи, 
«ели  только  система  свободна,  а  потому  преобразованное  равенство 
{752)  распадается  на  шесть  дифференщальныхъ  уравнен1й:  три 
уравнешя  (616,  А)  и  три  слЪдующхя: 


4=п 

2^Л(1.-  С08  (ад  —  с,  С08  (Л^Т ))  =  (До)^ 

'    2  ^ А(^<  с^^  (^<2)  —  е,  С08  (г(;^2))  =  (Д^) 

%=1  ^  ^  Ч 

2  ^Л(  5<  ^•<>8  (^<^)  —  ^<  С08  (й'.Е))  =  (До). 


,  .  .  (754) 


I  гд'Ё  ВО  вторыхъ  частдхъ   находятся  внрахеви  провЕцШ   ва  осн 
[е.,  X,  2.  главного  яошеита  з&даваеиахъ  силъ  вовругъ  точ'ия  Ю: 

(Д.)е=2(чЛ-^,) ('55,  а) 

Л),=2(1:.Е, -г,-г,1 (755,  Ь) 


(Л.)с=21Е,т. -ч,з.> 


(755.  с) 


Щ 


Первыя  части  уравнешй  (754)  иогугь  бнть  представлепы  въ 
другомъ  вид*;  вроизведенъ  преобразован1е  вадъ  первою  часть» 
перваго  изъ  втихъ  ураваевШ. 

Выраэииъ  проэкшв  усЕорев1я  №.  ва  подвихвыя  оси  2  и  Т 
по  формул*  (293)  кянеяатн ческой  части  (стр.  251);  (М(?гавляя 
эти  выражеа1я,  вамъ  нрадег(м  представить  себ*,  что  черезъ  пе- 
водввжвую  точку  (наприн^ръ,  черелъ  начало  координатъ)  иро- 
ведеан  яаправлев1я,  параллельпнл  осянъ  2  и  Г,  я  по  нянъ,  огь 
О  отложены  длины,  равная  едипвц'Ь;  скорости  точевъ,  находящихся 
на  вонц*  8тихъ  длинъ,  воВдутъ  въ  составляення  нани  выражения. 
Проакцш  ва  оси  г,  Т,  2  скорости  той  точки,  которая  находится 
ва  конв4  длины,  параллельной  оса  2,  будугь:  ^, — р,  0;  а  ыро- 
вкщи  на  т*  ^е  оси  скорости  той  точки,  которая  находится  ва- 
конц*  длияы,  параллельной  оси  Т,  будутъ:  —  г,  О,  р. 

Мы  получвиъ  сл'Ьдуюпия  равенства: 

1«,  СОВ  (г*-,,  2)=  '^("'''^У'»^')  _  д^р^  соз  (м7,а)  -Ь  ри>,  соз  (м;,Г) 
«',  сов  (Ч.  V)  =  '^^"'''У"^'^  +  г№, соз  (м;,Е)  —  ри;, с08  (№^); 

[  ати  вцрахен1я  подставииъ  въ  первую  часть  перваго  изъ  ураваеи1й 
И754). 
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Такъ  вакъ  система — неизм'Ьняемая,  то  Е^,  •^^^,  С^  постоянны  и 
иогутъ  быть  введены  подъ  знаки  производиыхъ  по  времени;  кром^ 
того,  припомнимъ  составленный  на  страниц^Ь  473-й  выраженк 
{660)  величинъ  (л^5,  {Лю)-п7  (^ю)^;  то  окажется,  что  первая  часть 
•сказаннаго  уравнеп1я  можетъ  быть  выражена  такъ: 

4-  2^<[(/?тп<  —  ^^^)^^  С08  (г(;,.Т)  —  (г  е..  —  р^а^^  С08  (г(;Д)] ; 

оосл'Ьдняя  же  сумма,  если  про9кц1И  щ  на  оси  Г  и  2  будутъ 
^зам'Ьнеиы  выражешями  (143)  стр.  125  кинематической  части, 
оолучитъ  такой  видъ: 

Щ^РЪ йОгО^  С08  {Ш^Х)  —  {Г^е—Р^е)^ю  С08  (^4)^  2)1  •  ('^'бб) 

Чтобы  придать  полученному  выражен1Ю  бол'Ье  сжатый  видъ, 
«ведемъ  сл'Ьдующ1я  обозначешя: 

го^  С08  {го^Е)=ау  ге^  со8  (г(;,о^)=р,  т^  со8  (г(;«,2)=Т, .  (757) 

тогда  выражеше  (733)  живой  силы  неизм'Ьняемой  системы,  при- 
веденное на  странице  (512),  представится  въ  такомъ  видЪ: 

+  4-  (^Р' + ^-г'  +  СУ—2В^г  -  2Е^гр-2Р^ш\ .  (733  Ыз) 

выражен1е  же  (756)  можетъ  быть  представлено  подъ  видомъ  сл^^- 
дующей  разности: 

кромФ  того,  если  припомнить  выражешя  (661),  приведенныя  на 
ютраницахъ  473 — 474,  и  сравнить  ихъ  съ  выражен1емъ  (733,  Ыв) 
живой  силы,  то  будетъ  видно,  что: 
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По  атимъ  причинаю,  ДЕфференщальвня  уравЕен1я  (754)  но- 
гутъ  бнть  предбтавленн  подъ  еяЪдующииъ  видонъ: 


^{да!  дТ  дТ    ,       дТ  дТ  ,    .,,.     --«кс  ьл 


дТ 

№  +  Р^--Ж  +  Л)с.(758,  С) 


^\дг  )  _      дТ_      дТ,^дТ_      дТ 
сИ      ~^  др        Рда   '^^^  да        ^  д? 

Величины  (753)  иогутъ  быть  названы  проэкщяии  угловой 
варьящи  на  оси  г,  Т,  2;  он'Ь  иогутъ  бцть  выражены  сл^Ь дую- 
щими линейными  функц1ями  отъ  Ьфу  Ьж  и  6д: 


6^  =  —  ЬЖ  8Ш  5^  С08  а  +  ^Ф  81П  9, 
е     =  ЬЖ  ЗШ  ф8\Х1д-\-  Ьф  С08  9, 

в^  =       Ьжо*^ф-^Ь9. 


(759) 


Если  за  точку  Ю  взлтъ  центръ  инерц1и  неизм'Ьняемой  системы, 
то  ?,,  %^  ^е  будутъ  равны  нулю;  тогда  въ  дифференц1альныхъ 
уравнен1яхъ  (758)  совратятся  члены^  завлючающ1е  частныя  произ- 

ВОДНЫЯ    отъ    Т  по   а,    р    и   у. 

Если  твердое  т'Ьло  (или  неизм'Ьняемая  система)  не  свободно, 
но  имйетъ  одну  неподвижную  точку,  которую  примемъ  за  точку  Ю^ 
то  а,  р  и  т'  будутъ  равны  нулю,  а  потому  тогда  во  вторыхъ 
частяхъ  уравнешй  (758)  тоже  не  будетъ  членовъ,  заключающихъ 

производный    отъ    Т  по    а,    Р    и   у. 

Если  твердое  т-Ьло  свободно  и  за  точку  Ю  взятъ  центръ  инерцш 
С,  а  за  оси  г,  Т,  2 — главныя  центральныя  оси  инерцш  т^лв,,  то 


;з 
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живая  сила  тФла  и  проэЕцш   на  оси  г,  Г,  2  главнаго  иомента 
воличествъ  двихен1я  вовругъ  центра  инерщн  выразятся  тавъ: 

Т=  ^МVе'-{-^(%=р'  +  ^с^+(^У) .   .   .   .   (760) 

(^)е  =  §=^^ср,  (лс),=  -^-=Щ,  (Ч=  ^=  «"»••  ('в1) 

Тогда  дифференщальння  7равнен1я  (758)  получатъ  сл^дующ1й 
видъ: 

щ, -^  ==  ^г(Шс  -  бс)  +  №)5 (762,  а) 

-  *"••'''■'      ^с%  =  гр{^с-%д  +  Ш^ (762, Ъ) 

,^."'''>'"'"  ас^=м(31с-»с)  +  (Лс)с (762,  с) 

Эти  дифференц1альныя  уравнешя  называются  Эйлеровыми  диф- 
ференц1альными  уравнен1ями  вращательяаго  движенхя  свободнаго 
тйла  вокруръ  центра  инерцш. 

Дифференщальныя  уравнешя  (616,  А)  и  (758)  могутъ  быть  выведены 
еще  сл']^дующимъ  образоиъ. 

Прим'Ьнивъ  къ  свободному  твердому  т-Ьду  равенство  (567,  А),  приве- 
денное въ  §  78-мъ  на  стр.  396,  шж^влиъ  варьящи  Ьх4^  Ьу^^  1^4  выраже- 
шями  (750),  тогда  Е  и  первая  сумма  этого  равенства  выразятся  таЕъ: 


•« 


»=п 


2-Р,8,С08(^;.,  е)=Бе«С08(5,8«)  +  ДовС08(Л«>,  6);    .    •   (763) 


<=1 

поэтому  сумму  в  можно  представить  еще  такъ: 


В=Щасг^  С08  (6^,2)  -|-  рв^ю  С08  (еД)  +7^8^  СОВ  (е^2))  + 


—  545  — 

гд*  ас,  Рс,  Тс   суть  ироэкц1и   скорости   центра  инерц!!!  системы  на  оси 
3,  Г,  2;  эти  величины  могутъ  быть  выражены  такъ: 


«с  =  «  4- в^^с  —  *^с  = 


Тс  =  ТГ  +  Р»1с  —  2^с  = 


дТ 

1 

да 

М 

дТ 

1 

д? 

-м 

дТ 

1 

^т  м  ^ 


(764) 


Въ  равенстве»  (567,  А)  заключается  варьяц1я:  оТ.  Такъ  какъ  Т  есть 
функц1я  (733,  Ыв)  отъ  а,  р,  у,  ^р,  д^,  г  и  притомъ  только  от-ь  этихъ  вели- 
чинъ,  то  поэтому: 


(?а 


^? 


^Т 


(?Г 


или,  на  основан1и  равенствъ  (757)  и  (764): 


Ы  =  Ж"(а,8а  +  р,8р  +  Тс^т)  +  М^^Р  +  Ы.^^  +  Ыс^^' 


Поэтому  разность  между  варьяц1ею  ЪТ  и  полною  производною  отъ 
В  по  Т  выразится  такъ: 


+  (^Д(21'-5)+(Ч(^« 


+  (л«)Л  8г  — 


йб 


<;< 


м 


«гр, 


Ж 


<^Тс    * 


ж^-^^ж"» 


М 


си     с 


(765) 


зд-Ьсь  X,,  -Лз,  X,  означаютъ  проэкц1И  е^  на  оси  2,  Т,  2. 

Заключающ1яся  зд']^сь  разности  между  варьяц1ями  Ьау...Ьр^ —  и 
производными  повремени  отъ  Х|,....9^,.. ..  могутъ  быть  выражены  по 
формул-Ь  (582)  стр.  395-й  §  77-го;  составимъ  выраженхя  этихъ  разностей. 

Предварительно    представимъ    се61^    три  взаимно-перпендивулярныя 
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памравлсшл,  выходлиия  изъ  начала  координатъ  и  иараллельныя  ослмъ 
2,  Т,  2,  неивм1шно  свлзаинымъ  съ  движущимся  твердымъ  т']^ломъ;  на 
этихъ  подвижныхъ  направлен1яхъ  иредставимъ  себЬ  три  точки  М(Е)^ 
Ж(Т),  Ж(2),  по  одной  на  каждомъ,  отстоящхя  отъ  О  на  постоянномъ 
разстояшп,  равномъ  единиц-Ь.  Одновременно  съ  д-Ьйствительнымъ  движе- 
н1смъ  т-Ьла  и  эти  точки  совершаютъ  движев1е  и  проэкц1И  скоростей  ихъ 
на  ОСИ  5,  Т,  2  выражаются  сл^^дующими  величинами: 

ПроэБщи  скоростей  точеЕъ 

М(Е)        М{Х)        Ж(2) 


на  ось  Е 

0 

—  г 

1 

на  ось  X 

г 

0 

Р 

на  ось  2 

й 

Р 

0. 

Кром'Ь  того,  одновременно  съ  варьяцхею  движешя  т11ла,  положенхя 
этихъ  точекъ  получаютъ  варьящи,  проэкц1и  которыхъ  на  т^  же  оси  вы- 
ражаются сл']^дующими  величинами: 

Проэкц1и  варьяц1й  положешй  точекъ 


Щ-Е) 

М{Г) 

Ж(2) 

на  ось  г      0 

-ч 

\ 

на  ось  Т      6,- 

0 

Ч 

на  ось  2  —  в 

Ч 

0. 

Прим'Ьнимъ  теперь  формулу  (582)  къ  точк'Ь  Ю  и  къ  направленш 
оси  Е,  то-ссть  въ  формулу  эту  подставпмъ:  м?^,  е^  и  Е  вм-Ьсто  V^  е  и 
II;  тогда  точкою  М(17)  (стр.  394)  должна  будетъ  служить  точка  Ж(Н)  и 
формула  (582)  приметъ  сл-ЬдующЕЙ  видъ: 

Ь[^^  С08  {Ю^'Е))  = ^^ Ггн,С08(е^Т)-+  ^г^ СО^  (е^Ш)  + 

+  0^г(;«  С08  (гV^::)  —  Ь^го^  С08  (г(7«,2), 
пли,  при  сокращеиномъ  обозначеши: 


8а 


=  2хз~гх,-е^у  +  0^,р;.  .  .  (7б6,а) 


■■     •         • 
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подобыымъ  же  обрааоиъ  составимъ  еще  двЬ  сл'Ёдующ1н  формулы: 

^'^-ж  =  Р'^"^^^-Ч^  +  %''■  •  •  •  С?в6,  с) 

Прим']5ипмъ  формулу  (582)  къ  точк-Ь  Ж(Т)  и  къ  направлеи1ю  2,  то- 
есть,  въ  формулу  эту  подставнмъ:  ^р,  0^  и  2  вместо  VС05{V^\  есо8(е^/) 
и  С/;  въ  этомъ  случае  точку  М{2.)  должно  взять  въ  качеств!;  точки  М{  Т1)\ 
получимъ: 

^Р=^^^Ф^-^К^ ("5^67,  а) 

подобнымъ  же  образомъ  получимъ: 

8^  =  ?+^'^-«^« <^'в7,  с) 

Подставивъ  найден ныя  теиерь  выражешл  разностей  въ  выражсн1с 
(765)  \\  отобравъ  въ  немъ  члены,  заключаю1д1е  х^,  х^,  Хд,  найдемъ,  что  эти 
члены  суть: 


+  (ж  — 2««+^'Р'Ы. 


НО  если  применить  формулу  (293)  кинематической  части  (стр.  251)  къ 
центру  ииврц1п  С  и  къ  направлен1ямъ  осей  Е,  Т,  2,  то  окажется,  что 
тричлены,  помноженные  въ  посл1>диемъ  выражен1и  на  х^,  х,,  х,^  равняются 
проэкд1ямъ  ускорен1я  центра  ннерц1и  С  на  оси  Е,  X,  2,  сл'Мовательпо, 
посл'1Ьднее  выражеи1е  равняется: 

Присосдинивъ    къ    преобразованному   такимъ   образомъ    выраженхю 


.■' 
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(7()5)  сумму  (763),  найдемъ,   что  равенство  (567,  А)   получитъ  сл'Ьдуюпцй 
видъ: 

(В,  -  Мхс")Ьх„-{-{В,  —  Му,")Ьу„+(Вс  —  Ж0<:")8^«.+ 
{{Л^\—  Ы^' +р(л„)5  —  г{л„\  +  Жа-^с  —  Ж^а.)в^  + 

(Ш^-  Ы^'+зЫе — ри»),,  +Ж-К  -Жар.)вг=о,.  (765,Е) 

а  отсюда,  на  основан1и  леммы  §  76-го  (стр.  386),  выведемъ  дифференд1аль- 
ныя  уравнен1я  (616,  А)  (стр.  537)  и  (758)  (стр.  543). 

Полученныя  диффереещальныя  уравненхя  (758)  суть  диффе- 
ренц1альныя  уравнен1л  перваго  порядка  относительно  величинъ 
р,  д^  и  г;,  къ  нимъ  сл-Ьдуетъ  еще  присоединить  уравнен1Я  (119) 
стран.  105  кинематической  части: 

^Р=  — ^8Ш^С08Э -+■  ^^8ШЭ.    .    .    .    (700,  а) 
2=  -^^  8Ш  д5  81П  Э  +  "2^  С08  Э.    .    .    .    (768,  Ъ) 

г-      ЖС08^+Ж (768,  с) 

Можно,  кром'Ь  того,  прямо  составить  Лагранжевы  дифференц1альныя 
уравиенгя  втораго  иорядка  относительно  координатныхъ  параиетровъ  д$, 
ж,  9,  зам'Ьняюиия  шесть  диффереиц1альн1аъ  ураввен!&  нерваго  иорядка: 
(758)  и  (768);  эти  уравнешя  будуть  сл'Ьдующхя: 

— -^  =  -^+{^Цу^^ж  —  {ЛХ^тж.  .  ('<'69,а) 


^  =  ш  +  (Л^' (76».Ь) 


дТ 


+ (( До)»  С08  ^ж^  +  (До)у  8ш  (ж;)  8111  д5  +  ( До)я  С08  д5;  .  .  (769,  с) 
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при  состамен1и  этихъ  уравнешй  предполагается,  что  р^  д,  г,  заключаю- 
щ1яся  въ  выражеши  (733,  Ыз)  живой  силы  2\  зам']Ьнены  вторыми  частями 
равенствъ  (768,  а,  Ь,  с). 

§  120.  Такъ  называемое  вращеи1е  твердаго  т^Ьла  по 
инерц1и. 

Прежде  всего  остановимся  на  т'Ьхъ  случаяхъ,  въ  которыхъ 
главный  моментъ  задаваемыхъ  силъ  вокругъ  центра  инерщи  сво- 
боднаго  твердаго  т'Ьла  равенъ  нулю. 

Вращательное  двихен1е,  совершаемое  въэтихъслучаяхътвер- 
дымъ  тФломъ  вокругъ  его  центра  инерщи  (7,  называется  враще- 
нгемъ  по  ииерцги;  въ  настоящемъ  параграф'^  займемся  изучен1емъ 
законовъ  этого  вращешя. 

Прежде  всего  сл4дуетъ  получить  интегралы  дифференщальныхъ 
уравнешй;  число  искомыхъ  интеграловъ  равно  12-ти,  такъ  какъ 
число  независимыхъ  координатныхъ  параметровъ,  опред'Ьляющихъ 
положеше  свободнаго  твердаго  т'Ьла  въ  пространств*,  равно  шести. 

Шесть  изъ  числа  всЬхъ  интеграловъ  суть  интегралы  диффе- 
ренщальныхъ  уравнешй  (616,  А)  движешя  центра  инерщи  т'Ьла, 
остальные  шесть  суть  интегралы  дифференц1альныхъ  уравнен1Й 
вращательнаго  движен1я. 

Въ  разсматриваемыхъ  нами  зд'Ьсь  случаяхъ  дифференцхальныя 
уравнен1Я  вращешя  тФла  вокругъ  центра  инерц1И  могутъ  быть 
представлены,  или  въ  вид*  уравнен1й: 

ИЛИ  въ  вид*  Эйлеровыхъ  уравнешй: 


91е1        («с 

ОЗе  %  -  (бе  ■ 

—  %)гр 

^с%-(% 

-  аЗс)м 

(762,  Ь18) 


я  уравнешй  (768). 
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Интегрируя  диффоренщальныя  уравнен1я  (770),  получаемъ 
три  интеграла: 

{лХ=  С,,  М,=  С,,  Ы,  =  (7з, (653) 

выражающ1е^  что  законъ  п лошадей  им'Ьетъ  и'Ьсто  во  всякой  пло- 
скости, проходящей  черезъ  центръ  инерщи. 

На  основанш  формулъ  (659)  стр.  472,  эти  интегралы  мо- 
гу тъ  быть  представлены  такъ: 

или,  на  основаши  выражен1й  (761)  стр.  544,  такъ: 

^ср1у+Щ1^у+(^сГУу-=  С\ (771,Ъ) 

Следовательно,  при  вращети  твердаго  тгьла  по  инерщи ^ 
главный  моментъ  количестег  движенгя  вокругъ  центра  инерщи 
сохраняетъ  постоянную  величину  и  постоянное  направленге 
въ  пространствп». 

Равенство: 

91.У +  «сV+«^сV=(?^ (772) 

(гд*  Сг^=С1^  +  С'2^  +  С'з^)  выражающее,  что  главный  моментъ  {л)с 
сохраняетъ  постоянную  величину,  есть  одинъ  изъ  интеграловъ  Эйле- 
ровыхъ  уравненШ  (762,  Ыз);  въ  самомъ  д-Ьл*,  помноживъ  первое 
изъ  нихъ  на  2%Ру  второе  — на  293^2?  третье  —  на  2бсГ  и  сло- 
живъ  эти  уравнен1я,  получимъ:  во  второй  части —  нуль,  а  въ  пер- 
вой— производную  по  Ь  отъ  первой  части  интеграла  (772). 

Такъ  какъ  элементарная  работа  всЬхъ  задаваемыхъ  силъ  въ 
настоящемъ  случа'Ь  выразится  тричленомъ: 

В^х1+В^Ус+В,а^,^ 

и  такъ  какъ  изъ  дифференц1альныхъ  уравнешй  (616,  А),  выра- 
жающихъ  законъ  движен1я  центра  инерщи,    сл^Ьдуетъ,  что  этотъ 


N 
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тричленъ  равняется  дифференцхалу  живой  силы  центра  инерщи 
(-у  г?/),  то  остальная  часть  живой  силы,  а  именно  живая  сила 
вращательнаго  движбН1я,  должна  сохранять  постоянную  величину: 

^^+®едЧбЛ=А; (773) 

это  равенство,  представляющее  четвертый  интегралъ  дифферещаль- 
ныхъ  уравненШ  вращательнаго  движенхя  т'Ьла,  можетъ  быть  полу- 
чено еще  сл'Ьдующинъ  образоиъ:  поиноживъ  уравнен1я  (762,  Ыз)  на 
р^  ^^  г  ж  сложивъ,  получимъ  во  второй  части  нуль,  а  въ  пер- 
вой— производную  по  I  отъ  первой  части  равенства  (773). 

Им'Ья  эти  четыре  интеграла,  можно  уже  составить  себ'Ь  н'Ь- 
которое  понят1е  о  вращенш  т'Ьла  по  инерцш,  какъ  показали 
Поансо  (Рохпво*)  и  Макъ-Куллахъ  (Мае  СиИадЬ). 

Поансо  зам4тилъ,    что  при  вращеши  т-Ьла   по  инерц1и   цен-  //"'.«^--^д  '- 
тральный  эллипсоидъ  катится  безъ  скольжен1я  по  двумъ  плоско-    .■ ,.  ^и^ 
стямъ,  параллельнымъ  неизм'Ьняемой  плоскости;   это  можетъ  быть 
доказано  сл^Ьдующимъ  образомъ. 

Проведемъ  черезъ  центръ  инерц1и  т^ла  мгновенную  ось  и 
найдемъ  точку  перес4чен1я  ея  съ  поверхностью  центральнаго  эллип- 
соида инерц1и: 

^^'Л-^с-п+^сС^м.д' (774) 

Координаты  и  рад1усъ  векторъ  р  этой  точки  должны  удовле- 
творять уравнен1Ю  (774)  и  равенствамъ: 

^  —  ^^   ^^  —  л.    А  —  л.  п^^л 

Ро  ~   2'      Ро  ""    2'      ро  ""    2'   *   •   •   •   ^'*^>' 

подставивъ  выражешя  для  $,  т].  С,  получаемыя  изъ  (775),  въ 
уравнеше  (774),  получимъ: 

Проведемъ  черезъ  эту  точку  (^о)  %,  Со)  касательную  плоскость 
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въ  эллипсоиду   инерщи;    разстоян1е    этой   плоскости    отъ  центра 
иеерц1И  С  будетъ  равно: 


т.  е.,  плоскость,  касательная  къ  центральному  эллипсоиду 
инерщи  въ  точкгь  пересгьченгя  его  мгновенною  осью,  находится 
въ  постоянномъ  разстх>янги  отъ  центра  инерцги. 

Косинусы  угловъ,  составляемыхъ  съ  осями  2,  Т,  2  нормалью  Л^ 
къ  эллипсоиду  инерщи  въ  точк*  (?о,  7|о,  Со)?  выразятся  такъ: 

С08(^^^,  Г)=  -^  =  С08  (Лс,  Т),    С08  {N,  2)  =  -^  =  С08  {Лс,  2) 

т.  е.,  вышесказанная  касательная  плоскость  перпендикулярна 
къ  направленгю  главнаго  момента  количествъ  движенгя  тгьла 
вокругъ  центра  инерцги,  а  следовательно  она  параллельна 
неизмтьняемой  плоскости. 

Итакъ,  при  вращен1и  т'Ьла  по  инерщи,  центральный  эллипсоидъ 


*)  Можно  показать,  что  В  не  можетъ  быть  бол*е  ддинн'Ьйшей  главной 
осп  эллипсоида  инерщи  и  не  можетъ  быть  менЬе  кратчайшей  его  оси;  для 
того  составимъ  изъ  равенствъ  (772)  и  (773)  два  сл'Ьдующхя: 

(83  -  31)93^^  +  (6  —  21)6г'  =  0^  —  2Ш 
(6  —  91)  V  +  (6  —93)932^=  2/^6  —  (?^ 

если  31  есть  напменьпай,  а  6  —  наибольш1й  главный  моментъ  инерщи,  то 
первыя  части  этихъ  двухъ  равенствъ  не  могутъ  быть  мен'Ье  нуля,  а  потому 

-утзг  не  оол^е  -^  и  не  менъе  -^ . 
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его  постоянно  ирвкаеается  къ  двуяъ  п.1(Н'К»г,тя«ъ,  параллельный!. 
веизн'Ёняеной  плоскости  и  отстоащвя'ь  отъ  аея  ва  разстоян1дхъ 
равнихъ  В  {111). 

Движбше  т11ла  и  эллипсоида  совершается  притонъ  такъ,  пти 
лишл,  проходящая  черезъ  центръ  и  черезъ  обЬ  точки  прикосновешя, 
есть  игновевная  ось  врап(ен1я;  сл'Ёдовательво,  эллапсоидъ  иверфи 
катится  безъ  скольхешя  по  дв;^!!]   вышесказаннымъ  плоскостлмъ. 

Т01Ш  прикосновения  непрерывно  иш'Ъвлютъ  свои  иЪста  и  на 
эллйпсоид'Ь  в  ва  илоскостяхъ;  та  лин1Я,  которую  точка  прикос- 
новеИ1Л  чертитъ  на  эллипсоид'Ь,  называется  полодгею,  а  та,  ко- 
торую она  чертитъ  на  плоскости, — эрпоАодъею. 

Угловая  скорость  2  не  остается  постоянною,  но  проэкц!я  ел  на 
направлен!»  главнаго  момента  (л^  сохраняетъ  постоянную  величин;; 
въ  самоиъ  д^л*,  интегралъ  (773)  можетъ  быть  продставлевъ  такъ: 


откуда  сл4дувгь: 


л,2со8{л„0)=  Ш, 
2соа(Лс,  а)=  ^ 


(Г78) 


Макъ-Куллахъ  аан11тнлъ,  что  гиратооовый  яллипсопдъ  (см.  сгр.  4!И) 
при  вра[цев1>[  тЬла  по  ниергио  движется  так'!.,  Ч1Ч)  цоверхност).  его  иро- 
кпди1"[.  ЧЁреаъ  дв1|  точип,  накодащйк^я  ва  ваиравден!!!  гдавнаго  нононта 
количествъ  дв11жен1я  тУлл  въ  холтоляомхъ  разстолн1)и['ь  оп.  центра 
иоерЕЦи. 

ЧтоЙн  [шкааатг.  это,  опредЬлкыт,  тпчки  11ерес11ЧРН1Я  иоверхносги  ги- 
рацшнааю  элтпсоида 


5* 


Ч- 


+  «'-  =  - 


.  («99,  Ый) 


I   наиравлешеыъ  глапииго  ыомета  л,;    координаты    €,,  т;,,  !^,  и  рид^усъ  не<Е- 
торъ  каждой  таш^й  точки  должны  удиплетворлть  равевствамъ: 
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и  уравнен1ю  (699,  Ы§).  Изъ  этихъ  равевствъ  и  изъ  равенства  (773)  сл'Ь- 
дуетъ: 

'•  =  711 <™) 

т.-е.,  (>4  есть  величина  постоянная. 

Черезъ  эту  точку  проведемъ  тсасательную  идоскость  къ  эллипсоиду; 
ра8столн1е  ея  отъ  центра  С  окажется  равиымъ: 

Е=^/% (780) 

а  направлеше  ея — перпендикулярнымъ  къ  мгновенной  оси.  Сл'Ьдовательно, 
величина  угловой  скорости  обратно-оропорцюнальна  длин*!}  перпендику- 
ляра, опущеннаго  изъ  центра  С  на  касательную  плоскость,  проведенную 
къ  гиращонному  эллипсоиду  въ  точкЬ  (^4,  7),,  2;^. 

Для  полнаго  р'Ьшен1я  вопроса  остается  произвести  еще  два 
интегрировашя. 

Поинохивъ  первое  изъ  Эйлеровыхъ  уравнен1й  (762,  Ы»)  на 
(р :  9(с),  второе — на  (д :  83»,),  третье — на  (г :  (Вс)  и  сложивъ,  по- 
лучимъ: 

Р4шивъ  равенства  (772),  (773)  и 
относительно  р^^  з^  г^,  найдемъ  *): 

р^=-  а{^^,'-^\  з'=К^2'-  2'),  г'=-  с{щ'  —  й\  .  (781) 

гд4: 


О) 


2_2Л(6  +  ^)-^^       7   _ 


т 


2  _   2Л(Ш  +  »)  -  (^^'  _  ^^ 


')  Для  краткости,  не  будемъ  ставить  значковъ  с  внизу  буквъ  1С,  ^,  (]Г. 
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На  основан1И  неравенствъ: 

2М-(?'>0,  (?'— 2Ш>0 (782) 

окажется,  что  щ  и .  ша^  бол4в  вуля  и  что  щ  бол'Ье  шх^  и  щ; 
если,  кром*  того,  принять  въ  разсчетъ,  что  31 + 33  >  6,  то  ока- 
жется, что  и  0)8^  бол4е  нуля. 

Разность  между  шх*  и  шз^  выразится  такъ: 

(щ'—  0)3^)  31Я36  =  (6  —  91)  ((?^  —  2АаЗ); 
отсюда  видно,  что 

<^>/ >  соз',  если  (?'  —  2т  >  О,  т.-е.,  если  1)<  /  ^, 

О),'  <  соз',  если  а^  —  2т  < О,  т.-е.,  если  ^>  >  ]/  ^ , 

Посл'Ьднее  дифференщальное  уравнен1е,  по  подстановлен1И  въ 
него  выражен1й  (781),  приметъ  сл4дующ1й  видъ: 


1   ^2» 


2     а!; 


=  —  1/«-2^)(2^-о>/)(9^-«>/)   .   .  (783) 


Такъ  какъ  производная  отъ  9^  не  можетъ  им'Ьть  инииыхъ 
значен1й,  то  Из  не  можетъ  выходить  изъ  пред-блонъ: 

0)2^  и  (оД  если  а^—2т>о 

0)2^  и  а)з^  если  (х2  —  2А95  <  0. 

Для  интегрировашя  дифференц1альнаго  уравнен1я  (783)  можно  посту- 
пить такъ: 

1)  Если  2)  мен'1Ье  длины  средней  главной  полуоси  эллипсоида  инерщи 
{С^2>2Л35),  положимъ: 

2'  =  О),'  —  (о),'  —  О)/)  8ш'  ср; 
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дифферевц1альное  уравнеше  (783)  получить  сл'1дующ1Й  видъ: 


^  =  х^^1-й^8ш*,р (784) 


си 


X  =  1/<^г^  =  /(в=^№:1Ж)  ....  (785) 


/^  —  о>,2_ц,^2  —  (8:_д5 '  а'-2т и^о^ 

Подобно  тому,  какъ  было  показано  на  стр.  209,   условимся  брать  за 
начальное  8начен1е  ^о  уголъ,  заключающхйся  въ  пред^^лахъ: 

0>?о>--2-.   если  (-5Г^>0, 
и 

0<<Р„<       ^,  если  {-зг\>0, 

причемъ  квадратъ  синуса  «Ро   и  начальное  значенхе  ^о'  опред'Ьлятся  изъ 
равенствъ: 


8Ш   со 


2     _  <-^о'   ^1 


й92> 


V  ^^  /о 


въ  такомъ  случа'Ь  <р  будетъ  непрерывно  возрастать  во  все  время  дви- 
жен1я. 

Если  означить  черезъ  и  интегралъ: 

^     |/  1  —  Й*  8Ш^  ср 

о 

который  на  стр.  210  обозначенъ  черезъ  ^{^^Цу  то  законъ  возрастанхя  и 
выразится  такъ:  г*  ^  г^^  +  *^^»  гд'Ь  «*о  =  Д  ?01  *)• 

Величина  г<  (787)  есть  функщя  отъ  «р  и  А;;  обратно,  <р  есть  функц1я 
отъ  и  а  к^  называемая  амплитудою  отъ  и  по  модулю  к;  ее  обозначаютъ 
сл']^дующииъ  знакомъ:  ^  =  в.т(щк)  или  проще:  атге. 

Сл']^довательно: 

<р  =  ат(х^  +  щ)у  2'  =  <»>2'  "■  (^2^  —  ^4^)  8^^*  ат(х^  -|-  Мо). 
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Функд1и: 


8Ш  <р,    С08  9)    VI  —  Л^  8Ш  9 


называются  син^сомь  амплитуды  (и\  косинусомъ  амплитуды  {и)  и  дельтою 
амплитуды  {и)\  посл']^дняя  обозначается  такъ:  Латг«. 

Изъ  выражешй  (781)  сд']Ьдуетъ: 


Р 

Я. 
г 


кж  1/асо8ат(х^  +  щ)  ] 
кх\/Ъ8т  ага(х^  +  г^^) 
X  /с Д  ат  (х^  +  ^о) 


.  (788) 


2)  Если  2)  бол'Ье  длины  средией  главной  иолуоси  центральнаго  эллип- 
соида инерц1и  (6г^>2Д1В),  положимъ; 

д>  =  (о^'  —  ((Оз'  —  «>з')  8Ш'  ? 


(5^8      ^^--2Ш 


получнмъ  тогда: 


^?  =  X,  Vа^  ат  (х,^  +  ге^^ 

1 

2  =  х^А^  1/й  8ш  ат  (х^<  +  г*о) 
г  =  х,Л,  1/ссо8ат(х^^  +  ге^) 


(789) 


3)  Если  В  равно  длин'}^  средней  главной  полуоси  центральнаго  эллип- 
соида  инерд1и  (6^'  =  2Ш),  то  тогда  о),'  =  ш,*  =  -^,  а  дифференщальное 
уравненхе  (783)  приметь  такой  видъ: 


2    т 


=  — (^'~0|/<— ^'; 
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аам'Ьнпвъ  (ш,*  —  2')  черезъ  (з^'.б)  и  интегрируя,  иолучииъ: 


-  е'(»'+^)  _  1 
р    Г    2пс 


,||<+е 


1/^        /^       .»И+^) 


е 


+  1 


• 


(790) 


П 


=  »/<-<=/ 


2Л(е  -  Ж)  («в  -  ^) 


ш^вб; 


;      п]/Ъ  =  У     -Ж 


2Л 

аз  • 


Примемъ  нааравлешб  главнаго  момента  Боличествъ  движвн1я 
за  ось  2^"*. 

Углы  д5  и  э  опред4лятся  безъ  интегрирования  изъ  сл-Ьдую- 
щихъ  равенствъ: 

21р  =  (т  С08  (^,  Н)  =  —  б^  81П  д5  созэ,   ] 

Щ=  а  сов  (г,  Г)  =       а  81П  д5  8ШЭ,    } .  .  .  (791) 

6г  =  (?со8(^,2)=       (?со8д5 


откуда: 


С08  й&  =  -^ 


(792) 
(793) 


Для  оиред'Ьлен1я  ж  придется  произвести  шестое  и  последнее 
интегрирован1е. 

ИсБЛЮчимъ  ф  изъ  равенствъ: 

^?  =  —  ж^ %тфо.о^д  +  ф т^д^  ^  =  ж'нгпф^тэ  +  ф' со^э, 


получимъ: 


ж  81П  д5  =  д  81П  Э  —  р  С08  а  = 

или,  на  основаши  равенствъ  (791): 


д  8Ш  .9  8тф—р  С089  8Ш  дб 


5Ш0 


«/'^^   —    ^2 (5*г^ 


2А  -  бг^ 


е^^ — в  V 


г  (?. 


41 
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Отсюда: 


«с  =  Г  +  |-  <  +  {2т  -  О')  %1\,  ^^-, ,  .  .  (794) 
гд'Ь  г^  должно  быть  зан'Ьнено  иолученною  выше  фунБщею  отъ  I. 

При  (Р  >  2Ш  уголь  ж  выразится  такъ: 


^  =  г+ «,  +  <,<*-"'  ^  * 


21     /    1+Н''А1«  б1п« 


®  621     /    1+Н''А1«Б1п«ат(х^+г*о)  * 


?0 


При  6^'*<2Л8  уголъ  ж  выразится  такъ: 


Сл-Ьдовательно,  въ  т15хъ  и  другихъ  случаяхъ: 

ж=ж^+-щ-1  +  ^, 

гд-Ь  <^  выражается  эллиитическимъ  ннтеграломъ  трегьяго  рода  отъ  «р,  взя- 
тымъ  въ  иред^лахъ  отъ  сро  До  ?. 

При  (Р  =  2ЛЗЗ  представпмъ  ж'  такъ: 


Ъ    '     ж  2Ш  -  &г^ ' 
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зат'Ьмъ  воспользуемся  сл']}дующпми  равенствами,  которыя  можно  вывести 
И8Ъ  формулъ  (790): 

тогда  получимъ: 

г 

отсюда: 


=^+<,Л«+аг..«[/||^|^^].  .(794,3) 


Для  того,  чтобы  составить  себ*  представлеше  о  различных^ 
видахъ  вращешл  т'Ьла  по  инерц1И,  сл'Ьдуетъ  ближе  ознакоиитьсл 
съ  видонъ  полодШ  и  эрполодШ,  *  соотв1^тствующихъ  различным? 
разстояшлмъ  В. 

Такъ  каБЪ  каждая  полодш  находится  на  поверхности  цен- 
тральнаго  эллипсоида  и  Басательныя  къ  нему  плоскости,  прове- 
денныя  черезъ  точки  ея,  отстоятъ  отъ  центра  эллипсоида  на 
одномъ  и  тоиъ  же  разстоян1и  I),  то  уравнен1я  ея  суть: 

агЧ'  +  азу  +  б'с'  =  ^- 

Эту  же  кривую  можно  разсматривать,  какъ  линш  перес^чбН1л 
эллипсоида  инерцхи  съ  коническою  поверхностью,  выражаемок 
сл'Ьдующимъ  уравнешемъ: 

01(01-^:)  $'+©(©-^)^+6(<5-^)с^  =  0,  (7951 

Если  центръ  инерц1и  неподвиженъ,  то   эта  коническая  иоверхност! 

представляетъ  собою  подвижный  аксоидъ  дагновенныхъ  осей  (см.  стр.  107) 

кинематической  части.  •*- 

\ 
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Иэъ  грсхъ  Еиэффищентовъ  атий  кооической  иивор^списта  второго 
порядка  иосл-Ьдв1й  —  всегда  положительный,  а  первый  —  вгнгда 
отрицательный,  иотоиу  что: 


I 


кояффи[1,1о!1тъ  жв  у  т  иИ'Ьетъ  иоложитильную  величину  тогда,  когда 
1>  бчжЬе  длины  грсдш'Я  ыолуоса  эллипсоида  инерц1и  н  онъ  ам4цтъ 
величину  отрицательную  тогда,  когда  7>  мен-Ье  этой  полуоси. 

Следовательно,  если  (."г*<2Ш,  т. -е.,  В  ддина'Ье  средней 
нолуосв,  то  коническая  поверхность  (71)5)  обхвагываетъ  ось  а, 
а  иотоиу  иолод1я  есть  заикнутал  кривая,  окружающая  собою  а^- 
которую  такую  часть  поверхности  эллипсоида,  которая  заключаотъ 
вг  себ*  коноцъ  его  большой  полуоси;  такова,  наприи^ръ,  полод!я 
евхе^ез  на  чертеж*  77-мъ. 

Если  (5*>2Ш,  т.-в.  В  короче  средней  полуоси,  то  кони- 
ческая поверхность  (795)  обхватнваетъ  ось  2,  а  нолод1я  ость 
замкнутая  кривая,  окружающая  собою  коноцъ  иалой  полуоси  на 
иоворхности  аллипсоада;  такова,  наприш^ръ,  полод1я  гьма- 

Каждой  полод1и,  находящейся  на  одной  половине  эллипсоида, 
соотв^тствуетг  совершенно  такая  же  другая  кривая  аа  другой 
половин*  его;  об*  кривая  суть  ливш  яерео4чен1я  поверхности 
эллипсоида  одною  и  тою  же  коническою  аоверхаостью. 

При/),  равноиъ длин* средней  полуоси,  т.-е.,  при(.?^=2АШ, 
полодими  служатъ  два  эллипса  ^Ь^Ч/  и^,Ь^\Ь'  (черт.  77),  обра- 
зуете пиресФчен^енъ  поверхности  эллипсоида  ллосбостлии: 


=  :=с/1 


а:(ё-») 


При  О^,  раввоиъ  2Ш,  нолодЕяки  слуясатъ  концы  б^льтихъ 
главянхъ  полуосей,  а  при  6^,  равнонъ  21М,  —  концы  шалыхъ 
полуосей  эллипсоида  инерц1и. 

Эрнолодш  суть  плосюя  кривыя,  образуемый  нересЪчешсиъ  тьй 
плоскости,  по  которой  эллипсоидъ  катается,  съ  некоторою  кони- 
ческою поверхностью. 
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Эта  коническая  поверхность  образуется  иолоАен1ЯМ0  мгновенной 
оси  въ  пространств'Ь,  когда  центръ  инерц1и  вращающагося  т^^ла 
неподвиженъ. 

Направлеше  мгновенной  оси  въ  иространств']^  можетъ  быть  выражено 
ведииинами  угловъ  ^^^  и  ^^  иодра8ум']^вал  иодъ  ^^  уголъ,  составляемый  иа- 
правлен1емъ  угловой  скорости  2  съ  направлешемъ  главнаго  момента  ко- 
личества движен1я  т*ла  (который  предполагается  параллсльнымъ  оси  ^®'*) 
а  подъ  ф  —  уголь,  составляемый  плоскостью,  проведенною  черезъ  напра- 
влеше мгновенной  оси  С2  и  черезъ  главный  моментъ  С^\  съ  плоскостью 
20Х.  Эти  углц  выражаются  ел  Ьдующимъ  образомъ  въ  проэкц1яхъ  угловой 
скорости  на  неподвижный  оси  координатъ: 

со1ё  ь  = -=й=. ,   1^^  =  ^-, (796) 


гд1; 


Е  =  ^  (си.  (778))  и  р  +  <^'  =  2' — ^г^ 


Для  того,  чтобы  составить  уравнен1е  вышесказанной  конической  по- 
верхности, сл'Ьдуетъ  выразить  Р  и  ^  функц1ямп  времени  I  и  затУшъ  исклю- 
чить ^  изъ  равенствъ  (796). 

Вместо  этого  можпо  составить  дифференщальное  уравнсн1е  кониче- 
ской поверхности  или  даже  прямо  дпфференц1альиое  уравненхе  эрполод1и; 
проинтегрировавъ  составленное  уравнен1е,  должны  будемъ  получить  урав- 
неше  эрполод1и  въ  конечномъ  вщ'Ь, 

Теперь  будетъ  выведено  дифференцхалыюс  уравнеше  эрполод1и,  но 
оно  буде'П>  зд'Ьсь  проинтегрировано  только  для  случая  6г*  =  2Л35. 

Прежде  всего  составимъ  выражен1е  для  производной  отъ  ^  по  (: 


(797) 


Поансо  нашелъ,  что  эта  производная  выражается  простою  функц1ей) 
отъ  соЩ  '^'ч  Д-^я  получен1я  этого  выражен1я,  подвергнем!)  вторую  часть  ра- 
венства (797)  сл^^дующимъ  преобразован1ямъ. 

Выразивъ  Р  и  б  по  формуламъ  (118),  а  Р'  и  §'  по  формуламъ  (132) 
кинематической  части,  и  совершивъ  надлежап;1я  преобразован1я,  най- 
демъ: 

Рд'  -дР  =  (дг'  -  гд^Х  +  (гр'  -  рг')^,  +  (м'  —  ЯР%, 


•-:•« 
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а  если  зам-Ьнимъ  производныл  р\  </',  г'  выраженыии  ихъ  въ  ^,  ^^  /\  полу- 
чаемыми И8ъ  дифференц1а;|ьныхъ  уравиен1й  (762,  Ыз),  то  ыайдемъ: 

р^—^р=^ щщ , . .  (7»7,Ь18) 

подразум1>вая  иодъ  а,  р  и  у  сл']^дующ1л  выраженш: 

Помо1цью  этихъ  величинъ  а,  р  и  1^   могутъ  быть  выражены  величины. 
(0^^,  ш,*,  соз',  именно: 

«>|  — ^= щ ^  — —  Рт, 


2 
О). 


=:^г'— Рт,  а,/=^г'  +  а7,  «„*=БЧар.  .  .  .  (799) 


Вырази  въ,  В1»  (797,  Ыз),  косинусы  Х^,  {^-^,  V^  въ  р^  д,  г  по  формуламъ 
(791),  зам*нивъ  ^р*,  д^  г»  выражен1ями  (781),  а  <о,^  «Д  сод'—  выражешями 
(799),  и  нринявъ  во  вниманхе  сдЬдующхя  тождества: 

21(6  —  93)  —  93(6  —  91)  +  6(83  —  91)  ==  О, 

(е-»)(б;-«)(»~«)        ~^» 

долучимь: 

-Р<2' — <?^"  =  Д  ^'  —  2г') — арт, 

а  потому: 

^  =  Д  -  5  со*8^!^ (800) 

ТаЕОва  формула,  найденная  Поансо. 

Вм-Ьсто  со1:§й  можно  ввести  въ  эту  формулу  величину  рад1уса  век- 
тора г  эрполод1и,  проведеннаго  изъ  точки  пересЬчснхя  плоскости  кривой 
направлен1емъ  главнаго  момента  количествъ  движешя.  Такъ  какъ  рад1усъ 
векторъ  г  и  разстоян1е  I)  суть  катеты  прямоугольнаго  треугольника,  им-Ью- 
щаго  гипотенузою  радхусъ  векторъ  эллипсоида  инерц1п,  направленный 
вдоль  по  мгновенной  оси,  то: 


Г  =  1)1;д[^  =  5Д<;§»  =  е|/^>-^г«;   г^^ 


—  564  — 

а  потому  формула  (800)  получить  сл'Ьдующ1й  видь: 

^|-=:^г_^е' (800,  А) 

Производную  отъ  г  по  ^  можемъ  выразить  сл']Ьдующимъ  образомъ: 

Ж  =  -  -^  »/№  ~  г*)  («'  +  в-^Рт)  («'  -  ^'Щ.  .  .  (801,  А) 

Изъ  уравнешй  (800,  А)  н  (801,  А)  получимъ  сл-Ьдующее  дифференц1аль- 
ное  уравнёше  эрполод1Й: 


Въ  томъ  случа-Ь,  когда  Сг^  =  2Л35,  т.-е.  Р  —  О,  это  уравнен1е  получить 
сл'1^дую1ц1й  видъ: 

д,г         й^_^  ^ 


интегрируя,  получимъ  уравнёше  кривой  лиши: 


(803) 


^~  в~  в  ~  в  V 


щ^  с  есть  произвольная  постоянная. 

Кривая,  выражаемая  уравненхемъ  (803),  изображена  на  черт.  78-мъ. 
Она  ии^етъ  видъ  двойной  спирали,  об*]^  половины  которой  ассимптоти- 
чески  завиваются  вокругъ  точки  К  (г  приближается  къ  нулю  при  прибли- 
жен1и  <Ь  къ  +  с»  и  къ  ~  оо);  при  ф  =  —  с  радхусъ  векторъ  кривой  им-Ьетъ 
наибольшую  величину.  Лин1я  МКЖ^  на  которой  находятся  точки  пересЬ- 
чешя  об'Ьихъ  половинъ  кривой,  есть  ось  симметрш  ея. 

При  помощи  полученныхъ  выше  дифференц1альныхъ  уравнен1й  можно 
составить  себ*]^  понятхе  о  н']^которыхъ  свойствахъ  прочихъ  эрполод1Й;  нач- 
немъ  съ  кривыхъ,  соотв']^тствующихъ  разстояЕ1ямъ  1>,  меньшимъ  длины 
средней  полуоси  эллипсоида  инерщи. 
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Въ  этихъ  случаяхъ  2Ла5  <  (т\  то  есть  р  <  0;  означимъ  положительную 
величину  (—  р)  черезъ  р,: 

й-     я-  ^       2Н_0^     ^. 

тогда  дифференщальныя  уравненхя  (800,  А)  и  (801,  А)  получатъ  сл4дующ1й 
видъ: 

^  =  В+^г' (800,В) 

ах 


а* 


=  --^-]/(^'«т-1*)(1''-^'Рл)(«'+е'«Р,)  .  .  (801,  В) 


Изъ  посл']Ьдняго  уравнен1я  видно,  что  вся  кривая  заключается  между 
двумя  концентрическими  окружностями,  им-Ьющими  сл-Ьдующхе  радхусы: 

и  что  она  прикасается,  поочередно,  то  къ  наружной  окружности  радхуса 
Г|,  то  ко  внутренней — рад1уса  Гз.  Изъ  дифференцхальнаго  уравнен1я  (800,  В) 
видно,  что  при  г  =  Г4  угловая  скорость  рад1уса  вектора  т  им-Ьеть  наимень- 
шую величину  (2^  +-Р1),  т.-е.  (6г:95),  а  при  г  =:Г2  — наибольшую  величину 
{Е  =  а),  т.-е.  (6г :  Ш).  На  чертежахъ  79-мъ,  80-мъ  и  81-мъ  изображены  н*- 
которыя  из'1ь  замкнутыхъ  эрполод1§  этого  вида. 

Въ  т-Ьхъ  случаяхъ,  когда  разстояше  I)  бол^е  средней  полуоси  эллип- 
соида инерцш,  величина  р  бол-Ье  нуля,  такъ  какъ  2Ш  >  бг*. 

Изъ  дифференц1альнаго  уравнешя  (801,  А)  видно,  что  при  положитель- 
ыомъ  ^  эрполод1я  заключается  между  двумя  концентрическими  окружно- 
стями, им-Ьющими  сл-Ьдующхе  радхусы: 

* 

и  что  она  прикасается  къ  нимъ  поочередно.  Изъ  дифференщальнаго  урав- 
нен1я  (800,  А)  видно,  что  угловая  скорость  рад1уса  вектора  х  им']^етъ  наи- 
большую величину  (В  —  Р)  =  (6г :  8)  при  наибольшей  величин-Ь  (г  =  г^)  и 
наименьшую  величину  {В  —  '{)  =  {€г:(&)  при  наименьшей  величин-Ь  (т=Га) 
рад1уса  вектора.  Прим']^ры  эрполод1й  этого  рода  см.  на  чертежахъ:  86,  87, 
88  и  89. 

При  (т^=  2Ш  9рполод1ею  служитъ  точка  К,  въ  которой 
плоскость  прикасается  къ  концу  большой  полуоси  эллипсоида;  при 


XI  ~<;.е.П1. 
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0'^=2Ш  9рпояод1ею  елужитъ  точка  прдЕосновен1Я  плоскости  къ 
концу  малой  полуоси  эллипсоида. 

§  121.  Раздич1е  между  главными  осями  ииерц1и  по 
отношепцо  къ  устойчивости  вращео1я. 

Вращен1е  твердаго  т'Ьла  по  инерцш  иожетъ  совершаться  съ 
постоянною  угловою  скоростью  только  вокругъ  одной  изъ  главныхъ 
осей  ияерцш;  въ  самоиъ  дФл'Ь,  изъ  дифференц1альнаго  уравнен1я 
(783)  видно^  что  2^  можетъ  быть  равно  постоянной  величин'Ь 
только  при  услов1И,  чтобы  оно  равнялось  одной  изъ  трехъ  величинъ: 
^1,  Ш2^  (1)3^  а  изъ  выражешй  (781)  сл'Ьдуетъ,  что  тогда  равна 
нулю  одна  изъ  величинъ  р,  ^  или  г.  Положимъ,  что  О^  =  шх^, 
такъ  что  2)=0;  если  взглянемъ  на  первое  изъ  дифференд|а.1ьиыхъ 
уравнен1й  (762,  Ыз),  то  увидимъ,  что  р  не  можетъ  быть  по- 
стоянно равнымъ  нулю  безъ  того,  чтобы  не  была  равною  пулю 
одна  изъ  двухъ  другихъ  проэкцШ  угловой  скорости:  ^  или  т. 

Подобнымъ  образомъ  убедимся,  что  2  можетъ  быть  постоян- 
ною величиною  только  въ  сл'Ьдующихъ  трехъ  случаяхъ: 

1)  если  постоянно  ]р  =  0  и  ^^  =  0,. 

2)  если  постоянно  г  =  О  и  р  =  О, 

3)  если  постоянно  3  =  0  и  г  =  0; 

въ  первомъ  случа*  т'Ьло  вращается  вокругъ  малой  оси  эллипсоида 
инерц1И,  во  второмъ  —  вокругъ  средней,  въ  третьемъ  —  вокругъ 
большей. 

Въ  зтихъ  случаяхъ  ось  вращен1я  сохраняетъ  не  только  неиз- 
менное положенхе  въ  твердомъ  гйлФ,  но  и  кром*  того  постоянное 
направлен1е  въ  пространств*,  въ  чемъ  нетрудно  убедиться  при 
помощи  имеющихся  формулъ. 

Наприм'Ьръ,  если  ^р=Оиг=0,  то  изъ  формулъ  (791)  видно, 

чтодб=-тг  и  9=-^  или  -^  ,  а  тогда  изъ  формулъ  (107)  и 
(108)  кинематической  части  (стр.  94 — 95)  заключимъ,  что: 

Р=0,  (^  =  0, 

следовательно,  угловая  скорость  постоянно  совпадаетъ  съ  осью  ^''. 
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Изъ  этого  сл'Ьдуетъ,  что  свободное  твердое  тгьло  можетг 
вращаться  по  инерцги  равномтьрио  только  вокругг  своихъ  глав- 
ныхъ  осей  инерцги;  при  такомъ  вращенги  та  ось,  вокругг 
которой  вращенге  происходить^  сохраняетъ  постоянное  на- 
правленге  вг  пространствп». 

Для  того.,  чтобы  т*ло  вращалось  вокругъ  которой-либо  изъ 
главныхъ  осей  инерц1и,  необходимо,  чтобы  начальная  угловая 
скорость  была  направлена  до  этой  оси. 

Совиадаетъ  ли  начальная  угловая  скорость  съ  одною  изъ  главныхъ 
осей  инерцги,  или  н^тъ,  во  всякомъ  случае,  для  полна  го  опред'Ьленгя 
вращательнаго  движен1я  твердаго  Ила  необходимо  знать  начальныя  по- 
ложсн1я  главныхъ  осей  инерщи  въ  пространств']^,  начальное  наиравлен1е 
угловой  скорости  и  начальную  величину  ея,  т.-е.,  начальныя  значен1Я 
угловъ  ф,  ж^  9  и  цроэкщй  Р,  ^,  В  угловой  скорости  на  направлешя 
неподвижныхъ  осей  координатъ.  По  этимъ  начальнымъ  даннымъ  и  по 
формуламъ  (47)— -(54)  кинематической  части  опред'Ьлимъ  начальныя  зна- 
чешя  косинусовъ  Х^.,  л^,  Х^,  (а^,  [х^,  {х^,  Vд.,  V^,  V^,  а  зат^мъ,  по  форму- 
ламъ (116)  кинематической  части,  —  начальныя  значенхя  р^,  ^^,  г^  про- 
экц1й  угловой  скорости  на  направлешя  осей  2,  Т,  2;  дал'Ье,  по  фор- 
муламъ (772)  (стр.  550)  и  (761)  (стр.  544^  опред'Ьлимъ  величину  (х  глав- 
паго  момента  количсствъ  движешя  т'Ьла  (вокругъ  центра  инерщи)  п  на- 
чальное направлеше  его  относительно  осей  2,  Т,  2,  а  по  формуламъ 
(659)  стр.  (472)  опред-Ьлимъ  паиравлен1е  его  въ  пространстве.  Это  на- 
правлен1е  возьмемъ  за  ось  ^**"*,  а  два  другхя  направлешя,  перпендику- 
лярный къ  нему  и  между  собою  —  за  оси  X®"*  и  У®"*.  Величину  живой 
силы  вращательнаго  двпжешя  т'Ьла  вокругъ  центра  ршерщи  опред'Ьлимъ 
но  формул'Ь  (773). 

Им'Ья  численныя  значен1я  величинъ  &  и  2Л,  опред']^лимъ  величину 
отношеп1я  (бг- :  2Д);  сравпнвъ  ее  съ  величинами  главныхъ  центральныхъ 
моментов!»  инерцш  даннаго  твердаго  т'1'>ла,  встретимся  съ  однимъ  изъ  сле- 
ду ющихъ  случаевъ: 

1)  ^  =  «с,     2)  6с>-^>«с,     3)  -2  =  «с, 

4)«о>|'>а(е,      5)  -^  =  31.. 
1)   Если    6^*^=:2Лвд,    то    формула    (786)    (стр.  556)   дас'п>  А;  =  0,    а 
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потому  формулы  (787),  (788),  (792)  дадутъ<р =«=«',  р  =  0,  4=0,  г=хус, 
д5  — 0;  очевидно,  это  есть  случай  вращешя  т^Ьда  вокругъ  малой  оси  цен- 
тральнаго  эллипсоида. 

2)  Если  Сг^  не  равно  2Л<^,  но  бол']Ье  2НЪс9  т^^  заковъ  вращешя  выра- 
жается формулами  (784)  —  (788),  (792),  (793)  и  (794,  1);  постоянная  Мо  и 

знаки  корней  }/»,  уЬ^  у  с  должны  быть  опред']Ьлены  по  величинамъ  и 
зпакамъ  иачальныхъ:  Ро^  ^о^  г^, 

3)  Ксди  6г*  =  2Шс,  то  законъ  вращенхя  выражается  формулами  (790), 
(792),  (793)  и  (794,  3);   изъ  формулъ  (790)  видно,  что  при  возрастанхи  ^  до 

безконечностн  величины  р  п  г  приближаются  къ  нулю,  а  ^  —  къ  ±  пуЪ^ 
то-есть,  къ 

'  2Л 


/ 


поэтому  мгновенная  ось  ассимптотическп  приближается  къ  совпадеихю  съ 
положительною  иди  съ  отрицательною  осью  Т. 

Мы  будемъ   подразум11вать   подъ  п   положительно  взятую   величину 
корня: 

тогда  знаки  корней  у  а  и  ус  определятся  по  зпакамъ  иачальныхъ  вели- 
чинъ  р^  и  Го,  какъ  это  видно  изъ  равенствъ: 


Ро   _    г^    ___       2п 


\/а        ус       е^+е 
(Эти  равенства,  а  также  и  сл11дующее: 


Е 


(804) 


?о  =  >^/ь'^ (805) 

получаются  изъ  формулъ  (790)  ирп  (^  =  0)). 

Изъ  равенствъ  (804)  сл'Ьдуетъ,  что  знакъ  корня  у  а  долженъ  быть 

одипаковъ  со  знакомъ  величины  Ро  и  знакъ  корня  ус  —  одинаковъ  со 
знакомъ  величинъ  г^;  знаки  величинъ  риг  остаются  неизм'{1нными  во  все 
время  движешя. 

Мы   условились  считать  п  положительнымъ;  въ  силу  этого   условхя 
изъ  выражен1я  для  д  ((790),  стр.  558)  сл^Ьдуетъ,   что  при  возрасташи    ( 


V,    х 


1Г,Ч 


до  беакопечности    г/  ирийлижаепш 
ферннц^альнаш  уравнегил: 


I.  пу  Ь;   е.ъ  другой  стороны  иаъ  днф- 


,^^  _  е^- 


Ш  " 


и  1131,  ТОГО  обгтоятелг.ства,  чч'о  анаин  всличниъ  г,  р  не  могутъ  цшкЁдитьин 
ирн  двияепш,  слЬдУ^'^!',  что  ^  либо  иеирерывно  воурастцеть,  либо  убы- 
вие1-ъ  во  все  вреия  движен!»;  а  ниеиыа,  <^  пепрерывпи  воврастаеп.,  если 
ияча^ьныл  гшачевы  р„  и  »■„  оба  положи гельвыа  или  о^а  итрика'гелг.пия; 
если  же  одио  нзъ.  иихъ  иоложнтельное^  а  другое  шрипатслыюе,  то  ^  пе- 
ирерывно  убываетъ.  Отсюда  ны  должны  заключить,  что  корень  у  Ь  дол- 
женъ  быть  В5ятъ  съ  ц1юг,омъ,  если  Ро>0  и  )ц>0  нлп  если  ^(о<<I  ч  Гв<0 
и,  обратио,  корень  у  Ь  долженъ  быть  ваятъ  съ  мннусонъ,  если  ^)„>0  и 
г, <0  или  если  1*и<0  и  'е^О;  въ  «врвнхъ  случаяx'^.  углонал  сворот. 
непрерывно  нриблнжаетсл  къ  совиаденЬ)  С1.  положительною  осью  Л",  во 
вторихъ— аъ  [-овипденш  съ  О1'рн1(атольною  опью  Т. 

ирндавт.  корню  ]/  Ь  падлежащхб  звакъ,  оирсд'Ьлииг  с^  пз'ь  равен- 
ства (806). 

Иат.  сЕазавваго  сл-Ьдуеп.,  что,  прираиснатривасних'ьипии  ацЛл-ь  слу- 
чаяхъ  вращешл  Т'1;ла,  точка  цере(г*чеиш  игиовонноб  осн  сь  новерхностью 
яллннгонда  мер1'и1тается  во  нниранлси!)»  (сы.  чертвжт.  83-й)  стр'Ьлвн  я„ 
если  начальное  ноложешс  ей  было  на  полуэллнис*  Ь^'р(|^  стрелки  5„  Л„  А, 
уканываютъ  направлев1л  переи'!Ьл1ен!й  ел  аъ  тЬть  случалхъ,  когда  на- 
чал1.ныл  иоложеим  ел  находятся  на  лрочпхъ  вплуаллнвсах'ь.  По  водкомг 
случа'1;  ата  точка  на  эллннсонД'Ь  приближается  ассииптотически  кг  точк'Ь 
Ь  или  Ь',  я  па  эриолод1И  она  движется  но  шгиралн  (черт.  78)  н'ь  одну  сто- 
рону, не  иан'Ьнял  нанрав.1ешя  движешя  1го  кривое,  ирнближалсь  асснн- 
нтотнчесЕН  1съ  точв!;  К. 

Еолн  въ  начальный  иоменгь  Ро^**  и  '^  =  0,  то  иэъ  равенств!.  (801) 
сл-Ьдуеть,  что  тогда  «^  равно  со,  а  яотону  тогда  у  =  «1/1/ =  (/,>;  «то— слу- 
чай вращения  'гЬла  вокруп.  средней  оси  эллнцсонда  ииерпш. 

4)  Если  1Р  нен^е  2к16^  то  вра1цен1е  т-^.ла  варахае'п^л  формулами 
(789),  (792),  (7ЯЗ).  (794,  2).  Знаки  корне (1  ^^«,  ^''ь, /^  и  величина  по- 
стояяноб  »„  должны  быть  онред'Ьлены  по  начальный-].:  рп  вш  *'</■ 

Ъ)   Если    а^  =  2Ш^    то   *:,=0,    а    потому    формулы    (789)    дадутъ 

к,!*  «,  а^Ц  '"  =  0;  это  случай  вращен^п  гвердаго  гЬла  во  пру  гг.  боль- 
шой оси  эллинсонда  1гиерц1п. 
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Главныя  оси  наибольшаго  и  наименьшаго  момента  инерц1и  на- 
зываются осями  устойчиваго  вращетЯу  а  главная  ось  средняго 
момента  инерц1и  называется  осью  неустойчиваго  вращеигя:  сей- 
часъ  будетъ  объяснено,  почему  он*  могутъ  быть  такъ  названы. 

Если  т'Ьло  вращается  вокругъ  меньшей  оси  Сс  (черт.  82)  эллип- 
соида инерц1и  и  вавая-либо  причина  отклонитъ  угловую  скорость  отъ 
этого  направлен1Я  на  весьма  малый  уголъ,  а  зат'Ьмъ  т'Ьлу  будетъ  снова 
предоставлено  вращаться  по  инерцш,  то  отвлонеше  угловой  скорости 
отъ  оси  Сс  и  при  дальнМшеиъ  движен1и  не  превыситъ  н'Ькотораго 
весьма  малаго  пред'Ьла,  такъ  какъ  поло Д1Я,  описываемая  точкою  пере- 
с'Ьчен1я  мгновенной  оси  съ  поверхностью  эллипсоида,  будетъ  замкну- 
тая кривая  ^/*,  окружающая  точку  с  весьма  т'Ьсно  со  всЬхъ  сторонъ. 

То  же  самое  можно  сказать  и  относительно  вращешя  вокругъ 
большей  оси  Са  эллипсоида  инерщи;  если  какая  либо  причина 
отклонитъ  точку  пересЬченхя  эллипсоида  мгновенною  осью  изъ  а 
въ  (/1,  то  при  дальн']^йшемъ  движеши  эта  точка  будетъ  описывать 
П0Л0Д1Ю  (;1дд./у  если  уголъ  аСуг  весьма  малъ,  то  отклонен1е  угловой 
скорости  отъ  оси  Са  будетъ  весьма  малымъ  и  во  всяк1и  моментъ 
движен1Я,  потому  что  ВС*  точки  П0Л0Д1И  ухуу,^  почти  столь  же 
близки  къ  точк*  а,  какъ  и  точка  у^. 

Следовательно,  если  т'Ьло  вращается  вокругъ  большей  или  мень- 
шей оси  эллипсоида  инерц1и,  и  если  ему  будетъ  сообщенъ  слабый 
толчекъ,  всл'Ьдств1е  котораго  угловая  скорость  отклонится  отъ  оси 
на  весьма  малый  уголъ,  то  угловая  скорость  не  будетъ  совпадать 
съ  осью  и  потомъ,  но  будетъ  описывать  около  нея  некоторую 
коническую  поверхность  съ  весьма  острымъ  угломъ  при  вершин*. 
Если  толчекъ  очень  слабъ,  то  отклонеп1я  угловой  скорости  отъ 
оси  инерщи  столь  ничтожны,  что  вращенхе  т^ла  почти  не  отли- 
чается отъ  вращешя  вокругъ  оси  инерцш. 

Поэтому  и  можно  сказать,  что  вращеп1Я  твердаго  тФла  во- 
кругъ крайнихъ  осей  инерщи  им^ютъ  устойчивый  характеръ.  Сл4- 
дуетъ  при  этомъ  заметить,  что  такая  устойчивость  им'Ьетъ  мЬсто, 
въ  какую  бы  сторону  пи  было  направлено  отклонеше  угловой 
скорости,  происходящее  всл'Ьдств1е  толчка. 
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Если  вращение  происходило  вовругъ  средвей  огл  (Л,  го  д4П- 
СТВ10  иесьиа  идлаго  Т1М'1ка  шохетъ  повлечь  за,  собою  ра:]личпыл 
изн'Ьиии!»  двнжеи!:!  т'Бла,  въ  зиписиности  отъ  того,  ио  каколу  на- 
правлеюю  будетъ  итоопенъ  иаг  точки  Ь  аонецъ  мгновенной  оси. 
Если  толчекъ  перен«съ  этотъ  конецъ  изъ  Л  въ  «1  вли  въ  х, 
(сн,  черт.  82),  то  ири  дальвМшеиъ  двнжен1и  ковецъ  игпоьннпо!)  оси 
будетъ  приближаться  къ  точк*  Ь;  сл-Ьдовательпо,  отклонение  угловой 
скорости  по  одноиу  изъ  цтихъ  двухъ  нааравл<.ш1й  11.1ечцтъ  за  собою 
аоетеневное,  хоти  и  весьма  медлеаное,  возвращеци)  ея  къ  оси  Г"". 
Наиротивъ,  ог'КЛовев1е  конца  мгновеаиой  оси  тъ  точки  Ь  вг  /']  или 
/(1  влечетъ  за  собою  дальн'Ьйшес  удален!с  ого  отъ  1г,  вели  же  толчекъ 
от1Слонилъ  конецъ  мгновенной  оси  изъ  Ь  въ  к„  к^,,  «1  или  въ  щ,  то 
дадьп'Ббшее  ■шрен'Ёщнше  этого  конца  соворшаети!  по  11олод1агь,  изо- 
браженцымъ  на  чертеж-Ь;  яри  атомъ  отклонена'  угловой  скорости 
оп.  оси  ('Ь  въ  конц*  ковцоиъ  д4ла«Т11я  весьиа  загЬтнымг  и  вра- 
и1ен!е  т-Ьда  теряетъ  всякое  сходство  г,ъ  вращен1емъ  вокругъ  оси  С!/. 

Сл'Ьдовательио,  вра1це1пе  вокругъ  оси  СЬ  им'Ьетъ  устойчивый 
хирактеръ  только  тогда,  когда  угловая  скорость,  отклоннясь  отъ 
оси  СЬ^  остается  въ  плоскости  ^Ь^',  при  оТЕлонев1яхъ  жв  но  всЬаъ 
остальныиъ  иаиравлин1янъ  вр!1Щсп!е  оказнваетсл  пеустоИчивымъ; 
но  этой  причин'Ь  средняя  ось  инерц1и  и  называется  осью  шустой- 
чиваго  вращеп1я. 

§  123.  Е{|1а1цателы1«|;  двнжси1е  и»  иперцЫ  такигп  твгр- 
даго  тЪла.  Ц)'(1  тральный  ;)лли11г()пд1.  котораго  есть  :(лли11- 
сондъ  вра1це1||11  иле  шаръ. 

Если  53с  =  21е,  т.-е.,  оллнпсоидъ  инерщи  есть  зыипсоидъ 
вращен1л,  то  вращательпоо  движм1и  по  цпврцш  нолучаетъ  бол'Ье 
простой  видъ,  потому  что  какъ  нододш,  такъ  и  эрполодш  будутъ 
кругами,  сл'Ьдова^гельпо,  уголъ  ф,  составляемый  осью  2  «ъ  на- 
иравлен1е>гь  главиаго  ряоиента  количеотпъ  движен1Я,  будетъ  сохра- 
нять постоянную  величину,  а  поэтову  и  проакцЫ  главяаго  т- 
Ийвта  на  нанравден1е  7.  будетъ  постоянна;  но  такъ  какъ: 


=  Осч^ф, 
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то  отсюда  сл'Ьдуетъ,  что 


6гС08<Й 
^  6с 


им4етъ  величину  постоянную,  следовательно,  вращете  т^да  вокругъ 
оси  02  совершается  равномерно,  а  потому  и  плоскость  2Сбг 
(черт.  83  и  84)  вращается  вокругъ  лиши  Сбг  равномерно. 

Но  эллипсоидъ  инерц1И  можетъ  быть  удлиненнымъ  или  сжа- 
тнмъ;  въ  первомъ  случае  угловая  скорость  9  заключается  внутри 
угла  (т(72  (черт.  83),  во  второмъ — вне  (черт.  84);  въ  первомъ 
случае  подвижный  аксоидъ,  образуемый  положен1ями  мгновенной 
оси  внутри  тела,  будетъ  вне  аксоида  неподвижнаго,  образуемаго 
положен1Ями  мгновенной  оси  въ  пространстве;  во  второмъ  случае 
подвижный  аксоидъ  обнимаетъ  собою  аксоидъ  неподвижный,  какъ 
изображено  на  чертеже  (84);  этотъ  наружный  конусъ  катится 
безъ  скольжен1я'  по  внутреннему  неподвижному  конусу. 

Если  начальная  угловая  скорость  направлена  по  оси  2  или 
по  одной  изъ  экватор1альныхъ  осей  эллипсоида  инерц1И,  то  ось 
вращеп1Я  сохрандетъ  неизменное  положеше,  какъ  въ  теле,  такъ 
и  въ  пространстве. 

Ось  2  есть  устойчивая  ось  вращен1я,  а  каждая  экватор1альная 
ось — неустойчивая;  последнее  видно  изъ  следующаго:  если  осью 
вращешя  служила  какая-либо  экватор1альная  ось  Са  (черт.  85) 
и  какая-либо  причина  перенесла  конецъ  мгновенной  оси  въ  точку 
а,  то  при  дальнейшемъ  движеши  атотъ  конецъ  будетъ  переме- 
щаться по  П0Л0Д1И  ааг,  отклонеше  угловой  скорости  отъ  оси  Са 
делается  весьма  заметнымъ  и  вращен1е  тела  теряетъ  всякое  сход- 
ство съ  вращен1емъ  вокругъ  оси  Са. 

Еаи  эллипсоидъ  инерцш— шаръ^  то  всякая  ось  есть  ось  инер- 
п,1и;  вращен1е  такого  тела  по  инерц1и  совершается  съ  постоянною 
угловою  скоростью  вокругъ  всякой  центральной  оси,  причемъ  эта 
ось  сохраняетъ  неизменное  положен1е  въ  теле  и  неизменное  на- 
правлен1е  въ  пространстве. 


г 
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§  128.  Примеры  гилъ,  ирн  д1Ьнгтв1Я  котормхъ  гвобод- 
но№  твердое  тЪло  враща1^тся  п»  ниерц1и  вокругъ  своего 
центра  йнерцш. 

Если  къ  свободяому  твердой;  т'Ьлу  не  црилохепо  никакихъ 
БЯ'Ёшвихъ  силъ,  то  его  цовтръ  днерцш  двихется  ораиоли&сйно  и 
равном'Ьрно,  а  саиоо  т*ло  вращается  вокругъ  своего  центра  ш» 
законанъ,  ораврденннмъ  въ  цредыдущихъ  иараграфахъ;  полное 
движея1е,  совершаииое  при  этояъ  гвердыиг  тФломъ,  яааывается 
дважев1енъ  ого  во  иверцш. 

Првв'Ьръ  99-6.  Свободвое  твердое  т4ло  подвержепо  только 
сил*  тяжести,  такъ  что  къ  каждому  элементу  объема  т'Ьла  при- 
ложена сила,  направленная  по  оси  У",  в  равяаа  ^зуАхйуЬ,  гд4 
о  есть  плотность  вещества  т^ла  въ  этоиъ  элемент!!. 

Въ  этомъ  слупа*  про9ац1И  па  оси  коордикатъ  главпаго  век- 
тора силъ,  лриложг^нныхъ  къ  т*лу,  будутъ: 

Б.  =  0,  В^  =  д^'^^\^xАувг  =  дМ,  В,  =  0. 

гд'Ь  интегрировате  распространено  на  весь  объеяъ  твердаго  т^ла, 
а  М  озвачастъ  массу  гЬла, 

Проэкцш  аа  оси  координатъ  гламаго  момента  этихъ  силъ 
вокругъ  центра  инерцш  будутъ  равны  нулю;  въ  гамомъ  д^л*, 
такъ  какъ  зд'бсь  X,  =  О,   У,  =  оуЛхЛуЛг,  2,.  =  О,  то: 

Ш,  =  —  д/ [  1\{г~в;)аО  =  -  д///-,гйО  Ч"  0^М=  О 

(.74  =  О,  Ш,  =  д// /^х-Ю  -  дх.М  -  0. 

Поэтому  центръ  инерцш  твердаго  тФла  йудстъ  двигаться  какъ 
тяжелая  матерьяльвая  точна  массы  М  (си.  стр.  81); 


т*ло  будетъ  вращаться  вокругъ  своего  центра  по  инерд1и. 


..  ггу^ 


" ..  •■■' 
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Прии^кръ  100'й.  ВсЬ  элементы  свободнаго  твердаго  т:Ьла  притя- 
гиваются къ  началу  координатъ;  силы  притяжешя  пропорц1ональны 
иассамъ  элемевтовъ  и  ихъ  разстояшямъ  отъ  начала  координатъ. 

Въ  этоиъ  случа'Ь  проэкц1и  на  оси  координатъ  силы,  прило- 
женной къ  элементу  т:Ьла,  суть: 

Х^  =  —  ]лхойО^   У<  =  —  \1уос10^  2^  =  —  \1^ос10^ 
сл'Ьдоватольно,  проэкц1И  главнаго  вектора  равны: 

Д  =  \1   /    I     /  ОХйО  =  ]1МХс^ 

а  ироэкц1и  главнаго  момента  силъ  вокругъ  центра  инерц1И  равны 
нулю;  наприм^^ръ: 

{Лс\  —  —  V'/  /  /^Цу  —  Ус)^  —  {^  —2с)у)Л0  = 

=  ЛУс/  /  /^^^0  —  2с/  /  /оуйО)  =  0. 

Поэтому,  при  д4йств1и  этихъ  силъ,  центръ  инерщи  т4ла  бу- 
детъ  двигаться  какъ  свободная  матерьяльная  точка  массы  Ж, 
притягиваемая  къ  началу  координатъ  силою:  [хЖг,  а  самое  т*ло 
вращается  вокругъ  этого  центра  по  инерцш. 

§  124.  Главный  векторъ  и  главный  моментъ  силъ,  црн- 
ложенныхъ  къ  твердому  т^лу  и  им^ющихъ  потенц1алъ. 

Положимъ,  что  къ  матерьяльнымъ  точкамъ  Шх,  Жг, .  . .  .  т», 
образующимъ  одну  неизм'Ьняемую  систему,  приложены  вн'Ьшн1я 
силы,  им'Ьющ1я  потенц1алы,  такъ,  что  къ  точк*  Шх  приложена 
сила,  имеющая  потенщалъ  ТхС^!,  у,,  ^0,  къ  точк*  Ш2  —  сила, 
имеющая  потенц1алъ  ГгС^г,  ^2»  ^2)у  и  т.  д.;  Ух  есть  какая-либо 
функц1я  отъ  абсолютныхъ  координатъ  точки  Шг,  1^2— какая-либо ' 
функщя  отъ  координатъ  точки  ^гз,  и  т.  д.  ,.л 
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Прим4ръ  100-й.  ВсЬ  элементы  свободнаго  твердаго  т4ла  притя- 
гиваются къ  началу  координатъ;  силы  притяжешя  пропорц10нальнв 
иассамъ  эленевтовъ  и  ихъ  разстоян1Яиъ  отъ  начала  координагь. 

Въ  этоиъ  случа'Ь  проэкц1и  на  оси  координатъ  силы,  прило- 
женной къ  элементу  т'Ьла,  суть: 

Х^  =  —  \1Хос10,   У<  =  —  \1уос10^  2^  =  —  ^^ойО^ 
сл'Ьдоватольно,  проэкцш  главнаго  вектора  равны: 

Д  =  —  [X  /    /     /  охЛО  =  —  ]1МХс^ 


а  нроэкцш  главнаго  момента  силъ  вокругъ  центра  инерцш  равны 
нулю;  наприм'Ьръ: 

{Лс\  —  —  V'/  /  /^{{У  —  Ус)^  —  (^  —^с)у)ЛО  = 

=  ЛУс/  /  /<^^Л0  —  2с/  /  /оуйО)  =  0. 

Поэтому,  при  д'Ьйств1и  этихъ  силъ,  центръ  инерцш  т*ла  бу- 
детъ  двигаться  какъ  свободная  матерьяльная  точка  массы  Ж, 
притягиваемая  къ  началу  координатъ  силою:  [хЖг,  а  самое  т*ло 
вращается  вокругъ  этого  центра  по  инерцш. 

§  124.  Главный  векторъ  и  главный  моментъ  силъ,  црн- 
ложенныхъ  къ  твердому  т^лу  и  им^ющихъ  потенц1алъ. 

Положимъ,  что  къ  матерьяльнымъ  точкамъ  Жх,  Жг, .  .  .  .  т^^ 
образующимъ  одну  неизм-Ьняемую  систему,  приложены  внЪшшя  .| 
силы,  им'Ьющ1я  потенщалы,  такъ,  что  къ  точк*  Шг  приложена 
сила,  имеющая  потенщалъ  Уг{х1^  у,,  ^О,  къ  точк4  Шз  —  сила,  ■' 
им-Ьющая  потеншалъ  72(^2,  ^2,  -з^з),  и  т.  д.;  Ух  есть  какая-либо 
функщя  отъ  абсолютныхъ  координатъ  точки  тх,  Т^2— какая-либо 
функц1Я  отъ  координатъ  точки  ^2,  и  т.  д. 
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11отенц1алъ  всей  совокупности    этихъ   силъ  выразится,    какъ 
памъ  уже  изв-Ьстео  (стр.  506  (727)),  суммою: 


%—П 


сг=2г,. 


«=1 


Если  выразить  абсолютныя  координаты  точекъ  системы  но  фор- 
муламъ  (45)  кинематической  части  (стр.  56),  то  17  обратится  въ' 
функщю  отъ  шести  координатннхъ  параметровъ  х^,  у^у  ^«„  ф,  ж,  э, 
выражающихъ  положеше  неизм'Ьняемой  среды  въ  пространств^^. 

Зная  выражеше  функщи  Л,  мы  будемъ  въ  состояши  получить 
изъ  него  выражешя  проэкц1й  главнаго  вектора  приложенныхъ  силъ 
на  оси  Х*^*^,  У""*,  ^"*  и  проэкц1и  главнаго  момента  ихъ  на  оси  Х"""*^ 
уовъ  д  ^въ  д  ^^  ^^д  2^  у^  2^  потому  что,  какъ  сейчасъ  дока- 

жемъ,  производныя  отъ  17  по  х^,  у^,  г^  выражаютъ  величины 
проэкц1й  главнаго  вектора  всей  совокупности  силъ  на  оси  Х"'^, 
уовъ  д  ^овъ^  ^  производныя  отъ  V  по  ф^  ж  ти  э  выражаютъ 
величины  проэкп;1й  главнаго  момента  на  направлсн1я  ]^/  (см.  стр. 
96  кинематической  части),  2  и  2. 

Взявъ  производную  отъ   17  по  ж«,  и  принявъ  во  внимаше,  что 

^•  =  1,  мы  легко  найдемъ,  что: 
такимъ  образомъ  окажется: 


^^=а^,  ^.  =  -|г>  Д=1''   •••   •    (806) 


Составимъ  выражсн1с  производной  отъ   II  по  ф: 


%  -   н 


дф  ~^^\  г)Хг  дф  +  д!/;дф  +  ъ^  #, 

гд*: 

дф         ^»  дф     '   '^^  дф    "*"  ^^  дф    ' 
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зам'Ьвивъ  зд*сь  $.,  т].,  С,  ихъ  выражен1ями  въ  разностяхъ  (х- — Хю)у 
'  {у г  —  ^ю)з  {рь — ^ю),    т.-е.  сд^лавг  то  же  самое,    что  было  де- 
лаемо при  преобразоваши  выражен1й  (93)    кинематической  части 
въ  выражешя  (96),  получимъ: 

I  =  (^,  -  ^.)Я(Ф)  -  {у,  -  У.)В{ф\ 

гд*  Р{ф\  ^{ф),  Шф)  отличаются  отъ  выражен1й  ((95)  кинема- 
тической части,  стр.  84)  для  Р,  ^^  В  т*мъ,  что  въ  нихъ, 
вместо  производныхъ  отъ  Х^,  Ху,  . . .  .  Уя  по  ^,  входятъ  производ- 
ныя  отъ  т'Ьхъ  же  косинусовъ  но  ф;  т.-е.,  если  въ  выражен1яхъ 
(95)  кинематической  части  зам'Ьнимъ  сИ  черезъ  с1фу  то  получимъ 
выражен1я  для  Р(ф\  ^{ф),  Е(фУ 

Друг1я  выражен1я  для  Р{ф)^  ^{ф)  и  Жф)  получимъ  изъ 
выражешй  (107),  (108)  и  (109)  кинематической  части,  если  за- 
м'Ьнимъ въ  нихъ  производную  ф[  —  единицею,  а  производныя  ж^ 
и  д — нулями;  тогда  получимъ: 

Р{ф)  =  —  81П  Жу    ^{ф)  =  С08  Ж^    В{ф)  =  0. 

Поэтому  выражвН1е  для  производной  отъ  Л  по  ф  преобра- 
зуется въ  слФдующ1й  видъ: 


•—Н 


дф 


+  С08  ж  2  ((^<  —  ^«)  Щ—(0^{—  ^»)  -д^) 


'дф  ~  ^'^)»  ^**^  "*"  —  (*^»^*  81П  !ж;  .    .    .    .   (807) 

дП 


дф 

=  (Д.),  С08  (Н,  X)  +  Ц„)„  С08  (^,  У), 


дф 

т.-о.,  эта  производная  внражастъ  величину  ироэкщи  на  направлен1е 
^  главнаго  нонента  силъ  вовругъ  точки  (Ю): 

^  =  .Зк,  С08  и„,  20 (807,Ь18) 


н^^^.иг^ 


»  . 
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